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[L'2c]
SUR LES COURBES AUTOPOLAIRES ;

Par M. A. MYLLER.

Dans un article publié dans les Nouvelles Annales
de Mathématiques (1894), M. P. Appell a étudié les
courbes autopolaires, c’est-a-dire les courbes qui
coincident avec leurs polaires réciproques par rapport
dune conique directrice donnée. Il a montré en parti-
culier que toute courbe autopolaire peut étre consi-
dérée comme enveloppe d’une série de coniques auto-
polaires.

En me rapportanti ce résultat je me proposc d’établiv
quelques propriétés de ces courbes d’ou il résulte un
procédé géométrique simple pourles construire.

Soient
(1) ’ Art+Byr—i1=o0
I'équation de la conique directrice et
(2) Aaz+Bly—1=o0

Péquation d’une droite arbitraire. Soient E, F les
points de rencontre de la droite (2) avec (1) et Ple
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pole (x, 8) de cette droite. Considérons la conique
tangente en E et F a la conique (1) et lelle que ses
rayons de courbure en E et F soient égaux et de direc-
tions contraires a ceux de (1) dans les mémes points.
L’équation de cette conique qu’on obtient sans diffi-
culté est

(3) 2 (Aaz+BBy —1)2—(Aa?+BB2—1) (A2 +Byt—1)=o.

On constate que cette équation coincide avec 'équa-
tion connue des coniques autopolaires par rapport
a(r).

Laissons le point P se mouvoir sur une courbe

dounée
(4) ¢(a,B)=o.
La conique (3) enveloppera alors une courbe auto-
polaire
(%) Sz y)=o.

Nous allons chercher les points de contact de (3)
avec I'enveloppe (5). Ces points sont & I'intersection
de (3) avec la conique suivante obtenue en différentiant
I'équation (3) :

2(Aax+BBy—1)(Azxda+ By df)
— (Az?+ By?—1) (Axda + BB dB) =o.

Par ces quatre points passe le faisceau
2 (Aexr + BBy —1)[Azx +BBy—1 + A(Arda+ Bydp)]

—(Ar2+By?—1)[Ax?+ B32—1 +A(Aadz + BRdB)] =o.

En prenant
3 — Ax?+ B3z —1
=7 Aada+ Bgdp’

on obtient deux droites ui passent par les points de
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contlact de (3) avec son enveloppe (5). L'une estla
droite (2) comme il était & prévoir, car la conique (1)
est une partie de I’enveloppe (5); I'autre a ’équation

(6) Al[(1—BB2)da+ BaP di| x
+ BlAaBda+ (1 —Aa®)dB]y —Nada—BpdE =o.

Cette droite coupe (3) en deux points G et H qui
appartiennent a la courbe autopolaire (5) et se corres-
pondent dans la transformation.

La droite (6) est caractérisée géométriquement par
les deux propriétés suivantes qu'on déduit facilement :

1° Elle passe par le point P;

2* Elle est conjuguée harmonique de la tangente
en P a la courbe (4) par rapport aux deux tan-
gentes PE ¢t PF menées de P a la conique direc-
trice (1).

Déterminons les tangentesen G et H a la courbe (3).
Dans ce but, prenons les droites PE et PF comme
nouveaux axes des coordonnées Ox et Oy. Soient K
et L. les points de rencontre de la tangente en P ala
courbe (4) avec laconique directrice et T l'intersection
de la méme tangente avec la corde de contact EF.

L’¢quation (1) de la conique directrice prend dans le
nouveau systéme d'axes la forme suivante :

(7)° artxr+omzxy + b:yr+2ax + 20y +1=o,

el I'équation (3) de la conique autopolaire tangente
en E et I devient

(8) atx?+-2(2ab—m)xy + b2yr+ 207 + 20y +1=0.

Soit
Y= kx

I'équation de la tangente PKL; celle de la droite PGH
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sera alors
Yy =— kx,

[’équation du faisceau de coniques tangentes en G
et H i la conique (8) est

atx:+ 2(2ab— m)zxy

+b0yr+2ar—2by-+1—o(y + ka):=o,

ou encore
atrt+o(2ab —m—ako)xy
+ b2+ vaxr +rby +1—p(y —kx)r=o.

En prenant
ab —m
0= ———= 02,
‘,/;
on obtient I'équation suivante des denx tangentes TG

et TH qui passent par le point T
(ar+by +1)2—02(y — kz)2=o.

Soit Q le point d’intersection de la droite PGH
avec EF. L’équation des tangentes QK et QL s’obtient
de la méme maniére et elle est

(ax + by +1)2— 02(y+ kx)2=o,

ot § a la méme signification que précédemment.

Les points G, H, K, L. élant déterminés comme
inlersections des droites dont nous avons trouvé les
équations, on peut alors facilement écrire les équations

des droites HK, GL, GK, HL qui sont les suivantes :

(HK) ar + (b —20)y+1=o,
(GL) ax + (b +20)y +1=o0,
(GK) (a —2k)x +by+1=o0,
(HL) (a+2k0)z + by +1=o.

On constate que les droites HK el Gl. passent par
le point E, les droites GK et HL parle point F.
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Ce dernier résultat nous indique la construction
géométrique simple pour déterminer les point G et H
de la courbe (5) ainsi que les tangentes quand on donne
le point P de la courbe (4).



