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[C2¢]

, M dx
SUR meTnﬁnALEu/"
M,

eVaxi+ 2bx +c

Par M. G. FONTENE.

I.

1. Soit (fig. 1) la conique représentée avec des axes
reclangulaires par I’équation

yi=azxt+2bzx +c;

nous voulons considérer I'intégrale

M
1=f 4
M, V

le point (z, y) se déplagant sur la courbe, de M, en M,
Fig. 1.

dans un sens déterminé lorsque la courbe est une ellipse,
sans passer d'une branche a I'autre lorsque la courbe
est une hyperbole ; on peut écrire

M dx
_—————— gy |
v, eYaz*+2bz +c
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¢ élant le signe de y qui peut varierentre les lunites de
I'intégration lorsque le trinome a des racines ().

2. Cette intégrale représente, a un facteur cons-
tant prés, le double de l'aire du secteur (QM,, QM),
Q étant le centre de la conique; dans le cas del’ellipse,
1l Sagit, bien entendu, de I'aire balayée par un rayon
vecteur qui va de la position Q@ M, a la position QM
en suivant le mouvement du point (x, y). On a
en effet pour cette aire, Pabscisse du centre Q

Sy (Cr

M
[ [(ax +b) dy —aydx|;
N,

. —b
¢lanl —»
a

w2

2

1
a
en multipliant et en divisant par y sous le signe f, et
cn remplagant ¥ dy par (ax + b) dx, y* par

ax?~+ 2 bxr — ¢,

on a
' . - .
28:-1-/ [(a,z—i—[}) alax —1—1)17—4—6)](1z
aJy, Y
_ ac——b?‘/‘Mﬂ
a M, J
ou
28 Y dr
20 &,
M Jv, ¥

M représentant le carvé = B* de la moitié de I'axe
perpendiculaire 4 z'z. Dans les conditions de la

. Caye dx .,
figure 1, par exemple, lclemcnt7 de I'intégrale est

(') On sait que lintegration d'une fonction rationnelle de la

variable x et du radical y axr-— 20x — ¢ ~e ramenc au calcul de
I'intégrale considérée ici.
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28

’ 3 3 ’ .
négatif, 'intégrale a une valeur négative, M

est positif,
S est positif.
Si le trinome a des racines z/, z”, c’est-a-dire si
1
va(z—a')(z—a")
est un infiniment grand lorsque le point (z, ) traverse

I’axe z'z est transverse, la fonction

I'axe 2’z ; I'intégrale reste finie, parce que cet infini-

,» et 'on

) , 1 \
ment grand est d’ordre 5 par rapport & ——

peut le voir encore en prenant y comme variable indé-
pendante :

—fj"ﬁ_ _‘?l._zfdy __f dy .
y Jyy (»?) az + b’

d’ailleurs I'aire S reste finie. Ce fait prend plus de

relief sous la forme suivante : sil’on considére la courbe
qui a pour équation
M

eyazxr+2bz +c

(le lecteur est prié de faire la figure en partant de la
figure 1), on a pourl’aire A comprise entre I’axe des z,
la courbe, une ordonnée fixe P,N, et une ordonnée
variable PN,

A:dex:hI[iz:=—2s,
J Y

aire (Py Ny, PN) = — 2 < secteur (QM,, QM),

Y =

<=

ou

les points Nj et N étant ceux qui correspondent aux
points M, et M; si P, est 'un des deux points A/, A",
ou la courbe primitive rencontre z'z, a supposerqu’il y
ait rencontre, 'ordonnée correspondante Y est infinie,
mais l'aire A reste finie.



( 532 )

Jerappellerai a ce propos la formule

a” dr = (.’L"/.Z‘”)
f V—(z—z)(z—a) S

sur laquelle nous reviendrons; la conique est ici un
cercle, comme on 1'a supposé pour faire la figure, et
comme on intégre de 2’ 4 2”; avec ¥ > o, on a bien

28 =— =R?;

on va cn effet de @ A’a @ A” dans le sens contraire au
sensdirect (Oz,0y). Un changement de variable raméne
d’ailleurs cette formule & celle-ci, qui en est un cas

+1
f dx
—_— == T.
-1 ‘/l_xg

L’interprétation géométrique de U'intégrale 1 qui
vient d’étre donnée permetira de se rendre compte
des diverses formes que peut recevoir Uexpression
de cette intégrale, du moins danslhypothése a <Co,
c’est-a-dire lorsque la courbe est une ellipse, et

particulier,

permettrait méme de les écrire a priori; laire du
secleur de cercle («¢ = —1) se mesure en effet trés
simplement, et I'on a par projection l'aire du secteur

cllipuque.
3. Avant de calculer Iintégrale 1, je rappelle les
formules suivantes :

dx
Jor+ a2

de 1 Lane
e A

I

arc tangx.

~I8
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et
l_é%_ argth x = él;it: (=1 <e <),
./‘[il;_z = argcotha = %L:t: (r <—10u7>1),

dx I x 1, x+1
'[‘[T_—.-x?—zalbcollljztﬁ]‘;—*—[ (’l‘<——[0u2‘>l),

on peut écrire dans tous les cas
1+ xl
’

dz
11—t 11—

dx - 1 l+=x
fl"——x‘l Y ‘l/_a« ’

la variable  restant bhien entendu dans 'un des trois
domaines (— o0, — 1), (—1, 4 1), (+1. + o).

g

- N |-

4. Cela posé, la courbe étant unicursale, on peut
exprimer z et y en fonction rationnelle du coefficient
angulaire ¢ de la droite CM, C étant sur la courbe un
point fixe de coordonnées o el 3, M étant le point de
coordonnées x et y; cela permetira, soit dit en passant,
de fairve franchir au point M I'axe z'2 sans renverser le
sens devariation de la variable. Nous supposerons d’ail-
leurs quele point M, est déterminé d’apreés le point Cen
menant GM, parallele a x'z, de sorte que l'intégrale |
sera nulle par ¢ = o ; la valeur de ¢ est infinie lorsque
le point M est diamétralement opposé au point M,. Soit
donce

B=*yaar+2ba—+c;

or, posons

On a, en retranchant de 'expression de y* en z celle
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de B2 en o,
—RBr=a(x*—a?) +2b(xr —a),
ou, en divisant par £ — « et en introduisant ¢,
(y+B)t=alx+a)+20,

ou, en remplagant y par son expression générale en
et ¢, quiest B+ (x—a)¢,

2Bt + (xr —a)t=a(x+ a)+2b,
et.en différentiant sous cette forme,

o[+ (x—a)t]ldt =(a—1?)dx,
2vdt =(a—t?)dx;

f“d:zr f‘“ dt
l: —_— 2 —_—
m, Y N, a—t?

0

on a par suite

II.
5. Soit d’abord

a <o,

auquel cas la conique considérée est une ellipse; le
trinome ax? -+ 2bx + ¢ doit avoir des racines, et les
limites d’intégration (en x) doivent étre comprises entre
les racines. On a alors

I 2f“ dt
= - ———y
, (—a)—+t2

—1 t y—8
[ = — arct =1
‘/-<a><2 rc tang =—= <a:—-u >,
la notation arc tang désignant un arc compris entre
O et w, ou entre O et — =, selon que le point variable
est supposé avoir été de M, en M en se déplacant dans

ou

le sens direct ouen se déplacant dans le sens rétrograde;
'intégrale a une valeur nulle pour ¢t =o.
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Lorsque c est positif, on peut faire 2 =0, f = +/c,
le point C étant ainsi I'un des deux points ot la courbe
est coupée par I'axe des y; on a alors, avec un indice
destiné a rappeler la limite inférieure de I'intégra-

. — —2b
tion (\‘1'0:\/0, XIo= = >,

—1 Yy —ye
Iy = ———=2arctang: ‘/

—a CI‘\/—(I.

On se rend aisément compte de la formule générale

ci-dessus en considérant le cas ofi, a étant égal & — 1,
la conique est un cercle (fig. 1) ; on peut éerire alors

yVi=—axr+hxr + k.
[.a formule
28 I—. Y oode v tane
-l—:{—z—-—— =92 . m—- > are .\n,,(,
0

si I'on tient compte du théortme de I'angle inscrit,
exprime en effet un résultat élémentaire : si l'on
désigne par « 'angle. compris entre O et = ou entre O
et — = selon le sens de circulation du point (2, y),
dont 1l faut faive tourner 2’z pour 'amener sur CM ou
sur son prolongement, ¢t par w l'angle (QM,, QM)
qui est double du précédent, et qui est par suite compris
entre O et 2= ou entre O el — a7 selon les circons-
tances, celte formule donne

2

w»
| -

R2w.

=2 =W ou S =

=zl

~

6. Le point C peut éire un sommet de la courbe.
Si Pon prend d’abord comme point C un sommet B
sur P’axe perpendiculaire a 2’z (fig. 2), on fera par

V62— ac
V—a
—_— —-y\/-—-a—i—;/lﬂ——ac'

I
——2 arc tan
V—a & ar + 10 ’

lea= =2, 8= I'on aur:
exemple 2= —, B=+ , el 'on aura

(’l) llz
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laire S, qui est de signe contraire aIdans le cas de

Fig. 2.
B u,
Y M S,
0y
ST at e

Lellipse, est alors comptée a partic du rayon vec-
teur @ B,

Si 'on prend comme point C un sommet A’ sur'axe
des z (fig. 3), on fera a =2/, 3 =o, 2’ étant 'une

Fig. 3.

quelconque des deux racines du trinome, et 'on aura

i —1 eV—ay—(z—2')(z—2a")
2

= 2 arc tang

Vv—a (z—2')y—a

¢ étant toujours le signe de y; le signe de la diffé-
rence x" — x' étant désigné par ¢, comme la diffé-

)



(337)

rence  — z' a aussi le signe ¢/, on a

— ¥ , z — '
(2) Iy= ———2 arc tangee —_

>y
—a z — X

I'aire S est alors comptée a partir du rayon vecteur Q A",
(La vérification géométrique de cette formule est
aisée.)

Pour a=—1, et en intégrant de 2" & ', avec
x'<x" etc=-, 0na

ce qui donnerait d’ailleurs
28 = nR?;

en renversantles limites de 'intégration, on a la formule
donnée a la fin du n° 2.
D’aprés la définition de ¢/, on a

, —b+¢eJbir—ac
z‘:-——-———‘—l————.

7. On obtient directement des formules équivalentes
aux formules (1) et(2)en partant des formules

f’ dx . f’ dx z
————— =arcsinax, —————— = arc cos«,;
o MVI—2? . wyi—x

1, représenle == 1, et change quand le radical s’annule.
Pour la premiére intégrale, nous supposerons que
'on part aveec m = +. L’arc sinus est compris entre
O et 27 si z varie de maniére & prendre les valeurs
successives 0, +1, 0o, — 1, o, entre O et — 2= dans le
cas contraire, et le cosinus de cet arc a le signe 7.
Pour la secondeintégrale, la dérivée du cosinus étant
le sinus changé de signe, lorsque  variede 14 — 1,

puis de —1, & + 1, l'arc cosinus est compris entre O



(1538)

el 27 si 'on part avec v = —, entre O et — 2% dans
le cas contraire, et le sinus de cet arc a le signe — 7.
Soit alors

—1 adr

V—a s\/b'—ac——(az+b)‘l.

Si I'on écrit d’abord, en vue de V'intégrale (1) qui
correspond a la figure (2),

I =

d(ax+ b)
I = Vb2—ac
e V— \/ (ar-&—b)2

“bi—ac

l'indice o correspondant & 'hypoth¢se az + b =0 et
le signe ¢ étant le signe + au départ (3>0), ona

! « arcsin ar + b
csin 220
V—a Vbrt— ac
le cosinus de U'arcsinus ayant lesigne ¢, c’est-a-dire

le signede y, elbcet arc étant parexemple compris entre
ar +

O et 2w si NTT:
est d'abord négatif : I'intégrale 1, est alors négative,

Paire S, est positive.

(3) I =

.. e b
est d’abord positif, ¢’est-a-diresix + =~

Si I'on écrit, en vue de I'intégrale (2) qui correspond
a la figure (3),
g az+ b
= = I — ¢ ybr—ac ,
—a L L (ax +b)
b2—ac

¢' étant loujours le signe de la différence 2" — 2’ et
Uindice 1 correspondant a ’hypothése

azx + b

—e'yYbt—ac

=1 (oun x = 2"),
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on a
ar + b
arc cos ——————,

—1
Vy—a —e yb2—ac

le sinus de U'arc cosinus ayant le signe «¢', c’est-

(4) Iy=

a-dire le signede <'y, et cet arc élant par exemple com-
pris entre O et 27 si I'on part avec e’ =+ c’est-a-dire
avec ¢ =- pour x' << z", avec ¢ = — pour #'> 2" :
Vintégrale I, est alors négative, l'aire S, est positive.

8. On a, avec la formule (3),

. axr—+20b y—a ar-+b
arc sin —— 2 — arccos LY %

= t N
V6% — ac ybrt— ac are angy;;_a

cet arc est nul si 'on a
—b
r=—>) yy—a=/bt—ac,

c’est-a-dire au point B; I'intégrale (3) est bien identique
a I'intégrale (1). La formule

= arc cos

—a /B —ac

(5) I =—= rV—a

est Intéressanle.
On a de méme avec la formule (4),

ar—+b . yVv—a
arc co§ ———————— = arc Sin ———
— ' yb2—ac dyVbr—ac
—JyV—a,
= arc tang —————;
axr + b

cel arc est nul si l'on a
Y=o, azr +b=—c¢yb2—ac ou r=2a

c’est-a-dire au point A”; I'intégrale (4) est bien iden-
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tique a 'intégrale (2). La formule

(6) — 7/—a

Iy = arc sin

y—a g V/b2—ac

est intéressante.

On peut d’ailleurs déduire (1) de (3). Si P'on pose,
en ayant soin de considérer deux lignes trigonomé-
triques pour I'arc de la formule (3),

2X = arc tan azx +b
=X Syv=a

2arctangX  ou arc tang

et
. 2X . axr—+b
2 arc tangX ou arc Sin ———— = arc sin ———»
1+ X1 Vb —ac
on obtient la valeur unique
. —yy—a+ /b —ac
X = - ’
axr + b

ce qui donne bien la formule (1); on peut encore
employer le cosinus.

On déduirait de méme (2) de (4), mais il vautmieux
faire 'inverse en écrivant

r—ax'
2 are langes' — ; = arctang...=arc sin...= arc cos....
r—x

Voici d’autres vérifications. Si w, el w, sont les arcs

des formules (3) et (4), on a
sin(—w;) =¢ coswy, cos(—wy)=2:'sinw,, wr—w,=¢ ;

Si w est l'arc de la formule générale du n° 3, on a

y—8
arc tan u
g z—a)y—a ’
. ar—+2b yV—a
arc sin ————= = arc cos *———— = wy;
Vbr— ac b2—ac .

! ’ " M P [ —
w} étant la valeur de w, qui corresponda r = «, y =28,
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celadonne

COSW; — COs W' ' + w,
tangu = —— : = tang ,
sinw’, — sinw,

et par suite
2U — wy = const.

Observons que les figures 2 et 3, pour lesquelles on
suppose @ =—1, donnent directement les formules
(3) et (4). L'équation du cercle étant

yi=—xr+o2ho +k,
de maniére que l'abscisse du centre est 2, ona

281 . h—2x
—— = arcsin

Rz VT k

]

le cosinus ayant le signe de y, ...;on a également,
avecx' <2,
28, x—h

=T = arc CO0S ——»
R? Ak

le sinus ayantle signe de y, ....

I

9. Soit maintenant

a>of,

auquel cas la conique considérée esL uue hyperbole;
nous désignerons cette hyperbole par(H,) ou par (H,),
selon que les sommets réels sont B’ et B sur I'axe
perpendiculaire a z'z, ou A’ et A” sur 'axe 2’z ( fig. 4

et 5). On a alors
dt

l=2‘ m’

et il faut distinguer deux cas selon qu'on a 2 <<a
ou (2> a. Comme les asymplotes de la courbe ont
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pour coefficients angulaires == /a, on a ceci :

br—ac<o ? M sur la branche qui conatient C, *<a,
(Hy) M sur la branche qui ne contient pas G, 2> a;

b2—ac>o
(H,)

M sur la branche qui ne contient pas C, t*< a,
M sur la branche qui contient C, ©?>a.

Selon qu’on a 2> << @, comme dans les figures 4 et 5,
ou!?>a, ona

t
I= x 2argth —

wo T ez

[4
x 2 arg coth —

Va Va

la premiére intégrale étant nulle pour t = o, ce qui
correspond a CM, paralléle a x'z, la seconde inté-

Fig. 4. Fig. 5.
M
(Hy _
M
I —
B
9 r
/B,

grale étant nulle pour ¢ infini, ce qui correspond a CM,
paralléle 4 3’y (il y a ici une dérogation i la convention
faite au n° 4 sur la position du point M, mais cette
seconde intégrale ne sera pas maintenue); on peut
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écrire d’'une maniére générale .
r4 L
[ va
I=—L|—¥2]
Va |, __L
a

Lorsque ¢ est positif, on peut faire « = 0, 8 = +/c;
on a alors, selon les cas.

i ) —ye
Ip= — xargth: v

Va e

ou

Iy = L > a2 arg coth z——iz-

Va zya

10. Prenons comme point C un sommet de la courbe.
Dans ’hypothése b2 — ac<C o, l'axe transverse est
I'axe perpendiculaire a 'z ; en faisant, par exemple,

— — b2
o= —all, B= 4—‘/%_1;_’01”‘
Vv

, _ L § y‘/a—\/ac—b2
(") l,_ﬁxzalgth—T_*—b———-,
ou

. AT yva —yac— b
(1") li_ﬁxzaxgcoth oo ’

selon que y est positif ou négatif; 'aire S est alors
comptée a partir du rayon vecteur QB pour la for-
mule (1'), & particr de QB pour la formule (1").
Dr’ailleurs on peut écrire, avec ¥ << o,

) o ) yva+Jac—b?
(1") l,_—axzalgth Py ’
. . e Vac — b2
ce qui revienta faire danscecas p = — Yace—2 Nous

Va
P

ey ac— b2 . g
—V—“, c’est-a-dire que nous

Va

ferons des lors 3=
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prendrons toujours comme point C le sommet,
B ouB, située sur la branche de U hyperbole (H,) qui
contient les points M ; nous aurons ainsi

—ey/ac —b?
azr + b ’

(', 1") l'=—': xzargthf‘/;
Va
Faire S étant comptée a partir du demi-axe, QB ou QB/,
(ui atteint la branche décrite par le point M.
Dans 'hypothése b2 — ac > o, I'axe transverse est
dirigé suivant 2’ z; en faisant a =2/, § =o0, on a

K ez —x)(x—2) —*s'\/x — "

Va r—x z—z°
et, par suite,
, I % — 7"

(2") I,=— x2argthe’( /= 2
Va r —x

ou
1 v S —a”

(2") I,= — x2argcothes +s
Va r—x

¢’ étant le signe de la différence x — 2/, c’est-a-dire le
signe de la différence 2" — z' par la formule (2'), et le
signe de la différence z'— 2" par la formule (2");
Paire S est alors comptée a partir de QA" pour la
formule (2'), & partir de QA’ pour la formule (2").
D’ailleurs on peut écrire

r —x

1
" ol = — 1
(2") 2 ﬁxzargthee —=

ce qui revient a faire dans ce cas a = 2’. Nous pren-
drons dés lors comme point C le sommet situé sur la
branche de Uhyperbole H, qui ne contient pas les
points M, sommet que nous désignerons par A’; nous
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écrirons donc, a étant positif,

o= —b—c /b’—ac’
a

et nous emploierons la formule (2').

11. Si Pon remplace I'argument hyperbolique par un
logarithme, d’aprés la formule

1+

2argthz =1L =

)

la formule (1/, 1"), relative a 'hypothése b2 — ac < o,
est remplacée par celle-ci :

oL ax+b+_yf——e¢ac—b1

L= —

Va ax+b— _}q/——i—t=.\/¢zc—b2

Or l'identité
(ax+b+yya)(az+b— yya) =br—ac
donne

ar+b+y/a  —eyfac—b?
ey ac — b? az+b—yya
ax+b+y/——e/ac—b’

ax+b—yf+e\/ac—b2

on peut donc écrire

[, 1] = L paerbryva
va ey ac — b2

Pour la formule (2) relative a ’hypothése
b2— ac> o,
on avait d’abord (en faisant a = 2/, 3 = o)
1 Y
Jp= — x<2argth ———
Ve T e ayva

Ann. de Mathémat., * série, t. XI1L. (Décembre 1913.) 33
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cela donne

lz=~l~:><23rglh yya
Va ar+b+¢'ybr*— ac
__1_X]azr+b+)\/_+5\/bl—ac_

Va ar+b—y/a+eybi—ac

mais I'identité ci-dessus donne

ar+b+yya _ e'Vbr —ac

¢'V/br— ac aJ‘—i—b——y‘/;
ar +b+y Va+e Vb —ac,
ax+b~yﬁ+s'm,

on peut donc écrire

(2] L= L b rava,

Va dVb:—ac

12. On obtient directement des formules équiva-
lentes aux formules (1', 1") et (2'), ou [/, 1"] et [2'],
en partant des formules

f~ _dr =argshye = L(nz+yzr+1),
0 T]‘/ 240

xr

fA —fl—x—:argchx :L(.’L‘*‘l—‘f“/z“l—-l),
1

nyxt—1
z étant positif par celte seconde intégrale, et le sinus
hyperbolique de arg ch z ayant le signe 7.
Soit alors

_ adzx )
VaJ) «f(ar + b))+ (ac — b?)

Si l'on éerit, dans 'hypothése 2 — ac << o,

a.r +b
ac—b2

h= \/af \/(ax—i—b)’

b*— ac

-+ 1



(547)
I'indice o correspondant a I'hypothése az +b=o,
ona

I axr+b

(3" I;= — ><argsh ——
! Va 8 ey/ac — b?
___l__XLaz‘—!-b-o—,y\/a;
Va ey/ac — bt

de méme si V'on écrit, dans’hypothése b2 — ac> o,

ar—+b
¢ /bt — ac
(ax—+ b)2 ’
ei—ac '

¢/ étant le signe de la différence 2’ — 2/, ou le signe
. —b .
de z — ', ou le signe de z — —~; ou enfin le signe

de az + b, et I'indice 1 correspondant a 'hypothése

ax + b Y
—_——— = (ou x = 2a"),
e'Vbr— ac
on a
4" I ! x arg ch azr+b
E] = —-= Il
? Va e'y/b2—ac

1 ar +b+yya
< L— e
Va e'yv/b2 = ac

le sinus hyperbolique de 'argument ayant le signe e¢’
ou le signe de ¢'y.

13. Les intégrales (3') et (4') sont identiques aux
intégrales (1/, 1”) et (2/), comme le montre la forme
logarithmique des unes et des autres, mais on peut
vérifier cetle identité indépendamment de cette forme.

On a, avec la formule (3'),

arg sh ax+b = argch L‘/—;ﬁ = arg th az —‘__b;
rva

sy ac — b? ey ac— b?
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cet argument est nul si 'on a
xr = =’ y\/t—t=eVac—b?,

c’est-a-dire au point B, ou au point B’; I'intégrale (3')
est donc bien identique & Iintégrale (1/, 1”). La
formule

.y 1 yva
) Ij= — xargch ———
0 1= et =

esl inléressante.
On a de méme, avec la formule (4),

ar—+b& yya yva
arg ch ———— = arg sh ———— = arg th ;
8 e'Vbr—ac 8 e'yb2— ac M ar o
cet argument est nul si 'on a
¥y =o, az +b=¢/b?—ac ou z=a"

c'est-a-dire au point A”; l'intégrale (4') est donc bien
identique a l'intégrale (2). La formule

, I ryva
6 [, = — x arg sh ————
(69 : Va 8 g'ybr— ac

est intéressante.
On déduit facilement (1', 1”) de (3'), en écrivant

ar+ b,
=
yva
les deux valeurs de X ont pour produit 1, et il faut
prendre la plus petite en valeur absolue, ce qui donne

2X
2arg thX ou algthr

i = '8 th

. yVa—e/ac— b2
X = .
axr + b

On déduirait de méme (2') de (4'), mais il vaut
mieux faire le contraire.
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14. Revenons.a 'emploi du paramétre ¢. La conique
étant une hyperbole, le point fixe G de coordonnées
a et 3 peul étre rejeté a P'infini, dans la direction dont le
coefficient angulaire est —\/Z, par exemple; on exprime
alors 2 et » en fonction rationnelle de Fordonnée a
Porigine d’une sécante variable paralléele & une asym-
ptote.

La formule générale du n®9 est, avec ¢ <<a par
exemple,

l=—'—xzargth—t—, <'y——ﬂ=t>;
ﬁ /c—z £r—a
si 'on veut déduire decette formule générale la formule
particuliére qu'on a en vue, on éciira

y=tr+(f —at),
on désignera par z 'ordonnée a lorigine de cette
sécante variable
z = p — at,
B—3z
A€
infinis, sous la condition

lim% =—a.

on remplacera ¢ par » et 'on aura a faire aet

11 faut toutefois employer ici un artifice analogue &
celui que I'on emploie pour déduire de I'intégrale

am+1
xmdr = + C
m—+1

., dx . .
I'intégrale [? relative au cas m=—1; on écrit

dans ce cas

de telle sorte que 'expression prenne la forme illu-
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. 0o .
soire — pour m= —1 et I'on fait alors tendre m

. . xh—1
vers — 1; or on sait que |’expression » lorsque A

h
tend vers o, tend elle-méme vers L z.
On écrit de méme ici, en supposant qu’on a primiti-
vement 2 < a,

If (arg th™—— B— ‘/ — argth 5_) +

ay a aya

de telle sorte que I'expression prenne la forme illu-

soire 00 — o ponr a el $ infinis avec ;:—\/?z-; on
remplace la différence dargumems par un argument
unique, on fait 2 et § infinis avec g::—— a, etl’on
trouve
I=— xazal'gtln——z'_—‘/a—+C’;
Va zy/a +2b

s1 'on suppose que I'on a d’abord ¢2 > a, on a coth au
lieu de th.
Les formules

1+ z+1
L——r0dyH arg cothz = - L-—

1
argthz = -
2 1—x z —1

permettent d’écrire

Ja

et c’'est a cette formule que I'on arrive par un calcul

+ C';

b
direct. On-coupe la conique par une paralléle 2 une
asymplote, ¥ = — z\/a + 3, ce qui donne

azxt+2bx + ¢ = axt—272z/a + 32

on a en différentiant sous cette forme

(b +zya)de =(—zya~+3)ds =yds,
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et par suite

l:/‘d—;.z _dz —l—le—q-z\/El—{—C”,

b+zﬁ= Va

comme ci-dessus ().
En remplacant 5 par y — trr, c’est-a-dire y + z /a,
on a donc

=1 %L

Va

ar+b+yya|+C,

et 'on en déduit les formules [1/, 1”] et [2'], dont les
seconds membres sont nuls en méme temps qué les
arguments des formules (1/, 1”) et (2). Il est facile de
vérilier directement que les expressions sous le signe |,
dans les formules [1/, 1”] et [2'] sont positives : en
effet, selon que l'on a 62—ac <<oou b2—ac>o,la
quantité

(azx+b)+yya ou (azx+b)+ey(az+ bR+ (ac— b2)

a le signe de son second terme ou celui de son premier
terme; or, dans le premier cas, on la divise par ¢, ce
qui donne un résultat positif ; dans le second cas, on la
divise par ¢ qui estle signe commun des différences

! 1 _b :
z—a',x—a'x——>ou encore le signe de az + b,

et le résultat est toujours positif.

, . azx +b
(') L’asymptote ayant pour équation y =-— ————; 0N pour-
a

rait prendre I’équation de la paralléle sous la forme

ar+b

va

Yy =— -+ u,

. s b du
ce qui conduit & V'intégrale =

uy/A
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15. Dans le cas particulier oi 'on veut intégrer

dz
ey
le calcul direct du n° 14 est trés simple. On coupe la
conique y*=x%+ k par la droite y =—z + 3, ce
qui donne
k=—oxz+ 32

on a en différentiant

dzx dz
2dr = (2 —x)dz = yds, S =%
on a par suite
dr
————— =Lz +ey2r+ k|+ C".
eyzi+ k l l
En faisant £ =1, ou encore k =—1 avec x > o,

on a les formules écrite au début du n° 12.

16. La formule

f dz arc si
————— = arc sinz,
oV 1— x?

écrite au débutdun®7, est connue par la différentiation
de la fonction arc sin z ; on Pobtiendrait naturellement
en posant x =sino. Les formules écrites au début

du n° 12,

dz —

= arg shx = L(z + yz?+1),

| o = (2 +yzi+1)

f;d:t_ =argchz = L(z + /2t—1),
1\/@‘2—1

sont de méme connues par la différentiation des fonc-
tions

arg sha ou L(z+\/.z”+ l), cen
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on les obtiendrait naturellement sous la premiére
forme en posant

z =shu ou z = chu.

On vient de voir comment on arrive directement aux
expressions logarithmiques de ces intégrales; on va
voir qu'on y est également conduit en introduisant un
angle § qui est le complément de I'amplitude hyper-
bolique de I'argument «.

Pour la premiére intégrale, on posera donc

x = cot (o< < m);

I'intégrale devient

(]
db deors )
- - = = L - =L 2 .
| Sino f 8 cot_2 (x—i—v.z +|)
cot —
2
On introduit ici la variable auxiliaire cot -~ =z,
de sorte que 'on pose en somme
-
xr = cotf = o ! ;
22

cela donne, en désignant \/z2 1 par y,
Yy +x =3,

et on retombe sur la méthode du n® 15.
De méme pour obtenir

dz

\/z"—r,

avec x > 0, on posera

x = coséch (o<0<£—>;
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Pintégrale devient

dcot—

db 8
./smf) f -LCN;:L(x-e—‘/xz_.,).

On introduitencore ici la variableauxiliaire col- =5,

de sorte que I'on pose en somme

3241

2z ’

x = cosécl =

cela donne, en désignant \/z* — 1 par y,
y+-x=3,

et I'on retombe sur la méthode du n° 13.

17. Voici une derniére remarque. Soit
x?—1,

et considérons, comme au n° 2, le double 2 S de I'aire
du secteur hyperbolique AQM; on a

2 dS =xdy —ydx;
or, i cause de z* — y?=1, on a aussi
o=zdr—ydy;

on a donc, en additionnant,

d(:&‘—!—}’),

2dS =(x—y)d(z+y)= >

2S =Lz +y),

Paire S étant nulle pour z =1, y = 0. Cest la formule
de Mercator pour le double de I'aire du secteur hyper-
bolique, et j'en ai donné Ja démonstration précédente
dans une Note relative aux fonctions hyperboliques.
(N. A., 1910, p.481). Or on a vu au n° 2 que l'aire
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, . . dx
doublée 2 S aaussipour expression f7, on a donc

7_‘?5__ = L{z + Yz 7).

18. Soit toujours

yi=x*—1.

L'intégrale 1 = dz représente le double de I’aire

dua secteur M,QM de l'hyperbole équilatére de la
figure 6, et I’on a

‘)S=)f dt :L'+t <’y—p=t>.
[ — 2 1— ¢ T —a

D’autre part st 'on méne QP parallele a CM, et si

P'on désigne par 2’ et ' les coordonnées du point P,
on a, pour I'aire S' du secteur A”QP,
28 = L(z'+y') =—L(2'—»"),
d’ou
! ' l
28 = LT Y Ittt
2 =y 2 11—t
1.’aire A"QP est donc moitié de ’aire M,QM. La
généralisation est immédiate, et 'aire PQP’ est moité

Fig. 6.

de Paire MQM/, les droites QP et QP étant paralléles
a CM et 4 CM’; les points M et M’ étant donnés, laire
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PQP' conserve ainsi une valeur constante quand le
point C se déplace sur la courbe. Ce théoréme est
'analogue du théoréme de I'angle inscrit; on en trouve-
rait une démonstration dans la Note relative aux fonc-
tions hyperboliques dont il est question plus haut.

NOTE I.

Lorsque le trinome ax? + 2bx +- ¢ a des racines, de
sorte que I'on a

y=ctVa(z—2")(x —2"),

I'application d'un procédé qui s’emploie lorsque le
nombre des facteurs binomes est quelconque (Herv1TE,
Cours d’Analyse de U'Ecole Polytechnique, p. 15,
294, 304) conduit & écrire

, a(z —a")
et a poser
a(x —2z") ..
=

on a ainsi, en disposant du signe de ¢,

et I'on retombe sur la méthode générale avec a = «/,

ﬁ:o.

On s’explique ainsi comment on a obtenu au n® 6
phq

—1 , z—z"
(2) Iy= X 2 arc tangee — ;
‘/_a xr —x
et aun® 10
1 ey
(2 = — x 2 arg thee’ .
Va zr—x
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NOTE II.

Considérons la conique représentée par I’équation
générale
f(l‘:}’) = az’+262’_}’ +C_y’+2dw+2ey+f= o,

et soit S Uaire du secteur MyQM, Q étant le centre
de la conique. La relation

fido+fidy=o
donne, en désignant [par p el ¢ les coordonnées du
point Q,
—dv _dy (z-—-p)dy—(y—gq)dr,

Sy fr (@=p)fi+(y—aq)fy’

le dénominateur du dernier rapport peut s’écrire

—(pfe+qfy+Sfi) ou —(2fp+yfe+Si)

et il se réduit & — f, le point Q étant le centre de la
courbe. On a donc

2dS dx —dy
—_— o = ———
S Sy Je
ou, avec les notations habituelles,
Adz
5 =

la notation f’ représentant une demi-dérivée.
Soit

) 2dS =

—8B

—a

<

=l,

8

a et 3 étant les coordonnées d’'un point C dela conique.
L’équation de la courbe peut s’écrire
a(z—a)(z+a)+2b[(x—a)y+aly—8)]
+e(y—B)(y+8)+2d(x—a)+2e(y—B)=o,
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et 'on a, en divisant par z — a,

a(z+a)+2b(y+at)+c(y—+B)t+2d-+2et=o0,

ou

a(z+2)+2b(B+tx)+c[2ft+(x—a)t2]+2d+2et=0;
on a donc

dr(a-+2bt +ct?)+2dt(bx+cy+e)=o.

La formule (1) prend alors la forme suivante :

S A/‘ dt
T e Jya+2bt+ ct?



