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[C2c]

SUR L'INTÉGRALEƒ dx
ibx -+- c

PAR M. G. FONTENÉ.

I.

1. Soit (Jîg. i) la conique représentée avec des axes
rectangulaires par l'équation

nous voulons considérer l'intégrale

r __ f* dx
~JM. y

le point (#, y) se déplaçant sur la courbe, de Mo en M,

Fig. i.

dans un sens déterminé lorsque la courbe est une ellipse,
sans passer d'une branche à l'autre lorsque la courbe
est une hyperbole ; on peut écrire

I =
dx

2 b x -+- c
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s étant le signe de y qui peut varierentre les limites de
l'intégration lorsque le trinôme a des racines ( l ) .

2. Cette intégrale représente, à un f acteur cons-
tant près, le double de Vaire du secteur (û Mo, ûM),
Ü étant le centre de la conique; dans le cas de l'ellipse,
il *>'agit, bien entendu, de Taire balayée par un rayon
vecteur qui va de la position il i\î0 à la position il M
en suivant le mouvement du point (x, y). On a
en effet pour cette aire, l'abscisse du centre 12

— bclant ,a

*s- r\(x+-\d ~ dx]

— ~~ / [(ax-h b) dy — ay dx\\

en multipliant et en divisant par y sous le signe / , et

en remplaçant y dy par {ax -h b) dx, y2 par

ax~ -\- '2 bx -r c,

7ax

ou

y

ac—b*- r*ldx

•2S _ r dx

M repré^entant le carré ± B2 de la moitié de Taxe
perpendiculaire à x'x. Dans les conditions de la

figure 1, par exemple, l'élément — de l'intégrale est
«/

( l ) On *>ait que l'intégration d'une fonction rationnelle de la
\aridb!e x et du radical \ ax--r ibx-r-c >e ramene au calcul de
l'inlégtdle considérée ICI.



négatif, l'intégrale a une valeur négative, -^ est positif,
S est positif.

Si le trinôme a des racines x\ x", c'est-à-dire si

l'axe x'x est transverse, la fonction , , ,. , ==
7 ya(x— x ) (x— x )

est un infiniment grand lorsque le point (x, y) traverse
l'axe x'x) l'intégrale reste finie, parce que cet infini-
ment grand est d'ordre- par rapporta j> et l'on
peut le voir encore en prenant y comme variable indé-
pendante :

J y ~J yy'~J (y'Y'J ax H- b'

d'ailleurs l'aire S reste finie. Ce fait prend plus de
relief sous ld forme suivante : si Ton considère la courbe
qui a pour équation

M

Y £ \/ax*-h ibx -h c

(le lecteur est prié de faire la figure en partant de la
figure i), on a pour l'aire A comprise entre l'axe des x,
la courbe, une ordonnée fixe P0N0 et une ordonnée
variable PN,,

= f\dx= M f— =-25,

ou
aire(P0N0, PN) = — % x secteur(ûM0,

les points No et N étant ceux qui correspondent aux
points Mo et M ; si Po est l'un des deux points A', A';,
où la courbe primitive rencontre x'x, à supposer qu'il y
ait rencontre, l'ordonnée correspondante Y est infinie,
mais l'aire A reste finie.



Je rappellerai à ce propos la formule

X * dx , ,

s/-(x — x')(x — x")

sur laquelle nous reviendrons; la conique est ici un
cercle, comme on Ta supposé pour faire la figure, et
comme on intègre de x' à x", avec y > o, on a bien

on va en effet de HA'à Q A77 dans le sens contraire au
sens direct (Ox,Oy). Un changement de \ariable ramène
d'ailleurs cette formule à celle-ci, qui en est un cas
particulier,

dx

U interprétation géométrique de C intégrale I qui
vient d\Hre donnée permettra de se rendre compte
des diverses formes que peut recevoir Vexpression
de cette intégrale, du moins dans f hypothèse a <C o,
c'est-à-dire lorsque la courbe est une ellipse, et
permettrait même de les écrire a priori; l'aire du
secteur de cercle (a = — i) se mesure en effet très
simplement, et l'on a par projection l'aire du secteur
elliptique.

3. Avant de calculer l'intégrale 1, je rappelle les
formules suivantes :

f-,
s-,

dx
= arc tang:r.-t-ar*

dx i
= - arc i
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et

J i—x*
f dx _

r dx _

. i . i + af .
arg ih x = - L (-

a* = - L

dx x -+- l

( x < — i ou x > i ) ,

on peut écrire dans tous les cas

J i — a?2 ~" 2

r-4L-^i-L

la variable x restant bien entendu dans l'un des trois

domaines ( — ce, — i) , (— i , H- i ), ( + i , H- oo).

4. Cela posé, la courbe étant unicursale, on peul
exprimer x et y en fonction rationnelle du coefficient
angulaire t de la droite CM, C étant sur la courbe un
point fixe de coordonnées a et [3, M étant le point de
coordonnées x et y] cela permettra, soit dit en passant,
de faire franchir au point M l'axe x'x sans renverser le
sens de variation de la variable. Nous supposerons d'ail-
leurs que le point Mo est déterminé d'après le point C en
menant CM0 parallèle à x1 x, de sorte que l'intégrale J
sera nulle par t = o ; la valeur de t est infinie lorsque
le point M est diamétralement opposé au point Mo. Soit
donc

or, posons

On a, en retranchant de l'expression de y- en scelle
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de j32 en a,

j>-2_ p*=ia(a?s—B»)H-2Ô(ar—a),

ou, en divisant par x — a et en introduisant t,

(y -h $)t = a(ar + o) + 2Ô,

ou, en remplaçant y par son expression générale en x
et £, qui est j3 H- (x — a) t,

'À (3t -+- (x — a ) t* = a {x -h a) H- 2 6,

et, e/i différentiant sous cette forme,

= (a —
on a

5.

par suite

Soit d'abord

r
y

1 a

II

<

2JM0
 a - t t

•

"01,

auquel cas la conique considérée est une ellipse ; le
trinôme ax2 -f- ibx-{-c doit avoir des racines, et les
limites d'intégration (en x) doivent être comprises entre
les racines. On a alors

OU

I = 1 - x 9. arr. tang ( ^ ^ = f ),

la notation arc tang désignant un arc compris entre
O et 7T, ou entre O et — ir, selon que le point variable
est supposé avoir été de Mo en M en se déplaçant dans
le sens direct ou en se déplaçant dans le sens rétrograde;
l'intégrale a une valeur nulle pour t = o.
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Lorsque c est positif, on peut faire a = o, j3 = -f-y/c,
le point C étant ainsi l'un des deux points où la courbe
est coupée par Taxe des y ; on a alors, avec un indice
destiné à rappeler la limite inférieure de l'intégra-
tion ( r0 = \/c, xo = :=-^-) >

j — I Y — \/c
ïo = - 7 = 2 a r c tang '-— •

y— a x y/— a

On se rend aisément comple de la formule générale
ci-dessus en considérant le cas où, a étant égal à — 1,
la conique est un cercle (fig. 1) ; on peut écrire alors

yi — X1 _|_ ) }x X _|_ /{

La formule
" dt

si l'on tient compte du théorème de l'angle inscrit,
exprime en effet un résultat élémentaire : si Ton
désigne par // l'angle, compris entre O et 71 ou entre O
et —7: selon le sens de circulation du point (x, y),
dont il faut faire tourner x'x pour l'amener sur CM ou
sur son prolongement, cl par co Tangle (ÛMO, O M)
(jui est double du précédent, et qui est par suite compris
entre O et 2 TZ ou entre O et — 2TT selon les circons-
tances, cette formule donne

-— = ii( = w ou S = - K2(o.

6. Le point C peut être un sommet de la courbe.
Si l'on prend d'abord comme point C un sommet B

sur l'axe perpendiculaire à x1 x {fig. 2), on fera par

i — à n \l b-— ac ,,

exemple a = , p=-h- , et l on aura
a y— a
j y é/_

(1) f 1 = 1 arc tang———
/
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l'aire S, qui est de signe contraire à I dans le cas de

Fig. 2.

l'ellipse, est alors comptée à partir du rayon vec-
teur QB.

Si l'on prend comme point C un sommet A' sur l'axe
des x (fig. 3), on fera a = x', jî = o, x' étant l'une

Fig. 3.

quelconque des deux racines du trinôme, et l'on aura

t s/— a y/— (x — x') {x — x")
:2 arc tang- (x — x') s/— a

s étant toujours le signe de y ; le signe de la diffé-
rence xv— x' étant désigné par e', comme la diffé-
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rence x — x' a aussi le signe e', on a

( 2 )
— i / x — x"

I2 = — j = i arc tan g es' 4 / 7;y— a y x — x

Taire S est alors comptée à partir du rayon vecteur Q A".
(La vérification géométrique de cette formule est
aisée.)

Pour a = — i , et en intégrant de x11 à x\ a\ec
xf<^x", et e = 4-, on a

I2=—-ir,

ce qui donnerait d'ailleurs

2S = TTR»;

en renversantles limites de l'intégration, on a la formule
donnée à la fin du n° 2.

D'après la définition de s', on a

7. On obtient directement des formules équivalentes
aux formules (1) et (2) en paitant des formules

rx dx . rx dx
1 z=z = arc sin x, I =

Jo TQ / 1 — x* Jx *l \/i — x*
arc cosar;

Tj représente dz 1, et change quand le radical s'annule.
Pour la première intégrale, nous supposerons que

l'on part avec y) = -f-. L'arc sinus est compris entre
O et 27c si x varie de manière à prendre les valeurs
successives o, + 1, o, — 1,0, entre O et — 27: dans le
cas contraire, et le cosinus de cet arc a le signe r\.

Pour la seconde intégrale, la dérivée du cosinus étant
le sinus changé de signe, lorsque x varie de -f- 1 à — 1,
puis de — 1, à + 1 , l'arc cosinus est compris entre O
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et '21Z si Pon part avec -rç = —, entre O et — 21: dans
le cas contraire, et le sinus de cet arc a le signe — rt.

Soit alors
a dx

ac — (ax -h

Si Ton écrit d'abord, en vue de l'intégrale (1) qui
correspond à la figure (2) ,

l'indice o correspondant à l'hypothèse ax -h b = o et
le signe e étant le signe -f- au départ ( ,3> o), on a

(3)

le cosinus de Parc sinus ayant le signe s, c'est-à-dire
le signe de y, et cet arc étant par exemple compris entre

ax -h b u
O et 2TX si "Tfrp^est d'abord positif, c'est-à-dire si .r H

est d'abord négatif: l'intégrale \K est alors négative,
l'aire S4 est positive.

Si l'on écrit, en vue de l'intégrale (2) qui correspond
à la figure (3),

ƒ , ax -*-b
a

— s' {/b1— ac

e' étant toujours le signe de la différence x"—x' et
l'indice i correspondant à l'hypothèse

ax -t- b ,
= i (ou x = x ),
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on a

(4)
— s' y 62 — ac

le sinus de l'arc cosinus ayant le signe ES', c'est-
à-dire le signe de t'y, et cet arc étant par exemple com-
pris entreOet2Tî si Ton part avec £c/ = - j - j c'est-à-dire
avec e = + pour x! <C.x", avec e = — pour x'>xu :
l'intégrale L est alors négative, l'aire S2 est positive.

8. On a, avec la formule (3),

ax-\-b y J— a ax-\-b
arc sin • = arc cos = arc tang • t? ;

y/62 — ac \Jb*— ac y y/— a

cet arc est nul si Ton a

— b
CL

c'est-à-dire au point B; l'intégrale (3) est bien identique
à l'intégrale (i). La formule

(5)

est intéressante.
On a de même avec la formule (4),

ax -h b - Y y— a
arc cos - = arc sin —-— s' y/b^-—ac z' sjb%— ac

— y s/' — a
= arc tang — j— ;ft ax -h b

cet arc est nul si l'on a

y = o, ax -+- b = — e ' / è 2 — ~âc ou x—x",

c'est-à-dire au point A"; l'intégrale (4) est bien iden-



tique à l'intégrale (2). La formule

(6)
y s' y/62— ac

est intéressante.
On peut d'ailleurs déduire (1) de (3). Si l'on pose,

en ayant soin de considérer deux lignes trigonomé-
Iriques pour l'arc delà formule (3),

v 2X ax -+- b
2arc tangX ou arc tang —• = arc tang »

1 — *• Y si— ay
et

v 9. X a x -h b
1 arc tangX ou arc s i n a c

on obtient la valeur unique

— Y >/— a

X = :

ax -h b
ce qui donne bien la formule (1); on peut encore
employer le cosinus.

On déduirait de même (2) de (4), mais il vaut mieux
faire l'inverse en écrivant

f / x-x<<
££ 4 / =

y x—x
•>. arc langes 4 / 7 = arc t a n g . . . = arc s in . . .= arc oos....

y x—x °
Voici d'autres vérifications. Si 10, et (o2 sont les arcs

des formules (3) et (4), on a

s i n ( — ( O i ) = e ' C O S Ü > 2 , C O S ( — a ) ! ) = & ' s i n w 2 , w j — ( O i = £ ; — •

Si M est lare de la formule générale du n° 5, on a

y— B
arc lansr r = u.

(x — a) \/— a

a x •+• b y J— a
arc sin - = arc cos = wt ;

sjb*— ac \Zb2—ac

u'j étant la valeur de o>i qui correspond à x = OL,y= j3,
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cela donne

COSWi — COSü/, ü/, -h «littanga = - l- :
 l- = tang—^ -,

smw, — sintoj i

et par suite
lU — ü>! = COftSt.

Observons que les figures i et 3, pour lesquelles on
suppose a = — i, donnent directement les formules
(3) et (4). L'équation du cercle étant

y* — — x2-h ihx -h A:,

de manière que l'abscisse du centre est h, on a

i S i .

le cosinus ayant le signe de y, . . . ; o n a également,

avec x' <C.x"i

le sinus ayantle signe dey,

111.
9. Soit maintenant

auquel cas la conique considérée est uue hyperbole;
nous désignerons cetle hyperbole par (Hf ) ou par (H2),
selon que les sommets réels sont B' et B sur l'axe
perpendiculaire à xf x, ou A' et A" sur l'axe x1 x {fig. 4
et 5). On a alors

1 C dt

J a — *

et il faut distinguer deux cas selon qu'on a t2 < a
a. Comme les asymptotes de la courbe ont
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pour coefficients angulaires zh \ja, on a ceci :

b*—ac<o l M sur la branche qui contient C,
(Hj) | M sur la branche qui ne contient pas C,

6 ! - a c > o ( M sur la branche qui ne contient pas G,
(H2) ( M sur la branche qui contient G,

Selon qu'on a
ou t2 >> a, on a

«, comme dans les figures 4 et 5,

. 1 . t
I = — x 2 ar« th - =

O U

I = —i X 2 arg coth —=.
\/a \fa

la première intégrale étant nulle pour t = o, ce qui
correspond à CM0 parallèle à x'x, la seconde inté-

Fig. 4. Fig. 5.

(IL)

grale étant nulle pour t infini, ce qui correspond àCM0

parallèle ky'y (il j a ici une dérogation à la convention
faite au n° 1 sur la position du point Mo mais cette
seconde intégrale ne sera pas maintenue) ; on peut
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écrire d'une manière générale

= -4;L
S/a

I-+-

t

Ta
Lorsque c est positif, on peut faire a = o, [j = -f-y/c ;

on a alors, selon les cas.

Jo = -7= x arg th ' -=- ,
.v\/a

OU

7=

Io = —1 x 'À arg coth Y — \/c
— —r- •

xya

10. Prenons comme point G un sommet de la courbe.
Dans l'hypothèse b2—ac<o, Taxe transverse est

l'axe perpendiculaire à xfx ; en faisant, par exemple,

~b °. - ±V«EEE, on a

OU

( I " ) 1 = z x '2 a r«c o t h

selon que JK est positif ou négatif; Taire S est alors
comptée à partir du rayon vecteur QB pour la for-
mule ( i ' ) , à partir de QB' pour la formule ( i " ) .
D'ailleurs on peut écrire, avec y <C o,

—

ce qui revient a laire dans ce cas p = — — . i\ous

; v«
^ i x i n z sjac — b1 , , !•
ferons des lors p = —-—-= , c esi-a-dire que

s/a
nous
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prendrons toujours comme point C le sommet,
B ouB', située sur la branche de Vhyperbole (H<) qui
contient les points M ; nous aurons ainsi

( . , ! ) I 1 = _ x

Taire S étant comptée à partir du demi-axe, QB ou QB',
qui atteint la branche décrite par le point M.

Dans l'hypothèse b2 — ac > o, l'axe transverse est
dirigé suivant x' X] en faisant a = x', |3 = o, on a

{x — x ) (x — :

et, par suite,

ou
I / X — x"

('2") I 2 = - = x 2 arg coth &'i/ -,y
y/a y x — x

s' étant le signe de la différences — x', c'est-à-dire Je
signe de la différence x" — x' par la formule (2'), et le
signe de la différence xf — x1' par la formule ( 1") ;
l'aire S est alors comptée à partir de QA" pour la
formule (2'), à partir de QA' pour la formule (2").
D'ailleurs on peut écrire

(2") < I 2 = — ; X 2 arg thee' \
y/a

ce qui revient à faire dans ce cas a = x"'. Nous pren-
drons dès lors comme point G le sommet situé sur la
branche de Vhyperbole H2 qui ne contient pas les
points M, sommet que nous désignerons par A' ; nous
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écrirons donc, a étant positif,

f — b — E'V/6*—ac

"~~ a

et nous emploierons la formule (2').

H . Si l'on remplace l'argument hyperbolique par un
logarithme, d'après la formule

2 arg ttïx = L >
b 1 — x

la formule (i', 1"), relative à l'hypothèse b2 — a c < o ,
est remplacée par celle-ci :

- y\fa~— t^ac — b2
1 T

sja ax-h b —y\fa-hE\/ac — b*

Or l'identité

(ax -+• b -\-y\f~a){ax -+- b — y^a) = b2— ac

donne

ax -4- b -\-ysfâ _ —ey/ac — b2

e / a c — b2 ax-h b—y^o,

_ ax -h b -\-yya — zy ac — <
ax -h b —ysfâ -f- t\/ac — b2

on peut donc écrire

f q __ 1 T ax -\-b -\- ysfa

Pour la formule (2') relative à l'hypothèse

b2— ac> o,

on avait d'abord ( en faisant a = x\ j3 = o)

I "Y

I2 = —= x 2 arg th —;
y a (x — x')ya

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIII. (Décembre 1913.) 35
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cela donne

—i ,
f2 = — x 2 arg t h = = = = =

\Ja ax -+- b -+- e''s/b1— acI «3? H-6-f-} ' i /â-h s'y/&2— #C
— —pr X L '• — — 'y

sja ax-\-b—yya -+- e'y 62 — ac

mais l'identité ci-dessus donne

ax -\-b -\-yya z'\Jb% — ac

ax -f-
ax -h b — J K p H~ £'\fb^-—ac

on peut donc écrire

r ,, _ i _ ax -\- b -+- y\/a
\/a Î'V/62— ac

12. On obtient directement des formules équiva-

lentes aux formules ( ï ' , ï") el (2 ' ) , ou [ i 7 , 1"] et [ 2 ' ] ,

en partanl des formules

dx

o ^ V ^ 2 -f- ï

dx

= arg shrtx = 1,(TQ ar 1 ) ,

. = argcha? = L(x -+- rt \Jx- — 1),

x étant positif par cette seconde intégrale, et le sinus
hyperbolique de argcha? ayant le signe */•.

Soit alors
ï f* a dx

\Ja J z\/(ax -h b)2 -+- (ac — b2)

Si l'on écrit, dans l'hypothèse b'2— ac < o,

, a.r-h b
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l'indice o correspondant à l'hypothèse ax -hb = o,

on a
(3') I — ' h

s/â

y/a £̂

ax-hb
s \Jac — b1

4- è -f-.^y/a.

/ ac — 62

de même si l'on écrit, dans l'hypothèse b2 —

d_ax+b

V 62 —

t1 étant le signe de la différence x" — x\ ou le signe

de x — xf, ou le signe de ^ > ou enfin le signe

de ax -f- 6, et l'indice i correspondant à l'hypothèse

ax-\-b

on a

(4)
i

*= -T= x a r g c h - = =
y/a £ yb2— ac

i

y/a

le sinus hyperbolique de l'argument ayant le signe eer

ou le signe de t'y.

13. Les intégrales (3') et (4;) sont identiques aux
intégrales (i7, iv) et (2'), comme le montre la forme
logarithmique des unes et des autres, mais on peut
\érifier cette identité indépendamment de cette forme.

On a, avec la formule (3 ;),

y si a
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cet argument est nul si l'on a

- bx = y yva=E\/ac — 62,
a

c'est-à-dire au point B, ou au point B'; l'intégrale (3')
est donc bien identique à l'intégrale ( i ' , ï"). La
formule

est intéressante.
On a de même, avec la formule (4')?

, ax -f- b
arg en === = arg sh

e V ^ 2 a c e'
e'\/62—ac

= arg ï
y s/u

-^-¥—r;

cet argument est nul si l'on a

y = o, H- 6 = e' / è 2 — ac ou = rt',

c'est-à-dire au point A"; l'intégrale (4;) est donc bien
identique à l'intégrale (a'). La formule

(6') I2 = -— X arg sh —f-L
\Ja z \/b2— ac

est intéressante.
On déduit facilement (i7, \") de (3'), en écrivant

2 a r g l h X ou arg th rr- = arg th — - ;
1 -T- A y / a

les deux valeurs de X ont pour produit 1, et il faut
prendre la plus petite en valeur absolue, ce qui donne

_ y sfâ — s \Jac — 62

~ ax •+• b

On déduirait de même (2') de (4')> mais il vaut
mieux faire le contraire.
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14. Revenons-à l'emploi du paramètre t. La conique

étant une hyperbole, le point fixe C de coordonnées
a et ^ peul être rejeté à l'infini, dans la direction dont le
coefficient angulaire est —y/o", par exemple; on exprime
alors x et y en fonclion rationnelle de l'ordonnée à
l'origine d'une sécante variable parallèle à une asym-
ptote.

La formule générale du n° 9 est, avec t2 < a par
exemple,

I = ~ X 2argth-^L> ( y~~ *

si l'on veut déduire de cette formule générale la formule
particulière qu'on a en vue, on éciira

on désignera par z l'ordonnée à l'origine de cette
sécante variable

on remplacera t par > et l'on aura à faire a et j3

infinis, sous la condition

lim — = — sfâ.
a

11 faut toutefois employer ici un artifice analogue à

celui que l'on emploie pour déduire de l'intégrale

x>n dx = h G

l'intégrale / — relative au cas m = — i ; on écrit

dans ce cas

xm dx = i -h G',

de telle sorte que l'expression prenne la forme illu-
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soire - pour m = — i et l'on fait alors tendre m
o r

vers — i ; or on sait que l'expression —7—> lorsque h

tend vers o, tend elle-même vers hx.
On écrit de même ici, en supposant qu'on a primiti-

vement t2 < a,

.rgtb
y/ a a/

de telle sorte que l'expression prenne la forme illu-

soire 00 —00 ponr a et j3 infinis avec - = — y et] on

remplace la différence d'arguments par un argument

unique, on fait a et (3 infinis avec - = — sfa, et l'on

trouve

I = —=. X 1 arg th —-= h G ;
s/a z y a -+- ib

si l'on suppose que l'on a d'abord t2 >> a, on a coth au
lieu de th.

Les formules

. 1 ¥ 1 -4- a? . 1 _ a? H-1

2 1 — x ö 2 a? — 1

permettent d'écrire

b -f- z\fâ
= --h • G ' ;

et c'est à cette formule que l'on arrive par un calcul

direct. On coupe la conique par une parallèle à une

asymptote, y = — x \ja + 5, ce qui donne

a x2
 H- 2 b x -h c = a xi — ixz y/a -4- .s2 ;

on a en différentiant sous cette forme

{b -\- z>/â) dx = (— x\/a -4- z) dz = y dz,



et par suite

y J b -+- zsja s/ a

comme ci-dessus ( * ).
En remplaçant z par y — tx, c'est-à-dire y -+- x y/a,

on a donc

I = -p; X L| ax -H b -hjTs/^l ~+~ G",
S/a

et l'on en déduit les formules [V, 1"] et [2'] , dont les
seconds membres sont nuls en même temps que les
arguments des formules ( i ; , 1") et ( 2 ) . Il esl facile de
vérifier directement que les expressions sous le signe L
dans les formules [V, if/] et [V] sont positives : en
effet, selon que Ton a b2 — ac < o ou b'1 — ac ;> o, la
quantité

ou (ax-\- b)-\- t\J(ax -+- b)2

a le signe de son second terme ou celui de son premier
terme; or, dans le premier cas, on la divise par e. ce
qui donne un résultat positif; dans le second cas, on la
divise par z' qui est le signe commun des différences

x — x'', x — x", x » ou encore le signe de ax-i-b,

et le résultat est toujours positif.

ax -f- b
( ! ) L asymptote ayant pour équation y= ——> on poiir-

sja
rait prendre l'équation de la parallèle sous la forme

ax -+- b
y = 7= f- M,

S/a

: qui conduit à l'intégrale ƒ —
J u v/A
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15. Dans le cas particulier où Ton veut intégrer

dx
ƒ s y/a?2 -f- k

le calcul direct du n° 14 est très simple. On coupe la
conique y2 = x2 -f- k par la droite y = — x -+-z, ce
qui donne

on a en différentiant
i t N » J dx dz

z dx =s (z — x)dz=zydz, — = — ;

on a par suite

f
J

e /a?2 -f- k

En faisant k = -f- i, ou encore k = — f avec # > o,
on a les formules écrite au début du n° 12.

16. La formule

f* dx

écrite au début du n° 7, est connue par la différentiation
de la fonction arc sin x ; on l'obtiendrait naturellement
en posant x = sin cp. Les formules écrites au début
du n° 12,

C dx U T / ri \
l = arg sha? = h\x H- yxi-\- i),

Jo yAa^-Hi

/ = argeha? = h(x -h /a?2— r),

sont de même connues par la différentiation des fonc-
tions

argsha? ou h(x



( 553 )

on les obtiendrait naturellement sous la première
forme en posant

ou x = chu.

On vient de voir comment on arrive directement aux
expressions logarithmiques de ces intégrales; on va
voir qu'on y est également conduit en introduisant un
angle 6 qui est le complément de l'amplitude hyper-
bolique de l'argument u.

Pour la première intégrale, on posera donc

l'intégrale devient

- J ihTe =J
dcoK\

On introduit ici la variable auxiliaire col - = z,
de sorte que l'on pose en somme

x = cotô = ;

cela donne, en désignant \jx2

et l'on retombe sur la méthode du n° lo.
De même pour obtenir

r dx

J \lx* — \ '

avec x > o, on posera
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l'intégrale devient
dcoll ,
— r = L c ï
cot -

'2

On introduit encore ici la variable auxiliaire cot- = s,
2

de sorte que l'on pose en somme
' A

cela donne, en désignant \/x2— î par y,

y -*- x — z,

et l'on retombe sur la méthode du n" lo.

17. Voici une dernière remarque. Soit

et considérons, comme au n° 2, le double 2 S de Taire
du secteur hyperbolique AQM; on a

<> dS = x dy — y dx ;

or, à cause de x1 —y- = i, on a aussi

o = x dx—y dy;

on a donc, en additionnant,

x-\-y
2S = L(x-+-y),

l'aire S étant nulle pour x = i, y = o. C'est la formule
de Mercator pour le double de Taire du secteur hyper-
bolique, et j'en ai donné la démonstration précédente
dans une Note relative aux fonctions hyperboliques.
(yV. A,, 1910, p. 481 ). Or on a vu au n° 2 que l'aire
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doublée 2 S a aussi pour expression I —; on a donc

18. Soit toujours
y* =

L'intégrale 1 = / — représente le double de l'aire
du secteur M0QM de l'hyperbole équilatère de la
figure 6, et l'on a

D'autre part si l'on mène Q P parallèle à CM, et si
l'on désigne par x1 et y1 les coordonnées du point P,
on a, pour l'aire S' du secteur AVOP,

d'où

'i x'—y' '2 i — t

L'aire A"£ïP est donc moitié de l'aire M0OM. La
généralisation est immédiate, et l'aire PQP' est moitié

Fig. 6.

de Taire MQM', les droites QP et ÜP' étant parallèles
à CM et à CM' ; les points M et M' étant donnés, l'aire
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PQ\?' conserve ainsi une valeur constante quand le
point C se déplace sur la courbe. Ce théorème est
l'analogue du théorème de l'angle inscrit; on en trouve-
rait une démonstration dans la Note relative au\ fonc-
tions hyperboliques dont il est question plus haut.

NOTE I.

Lorsque le trinôme ax2 -f- zbx -f- c a des racines, de
sorte que l'on a

y = e s)fa(x — x')(x — x"),

l'application d'un procédé qui s'emploie lorsque le
nombre des facteurs binômes est quelconque (HERMITE,

Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, p. i5,
294, 3o4) conduit à écrire

et à poser

x — x' ~ '

on a ainsi, en disposant du signe de t,

y = t

x — x' '

et l'on retombe sur la méthode générale avec a = x'',

On s'explique ainsi comment on a obtenu au n° 6

I j = -== X 2 arc tangee'4 / T

y/— a V x — x

et au n° 10
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NOTE II.

Considérons la conique représentée par l'équation
générale

f(x}y) = ax%-\- ibxy -+- cy1 -+- 2 dx -h iey -\-f = o,

et soit S Paire du secteur MoûM, Ü étant le centre
de la conique. La relation

donne, en désignant [par p el q les coordonnées du
point Q,

— dx __ dy (x— p) dy — (y — q) dx

~~7Ç~~T^ ( ) / ( ) f ;

le dénominateur du dernier rapport peut s'écrire

qfy+fz) OU —(xf'p+jrfl+f'r)9

et il se réduit à —ƒ',,, le point Ü étant le centre de la
courbe. On a donc

1 dS ^ dx __ — dy

ou, avec les notations habituelles,
A dx

la notation f' représentant une demi-dérivée.
Soit

a et ^ étant les coordonnées d'un point C de la conique.
L'équation de la courbe peut s'écrire
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et Ton a, en divisant par x — a,

ou

on a donc

dx(a -h ibt -h et2) -+- i dt(bx -f- cy + e) = c

La formule (i) prend alors la forme suivante

s=-4 f ?
o l a + ibt -+- et*


