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[0'2q] ,
SUR QUELQUES APPLICATIONS DES COORDONNEES
INTRINSEQUES ;

Par M. L. BRAUDE, a Bierstadt-Wiesbaden.

1.

1. En divisant les rayons de courbure d’une courbe
plane (C) en un rapport constant donné (1), de sorte
que A =oo corresponde a la courbe (C) elle-méme,
h=o0 a sa développée, on aura (') comme lieu du

(') L. Braupk, Ueber einige Verallgemeinerungen des Begriffes
der Mannheimschen Kurve (Heidelberg, 1911); Ueber die Kurven,
unter deren Zwischenevoluten sich Kreise befinden ( Monatshefte
Sfur Math. und Physik, Vienne, t. XXIII, 1912, p. 283-288). —
F.-G. TEIXEIRs, Sur les courbes a developpée intermédiaire cir-
culaire ( Monatshefte, t. XXIV, 1913, p. 347-354). — E. TURRILRE,
Genéralisation des courbes de Ribaucour (NVouvelles Annales de
Matheématiques, 4* série, t. X111, juin 1913 ). — L.BRAUDE, Les déve-
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point diviseur une courbe associée que j'ai désignée
comme développée intermédiaire (1) [Zwischenevo-
lute (2.)]- On peut se servir de ces dérivées pour sim-
plifier la construction du rayon de courbure, pour rec-
lifier des coarbes bien connues, enfin comme Dbases
curvilignes pour une génération uniforme de (C) infinie
de l'ordre 2 ou pour une autre génération de (C) infinie
du premier ordre ().

Comme lanormale dela développée intermédiare (%)
de (C) contient toujours le point diviseur correspon-
dant du rayon de courbure R de la développée (C,)
et comme la normale d’une roulette passe toujours par
le point de contact du profil générateur et de la base
curviligne, nous allons déterminer la courbe M,,
qu’il convient de faire rouler sur la développée
intermédiaire (%) de (GC,), pour avoir comme
roulette d’un point immobile la développée inter-
médiaire () de la courbe (C).

2. La normale du point courant A de (C) forme avec
celle du point correspondant P, de la développie
intermédiaire (A) de (G) un angle , pour lequel
ona (?)

(1) tangu=&=£—-
: AR Ads

De méme l'angle o, de la normale du point divi-

seur P) de R, avec celle de (G,) est déterminé par
R,  dR,
(2) ta"g?l=m=m’

La tangente P,Q de P, forme donc avec I'.

loppées imparfaues des spirales sinusordes, des courbes de
Ribaucour et des coniques (Giornale di Mat. di Battaglini, t. L,
1912, p. 310-328).

(') L. BRuUDE, Thése, p. 1} et 48,

(?) L. Braubg, Thése, p. 13,
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Pangle
Q) S=<LPPiQ=01—0.

Pour la courbe M), on a donc les trois propriétés :

Mg

1° L’arc s est égal a celui de (P,), savoir (*)

1
= [/Earicare;

(4) DY H_xf A2 dR*+ dR};

2° L’angle entre le rayon vecteur et la tangente est
(%) X T=01—¢;

3° Le rayon vecteur PPy = g3, ot

vAzR? + R}

(6) e

(') L. BRAUDE, Thése, p. 14.
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On aura donc les coordonnées polaires p, w de My
par application de deux équations de ces trois; on a,

par exemple
’ _pde

ou, en appliquant (1) et (3),

tangdy

) do _ 2(RR,—R}) |
(7) P T R (MRILRI)
en introduisant encore p et dp suivant I'équation (6),
on aura

) ds M(RRy— R?) |
() do=F FRTR
d’ou 1l résulte (')

R,

(8) w = arc tang g

Suivant les coordonnées polaires de M;, représen-
tées par (6) et (8), on aura facilement les coordonnées
cartésiennes, savoir :

Lo MR _ R
(9) T U s

>

Soit I'équation intrinséque de (C)

(10) Sf(s, R) =o0;
celle de (C,) :
(11) Ji(R, Ry) = o;

On appelle (?) donc la courbe a I'équation carté-

(') L. BRAUDE, Thése, p. 22.

(%) A. MANNHEIM, Principes et développements de Géoméetrie
cinématique, p. 501. Paris, Gauthier-Villars, 1895. — H. WIELEITNER,
Speztelle ebene Kurven (Sammlung Schubert, t. LVI, p. 237;
Leipzig, Goeschen, 1906).
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sienne
(12) Si(z,y)=o0
la courbe de Mannheim a base rectiligne de (C).

De la il résalte :

Quand on fait rouler sur la développée intermé-
diaire (X) de (C,) [(C,) étant représentée par
Si(s,R)=0] la courbe a l’équation cartésienne

(14 N)

(13) f][————\——y)’(l-l—‘)‘)]:o,

A

on aura comme roulette d’un point quelconque de
Uaze des x la développée intermédiaire (1) d’une
développante de (C,); U'enceloppe de 'axe des x est
la courbe (C,) elle-méme ('). Sur les développées
intermédiaires (1) et (— X) on fait rouler deux courbes
semblables dans le rapport 1 — % : 1+ 2.

3. L’équation intrinséque de (C) étant (*)
(1) s=m [ <R
! T \/H—
—) —1
(2)

on peuat la remplacer par les deux équations

1
. —=/n
s=c [ sin "(— o) dy,
m ! '

(13) <

Alors, sur la développée intermédiaire () de la dé-

(') These, p. 48.
(2) G. Loria, Spezielle ebene Kurven, 2° édition, Leipzig, G.-B.
Teubner, 1911, t. II, p. 295.
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veloppée, il faut faire rouler la courbe

e ot
) x_[+)\sm w, .
e (e -

Y —msﬂl W COSw <~"—im—ql>.‘

PN ] . .
Sih== —> celle courbe est une courbe multipli-

catrice de Clairaut ('). :
En faisant n =1, on aura comme courbe (14} une
épicycloide, qui a la représentation usuelle (2)

1+ m
r=r cosmyo —cos(t+m)9|,
m '

(17)

7 e m sinmo — sin(1 -+ m)
=r nmo — r n .
\ r m ' ¥

Celle de la développée intermédiaire (1), c¢'estsi—
dive d’une épitrochoide (3) de méme module, est
alors

[-—-m hy (1+ m)
xry=r cosme — —cos(1 -+ m
m ¢ ry g

(18)
=r | 22 sinm ——-’ilsin(1+m)
Y= m ¥ ry ?l
ot
(18) r=r Alam +1) +1 hy = r MMam+1)—1

(h+=0nom—1) T F0(z2m 1)

(1) G. Lorua, loc. cit., t. II, p. 379. — C. pE JANs, Les multipli-
tions de Clawaut (Gand, 1912). — L. Braupr, Ueber Roll- und
Fusspunktkurven (Rend. Circ mat. Pal.,t. XXX1V, 1913, p. 286);
Die Teilkurven der Polarnormale und Polartangente (Ibid.,
t. XXXIV, 1913, p. 127-139). .

(*) SERRET-SCHEFFERS, Differential- und Integralrechnung,
2¢ édition, t. I, p 39o. Leipz1g, Teubner, 19o5.

(3) H. WIELEITNER, loc. cit., p. 230. — F.-G. TEIXEIRA, Traite
des courbes speciales remarquables planes et gauches, t. l1, p. 202
(Coimbre, 19og). — L. BrRAUDE, Thése. p. 25.

Ann. de Mathémat., §* série, t. XIIL. (Novembre 1913.) 32
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La courbe (17) étant semblable a sa développée, on
aura le théoréme général :

Quand on fait rouler Uellipse

2r(m—4—l)]2

x?
(19) -)-\—2+y’(21n+1)2=[ g

sur lépicycloide allongée ou raccourcie (18), on
aura comme roulette du centre une trochoide sem-
blable a la base curviligne; en remplacant (\) par
(— ), on aura une seconde génération par le roule-
ment d’une ellipse semblable sur une autre épitro-
choide.

ExempLes. — a. Si 2m 41 =3, c’est-a-dire m,=1
ou my=—2, la courbe (17) est une cardioide ('),
dont les développées intermédiaires sont des limagons
de Pascal; de la il résulte :

En faisant rouler Uellipse

(20) x4+ ghyt= <1(_l,.)\)\>2

sur le limagon de Pascal

a

S A DTESS)

[3A+1+ (3N —1)cose],

ce qui est la développée intermédiaire (1) de la car-
dioide

a
(21") 7'=Z(1+cos<?) ou gR?24-s?= a2,

on aura comme roulette du centre un limagon qui

(') G. Loria, loc. cit., t. I, p. 152. — H. WIELEITNER, loc. cit.,
p. 133. — R.-C. ArcuiBALD, The cardioide and some of its related,
Curves, p. 28 ( Thése, Strasbourg, 1900).
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est a (21) comme 3 :1; l'enveloppe de l'axe des x
est la cardioide (21").
b. La cycloide (m = o) étant congruente a ses déve-
loppées successives, il résulte :

Quand on fait rouler Uellipse

x?
J(r—+h)? - 4(r—h)? =

(22)

1

sur la trochoide (')
(22") r=r¢—hsing, y =r—hcoso,

la roulette du centre de (22) est une trochoide con-
gruente, représentant la développée intermédiaire
N r—+h

A= de la cycloide

r—nh

(22") T =r(p—sino), y=r(t—coso).

c. Les développées intermédiaires des para- et
des hypercycloides

52 R2
(23) ;1_2 —_ —l—)—z == I,
sont des para- ou des hypertrochoides, sur lesquelles
il faut faire rouler des hyperboles, pour avoir
comme roulette du centre des hyper- ou des para-
trochoides.

4. Le théoréme général au n° 2 contient encore
quelques autres cas remarquables. Si .= 0 ou A = oz,
I’équnation (g) représente I'axe des y ou des x, qu’il
faut faire rouler sur la développée pour engendrer la
développante comme roulette d’un point situé sur cet

(") L. Braubpk, Giorn. di Batt. (loc. cit.).
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axe. Sur la développée moyenne (h=1) de C, on fait
rouler une courbe semblable a la courbe de Mannheim
de C dans le rapport 1 : 2. En posant 2/=2 (1 +1),
y'=y(1+ %), et alors limhk= —1, on aura par un
passage a la limite la radiale — lien des points
extrémes des rayons équipollents aux rayons de cour-
bure —; la courbe (y) est alors la courbe de Mann-
hetm et nous aurons le théoréme dérivé d’une autre
manicre par I'auteur dans un autre article (*):

Quand on fait rouler la courbe de Mannheim de
Csur la radiale, de sorte que ’axe des x passe tou-
Jours par le péle, on aura comme roulette d’un

point de 'axe des x la radiale d’une développante
de C.

Pour les épi- ou les hypocycloides on faitrouler une
certaine ellipse (E) sur une rhodonée (R), alors la
roulette du centre est une rhodonée semblable (R'),
celle d'un autre point de I'axe des 2 est une conchoide
de (R). Mais comme (?) la développée intermédiaire

A= (77'—‘—[:7 de (17) est une rhodonée semblable
a la radiale, on aura encore une autre génération des
rhodonées et de leurs conchoides Loute semblable a la
premicre.,

Sih=+ —*

——— la développée intermédiaire (3)
2m 1

est le cercle fixe, sur lequel il faut faire rouler comme
courbe (9) une circonférence, pour avoir la cycloidale

elle-méme comme enveloppe de I'axe des z, c’est-a-dire

(') L. Braupg, Rend. Circ. mat. Pal., t. XXXIV, 1913, p. 138.

(*) L. Braupg, Thése, p. 25.

(*) Thése, p. 15. Voir aussi E. TURRIERE, Sur la courbure des
lignes et des surfaces (Rend. Circ. mat. Pal., t. XXXVI, 1913).
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d’un diamétre ('). La roulette du centre est un cercle
concentrique, mené par les rebroussements de la déve-
loppante semblable, celle des points extrémes de ce
diamétre est une cycloidale, qui est la développée inter-

sy e - ¢ ’ N .
médiaire A== ———de la développante a points
2m—+1
triples (*).

La roulette d’un point quelconque du diamétre étant

ane trochoidale du méme module, il résulte :

Les déceloppées intermédiaires

1=¢_L_<=:e:f>
2m —+1 a

des courbes paralléles de la cycloidale (17) sont deux
drochoidales, sur lesquelles il faut faire rouler tou-
Jours deux limagons de Pascal ou deux cycloides
allongées ou raccourcies pour engendrer la déve-
loppante comme roulette du pile ou comme enye-
loppe de U'axe des x.

Pour les développantes de la néphroide de Proctor
{épicycloide a deux rebroussements), les déceloppées
intermédiaires sont deux limacons de Pascal, dont

nous en avions trouvé {'un dans un autre ar-
ticle (3).

De méme, pour les astroides obliques (développantes
de Pastroide réguliére) la développée intermédiaire
A= —2 est une certaine lrochoide, la développée

(') A. ManNuEIM, Géom. cinémat., p. 11. — . WIFLLITNER,
doc. cit., p. 206.

(?) L. BrauDE, Thése, p. 43; Ueber Parallellurven von FEpi-
und Hypozykloiden ( Monatshefte, Vienne, t. XXIV, 1913, surtout
p. 192); Question dans V'Intermediaire, t. XIX, 1912, p. 217;
Réponses, t. XX, 1913, p. 31 et 108.

(*) Voir la note précédente, Monatshefte, p. 195.
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intermédiaire .= 2 est une ellipse, sur laquelle on
Jait rouler le limagon pour engendrer Uastroide
oblique comme roulette; pour lastroide réguliére
Iellipse est un cercle, pour I'astroide a deux points
triples, on aura un diamétre, sur lequel on fait rouler
une cardioide ().

Lnfin pour les para- ou les hypercycloides (*) les
développées intermédiaires sont des para- ou des hyper-
trochoides ; pour le roulement mentionné le profil
générateur est unc hyperbole, la roulette du centre est
une hyper- ou une paratrochoide.

Si, par exemple, la base curviligne estune Summen-

ou Differensenspirale (*)
(24) r=a(emn?=+ e—my)’

la roulette est une Diflerenzen- ou Summenspi-
rale.

1I.

5. Regardons quelques exemples d’une génération
uniforme des courbes, mentionnée dans un autre ar-
ticle (*) :

Nous allons déterminer pour quelgues courbes (Cy
la courbe ®,, qu’il faut faire rouler sur le lieu du
point Py, dicisant la normale polaire de (C) dans un

rapport constant A :1, pour avoir comme roulelte
la courbe (C) elle-méme.

Les coordonnées polaires de @) sont [aprés deux

(') H. WIELEITNER, loc. cit., p. 3o2.
(*) G. Lonia, loc. cit., t. Il, p. 119. — F.-G. TEIXEIRA, loc. cit.,

t. 1L p. 218, — H. WiELEITNER, loc. cit., p. 211,
(®) G. Lorua, loc. cit.,, t. IL. p. 68. — H. WIELEITNER, loc. cit.
p- 262,

(') L. Braupg, Rend. Cire. mat. Pal., t. XXXIV, 1913, p. 133.
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corrections des équations (66) et (69) de l'article que
nous venons de citer]

V- r
= cg:)\w—;—arclang;,

(23) 1=+ A

d’ou 'on aura les coordonnées cartésiennes, savoir :

rcoshiw — r' sinkw rsinhw + r' coshw

(25) == A1 ’ - 1+ A

Soit donc (G) la rhodonée
(26) r=asinmuw;

les coordonnées polaires de (®)) sont

V/sin2 mo 4+ m?cos?mao,

,_ @
(»6") DR |

Aw + arctang(mcotmw);

Il

5
les coordonnées cartésiennes

a . .
r = (coshw sinmw — m sinhw cosmw),
=+ A

(26")

a . .
Y= (sindw sinmw +4- m cosAw cosmw).

Par décomposition des produits de fonctions en
sommes, on les reconnait bien comme celles d’une
épitrochoide ().

Les coordonnées intrinséques sont :

/ a < 3 :
s'= — [ dwy(h—1)2m2costmw + (h—m?)?sin? mw,
I+ A
/

(27) a [(A—1)2m?cos?mw —+ (A — m?2)? sin’mw)]%
»

R'= = ==
' 1+ A [(Awl)’m’cos?mm ]

+(A—m?)sin?mow 4+ —1)(h— m?)m?

(1) G. Loria, loc. cit. t. 1, p. 358. — F.-G. TEIXEIRA, loc. cit.,
t. I, p. 21r1.
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d’ov il résulte :

Quand on fait rouler sur la trochoidale

a
= i ! Wo— U
z l_*_)\()\smmycos;; mcosmy sing),
(28)
y = ——a——()\sinmqa sind + m cosmy cosy)
L+ A ”

la trochoidale (27), on aura la rhodonée (26)
comme roulette du centre de la base circulaire. Si
A =1, on aura comme base curviligne et comme profil
générateur deux cycloidales congruentes, représentées
par
{29) m'ls2+R2=[a('—_2m?—)]2-

En faisant de méme A = m?2, on aura comme courbe
fixe la cycloidale

am?2(1-—m2)7?

29’ m2st 4+ R2= | —— =
(29) I+ m? ’

sur laquelle il faut faire rouler la courbe (C'), repré-

senlée, suivant les équations (27), par les coordonnées

mtrinséques :

a(1— m?2)m

. a(t— m2)

30 §'= —— _sinm R"= —————cosme
(30) 1 -+ m? #» 1 - m? v
ou par I’équation intrinséque

” a(iv—m?2ym7?
(31) s+ m*R"? = ——(————l— .
1+ m?

Cette courbe (C') est donc une symétrique intrin-
séque (') de (29).

(') L. BrauDE, Thése, p. 20; inversement, par le roulement des
radiales de ces courbes, c’est-a-dire des deux rhodonées r = csinnyp

c . o N .

etr,= —isin '—'17 on aura comme roulettes des poles les cycloidales
n

correspondantes ( voir Thése, p. 50).
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Exkvpres. — a. Si m = 2, on fait rouler sur I'as-
troide (')
(32) 4§52+ R2= a?

une courbe congruente, pour avoir comme roulette du
centre la rosace & quatre feuilles; en faisant rouler la
néphroide

(33) 452+16R2 = a?,

on aura de méme celte rosace; en faisant rouler l'as-
troide sur la néphroide, on aura la rosace du mo-

dule L.
2

b. Quand on fait rouler <m = %), la cardioide

{3%1) s+ 9gR?2= a2,

sur U'hypocycloide tricuspidale (*) (en courbure
opposée ), onaura comme roulette un ¢rifolium régu-
lier; par inversion du roulement, on aura une rhodonée

1 . A .
du module 3 qui est en méme temps un limacon de
Pascal.

c. Sur la campyle d’Eudoxe (?) (radiale de la
chainette)

a
sing

9:

K

il faut faire rouler la parabole

x?
35 = —
(33) y=a+—
(') H. WIELEITNER, loc. cit., p. 129. — G. Loria, loc. cit., t. I,
p. 266. — F.-G. TEIXEIRA, loc. cit., t. I, p. 328.
(*) G. Lonia, loc. cit., t. I. p. 151. — F.-G. TEIXEIRA, loc. cit.,

t. I, p. 174: — H. WIELEITNER, loc. cit., p. 142.
(3) G. Loria, loc. cit., t. I, p. 383. — H. WIELRITNER, loc. cit.,
p. 1.



( 506 )

pour engendrer comme roulette de I'origine la courbe
de Cappa (radiale de la tractrice) (')

r =tango.

d. Quand on fait rouler la trochoide

(36) z =r¢—hsing, y =r—hcoso

sur le limagon de Pascal
(36") p=r—hcosey,

de sorte que, suivant le théoreme de Habich, 'axe des =
passe toujours par le pole du limagon (2), on aura
comme roulette d’un point immobile sur 'axe des z la
podaire d'une développante du cercle

(36" f'=ro—hsing.

De méme quand on fait rouler le limagon (36') en
courbure opposée sur la trochoide (36), la roulette du
pole est une développante de la cycloide, pour la-
quelle (36) est la déceloppée moyenne (= 1); le cas
spécial r = /A est traité dans notre article cité.

1.

6. Regardons encore une autre application des déve-
loppées intermédiaires pour engendrer un systéme
de x2 courbes dérivées. Sur la développée intermé-
diaire (A) de la courbe a I'équation intrinséque

37 (C)=/f(R,9) =0,

(') G. Loris, loc. cit., t. I, p. 196. — H. WILLEITNER, loc. cit.,
p. 5% — F.-G. TEIXEIRA, loc. cit., t. I, p. 274.
(%) H. WIELEITNER, loc. cit., p 308, 311.
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faut faire rouler la courbe d’équation polaire
(37 (R).)Ef["(l-**)\); ;] =o,

pour avoir (C) comme roulette du poie (*). Clest la
radiale d’une courbe a courbure proportionnelle (G,),
dont nous avons appliqué la courbe de Mannheim M,
dans la premiére partie de cet article. L’angle polaire
de (37') correspondant au point de contact

R N

est égal 4 Jo; une droite g menée par le pole de (37')
forme donc avec la tangente de (C) I'angle Ao — a, ou
a est une constante arbitraive, déterminée par le choix
de g. L’équation de g dans le systéme (tangente, nor-

male) de (C) est donc (2)
(38) g=y—wxtang(h¢g —a) =o.

Pour avoir les coordonnées z, y du point de contact,
il faut dériver cette équation f(z,y,s)=o sous la
forme

of of of

(39) (y—R)d—”—x—(;;—a—Rd—s-_o,
la déviation o étant, suivant I'équation intrinséque
de (C), donnée comme fonction de I'arc s. On aura
donc

. A
(40) (y—l{)tang()\?——a)-f-m[x—f— m] =o0;

(') These, p. 48.

(?) Cesaro, Lezioni di Geometria intrinseca, p. 20 (Napoli,
1906 ); édition allemande, par G. KowaLEwskl (Leipzig, Teubner,
1900, p. 21). — H. WIELEITNER, loc. cit., p. 173.
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de (38) et (40) il résulte

z = li)\ sin(lo — a) cos(hop — ),
(41) R
y = l+)\sin2()\? —a).

La distance » du point de contact P (z, ) et du point
correspondant Py(x =0,y =o0) de (C) étant

(42) r=yrieyr= - R)\sin()«?-—a),

on aura P (2, ¥) comme projection da point

R -
P’ = ——
<x &Y =17 l)
sur la droite g. P’ est le point correspondant de la
développée intermédiaire ().
Par application des formules de Cesaro, il résulte

n N

()
(43) — = kcos(hg—a), —(z‘}—;

d = ksin(ho — 2),

s k= m[R. sin(Ap—a) + (22 + 1) Rcos( g — )],

G4h 3

I =arc tanga—yx— = Ao —a.

Lies coordonnées intrinséques s, R de I'enveloppe
E) « de g sont donc

: }:fkds: :_'—de;[R,sin()\tp—z)
\ + (2A+1) Rcos(rg —a)],
45) " Re — 2 = [Ry sin(Ap —2)

A1 (|+)\)’
’ + (2A +1) R cos(ho — 2)],

- ds
y — —_— == )\—}- —_.
v f R ¢ Dy
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On a discuté cette dérivée comme causticoide de (C)
en appliquant I'équation magique

Z coso + ysing — f(v)=o0

de (C) (*). Si A=1 on aura la caustique proprement
dite pour laquelle la construction du point de contact
est bien connue (2); si A= — -;, on aura la catacaus-
tiqgue; si A =o la dérivée est une développoide (3),
alors la construction du point P (z, y) est celle de
Réaumur.

Nos recherches sur les développées intermédiaires
nous font déterminer les courbes, pour lesquelles le
rayon de courbure de la causticoide E, o est divisé
dans un rapport constant par l'intersection de la
normale avec celle de (C); pour ces courbes une
certaine développée intermédiaire de (C) est une
autre développée intermédiaire de K, 4.

Par application de la transformation de M. Koestlin
(volation conslante de la tangente variable de E, ,
autour de P'utersection avec une autre courbe) (*),
cette propriété ne cesse pas d’avoir lieu; ici cette
courbe de transformation (axe curviligne) est la

courbe (C). Soit donc

(t+a)P;=R
ou
Rysin(hs —a)  2h 41
4 v I QD —
(46) (2 + 1) (A~+1) teoslre —a)
a+1
=3 Rcos(hp —a),

(') Nis GRANE, Ueber Kurven mit gleichartigen successiven
Developpoiden, p. 42 ( Thése, Lund, 189%).

(*) G. Loria, loc. cit., t. 1I, p. 303.

(%) G. LoRia, loc. cit.,t. II, p. 26t. — H. WIELEITNER, p. 177.

(%) E. KoEsTLIN, Mitteilungen des Math. Naturwissenschaft-
lichen Vereins Wurttemberg, 2* série, t. VIII, 1906, p. 72-99.
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d’ou il résulte

cos(Ap — &)

R N
(46") R =[O +0 =N e —2s

R

dR ., .
Comme R‘:'d_:?’ on aura, par une intégration

simple, . .
ath+1)—p )\
47) R'= Csin * <————¢)

A1

comme équation intrinséque (R,4) de (C). L’arc
étant

(47') s'= [R'd¢’
I'équation intrins¢que (s, R’) est

IR’
(i8) &= : =

alh—+1) -
\ >11/+IJ~I
—1

Clest donc la méme famille de courbes remarquables

dont les développées intermédiaires (= 4) ont une
propri¢lé correspondante ('). Si A= — i, on aura
les courbes de Ribaucour (*);sia(1+%)—(1—Ak)=o,
(48) est une spirale sinusoide (*); en f(aisant enfin
2 h — a (k- 1)=o0, onaura une cycloidale représentée

par
R = csin(ho — ),

la développée intermédiaire correspondante est la base
circulaire.

) These p. 23. — G. LonR1a, loc. cit., t. II, p. 295.

) G. Lowia, loc. cit., t. 11, p. 295.

) G. Loria. loc. cit., t. II, p. j50. — H. WILLEITNER, loc. cit.,
3§. — F.-G. TrIxXEIRA, loc. cit., t. II, p. 259.

(l
(2
('1
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Regardons comme courbe (C) la cycloidale
(49) R =sinmyg,
alors en aura

(50) R= Zl——ﬁﬁ[m cosme sin(hp — a)
+ (22X + 1) sinme cos(Ae —a)]
1 .
= PITESAT I(m~+2Xk+1)sin[(m+X)¢—a]

+(2h+1—m)sin[(m—X)p +a]l.

L’équation intrinséque est donc

(51) R=

[(mﬁ—a‘/\-f—()sin(';\l:l)"ty—z)

2(1 -+ A )2

. [/m— \
+(2)\+1~—m)sm< ¢+1)].
A+
La causticoide est, suivant la dénomination de 'abbé
Aoust ('), la résultante de deux cycloidales, dont
I'extension ne dépend pas de o; on ’aura par le rou-
lement de la rhodonée

ar(m-—+1) . w
(A+1)(2m—+1) n)\('un—;—l)

(52)

s

correspondant & l'ellipse (19), sur la trochoidale (18)
comme enveloppe d’une droite, menée parle pile.

Si A====m, on aura deux développantes d'une
cycloidale, représenlées par

Im+1 . am sina
sin $—a)+

= Sl —_—
20m —+)? m -1 2(m—+1)
(53) { ou

Sm—1 . am sina
R= sin b—a) + ——m—;
2(m —1)* m-—1 20m —1)

(') Aoust, Analyse infinitesimale des courbes planes, p. 53.
Paris, Gauthier-Villars, 1873. — P. Ernst, Die Aoustsche Resul-
tantenkurve (Jahresbericht der K. K. Staatsoberrealschule, XV,
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en faisanl « = 0, on aura deux cycloidales. Pour la
cycloide proprement dite (m =1), la dérivée est une
autre cycloide, ui est a la premiére comme 1: 2.
Chaque deuxiéme rebroussement de la dérivée est
situé dans un rebroussement de la premiére courbe ().

, . 1 o
Pourla néphroide (?) <m = ;), onaura, en général,
une astroide oblique ; elle est réguliére

2

(Z‘§—+—‘}§=C

\
) sia=o0;

- i e ... y
sim == 3 les dérivées de la cardioide sont, au pre-

wmier cas, les développantes d’une néphroide, par
exemple une Cayley-Sextik (3); au deuxiéme cas
- ) b
on aura un cercle dont le centre est le rebroussement
réel. Pour ’hypocycloide tricuspidale (m =3), la dé-
rivée est une courbe congruente. .
De méme, st 2A 41 %= m =0, on aura deux autres
cyvcloidales représentées par

(3%) R= m sin(sm*r'b——x\).
(m +1)? m—1

im Sm \

(’)5} R = - gin( [ 1).
(m —i)? m—1

Suivant ce théoréme on aura pour la ¢ycloide (m=r)
une cycloide congruente; pour 'hypocycloide stei-
nérienne, on aura une astroide droite;ladérivée de la
cardioide est une circonférence ou une Iy pocyvcloide

Vienne, 1909). — Voir aussi notre article Rend. Circ. mat. Pal.,
t. XXXIV, 1912 : Ueber Roll- und Fusspunhthurven.

(') G. Loria, loc. cit., t. I1, p. 305.

(%) H. WIELEITNFR. loc. cit., p. 13g. — F.-G. Teixeira, loc. cit.,
t. I, p. 170. .

(3) ARCHIBALD, 7%ése, p. 13. — H. WIELEITNER, loc. cit., 'p. 136.



(513)

tricuspidale (). En appliquant la transformation (45)
a une spirale logarithmique, on aura des courbes trans-
cendantes trés intéressantes, qui sont a regarder comme
généralisations des cycloidales (2). On les aura, en fai-
sanlrouler une certaine spirale logarithmique S, sur une
autre spirale S,, comme enveloppe d’une droite immo-
bile menée par le pole de S, siles arcs des deux spi-
rales mesurés des deux péles jusqu’aux points de con-
tact sont égaux. L.’équation intrinséque de ces courbes,
que nous appellerons épilogarithmoidesou hypologa-
rithmoides suivant que I’équation intrinséque

(56) R=Cemesinng (ns),

nous fait reconnailre comme cas spécial les cycloi"-
dales (m = o), la logarithmoide de M. E. Koestlin
(n=1), quicorrespond a la cycloide (m =o0, n=1)
et une autre courbe bien intéressante

(57) R =Cpeny

qui est une généralisation de la développante du
cercle. Nous avons mentionné plusieurs générations
de ces courbes dans un article (3) qui paraitra bientét
dans les Annales de ' Académie de Porto (*).

(') G. Loria, loc. cit., t. 1, p. 151. — H. WIELEITNER, loc! cit:,
p. 142,

(?) Elles sont mentionnées par G. Loria, loc. cit., t, I, p. 260;
de méme par N. GRANE dans sa These.

(*) L. BRAUDE, Sur quelques géneralisations des transforma-

twns de M. Koestlin.

(%) Voir de méme notre petite wuvre, qui paraitra bientot dans
la collection Scientia (Paris, Gauthier-Villars), intitulée : Les coor-
données intrinséques, theorie et applications.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XIII. (Novembre 1913.) 33



