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[A3aax] L
SUR LE Tl!Eﬂ“E\lE DE D'ALEMBERT
ET LA CONTINUITE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES;

Par M. Paur MONTEL.

M. Goursat a donné une démonstration des théo-
rémes d’existence des fonctions implicites qui repose
sur la méthode des approximations successives de
M. Picard ('). Je voudrais montrer que cette méthode
conduit aussi & une démonstration simple du théoréme
de d’Alembert et de quelques propositions l(onda-
mentales relatives aux fonctions algébriques.

1. Jétablirai d’abord le théoréme suivant :
Considérons Uéquation
(1) 3=9(38) =4+ 2232+ a3 33+ ...+ 2, 3"

qui, pour t =o,admetla racine 3= o; cette équation
admet aussi une racine lorsque t est voisin de zéra.

Posons, en effet, .
%y = 0,
z, =¢(0) =1L

3y = 0(3),

Je dis que la suite z4, 34, ..., 34, ... a une limite,

(') Sur la théorie des fonctions implicites (Bulletin de la
Société mathématique de France, t. XXXI, 1903, p. 184-192).
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racine de I'équation (1), lorsque n croit indéfiniment,
a condition que ¢ soit suffisamment voisin de zéro. Il
suffit, pour cela, de démontirer que la série, dont le

terme général esl Up= 235, — Zn_y, €St cOnvergente. Or
oD a

k=m

un+l=3u+1‘_zu='-,"(zn)—“?(zn—l)= E 1/.(5//‘;‘—‘351—1)
A=2
ou
k=m
Upiy = u,,? ap(zh sk, (.. zkol).
h=2

Désignons par » un nombre supérieur aux valeurs
absolues de 3, et 5,_,, par «) la valeur absolue de «y,
et par M un nombre supérieur a la somme

225 + 3y ...+ mao,.
On aura, si rr <1,

Up+y

u n

< 2 kajrki—1< Mr,

Soit alors 7 un nombre fixe inférieur a ’unité et a o’
2 1

N o . , . “r

nnons a ¢ une valeur dont le module soitinférieur a -;
donno t leur dont | Jul tinf Y
je dis que z, est, quel que soit n, inférieur a 7 en valeur
absolue. On a, en effet,

r
3] < 3’
, , r r r
S| < Jt|+ay |5 4.+ a s < S+ Mrg 23 =N
,

|z;|<|tl+a',];,]’+...+a’,,,]:,|’"<:+1\lr"<r,

|5n|<"a h

A Y

*

Donc, on a |z,|<r, quel que soit n, et, par
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Up+1

suite,

I ) .
<5 Il en résulte que la suite z, est

convergente : désignons par z sa limite, 5 est racine de
P’équation (1), car si dans égalité

Zn+1=9(3pn)
on fait croitre n indéfiniment, il vient
z = ¢(3).

La proposition est établie.

2. Une conséquence immédiate du théoréme que
nous venons d’élablir est la suivante :

Si Uéquation
(2) fGu)=u+ a3+ ayz?+...+a,3M"=
admet pour wu=u, une racine simple z,, cette
équation admet aussi une racine lorsque u est voisin
de u,.

Posons en effet

3 =39+ h, = uo— tf% (20, Uy),

I’équation s’écrit alors, puisque f(u,, 3,) = 0,

hr ,
— tf5 (30, o) + Rf % (30 uy) + l—;f:f-(uo, Zp)+...=0

ou, puisque f, (3o, u,) est différent de zéro,
h=t+ash?+.. .+ a2, hm.
Cette derniére équation posséde, d’aprés le théoréme
précédent, une racine h lorsque ¢ est voisin de zéro;

donc I’équation considérée admet une racine z lorsque
u est voisin de u,.
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3. Jétablirai maintenant la proposition suivante :

Si Uéquation f(z, u) =o n’admet pas de racine z
pour u=u,, elle n’a pas non plus de racine pour
des valeurs de u voisines de u,.

S’il n’en était pas ainsi, on pourrait trouver une

J P

suite de valeurs de u ayant pour limite «,, pour
chacune desquelles I’équation aurait une racine : soient

Uy, Uz, U3y .ouy Upy -

ces valeurs de u, et

Bpy T2y B3y ceey Tpy on

les valeurs correspondantes de 5. Désignons par N un
nombre supérieur a tous les |, | et aux nombres | a,|,
|as], |as]y ..oy | @n-i|. Ona (")

N

Spl <t 4+ 77—
l I Iaml

Les nombres z, ayant leurs modules bornés, on peut
cxtraire, de la suite qu'ils forment, une suile nouvelle

Bpiy Bpgs Bpgy vevs gy oee

admettant une limite unique 3, (*). Je dis que z, est

(') C'est ici que s'introduit 'hypothése que le premier membre
de P'équation est un polynome : le théoréme précédent s'applique a
une fonction transcendante entiére; il n'en est plus de méme pour
celui qui nous occupe.

(?) On peut le montrer dela maniére suivante : soit 3, =z, + {y,;
les nombres x, sont bornés : apppelons z, leur borne supérieure,
par exemple; on peut extraire de la suite

Ty Ty Xye eeny Tpy ooy
une suite nouvelle
Zqy Xgy Tz oy Typ

ayan! pour lhimite unique le nombre r,. Les nombres

Yao Yan Yygss oo Yine o .

sout aussi bornés : appelons )7, leur borune supérieure, par exemple;
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une racine de I'équation f(z, u,) =o0. On a, en effet,
f(zp,.i up,.) = 0.

Or, st on fait croitre n indéfiniment, 5, a pour
limite 3z, el u,, a pour limite w«,; par suite, comme
f(z, u)est continue en z et en u,

S (30, ug) =o,

ce qui contredit hypothése. On ne peut donc pas
supposer que I’équation admetle des racines lorsque u
esl voisin de u,.

4. Nous pouvons maintenant établir le théoréme de
d’Alembert. Considérons I'équation
{(2) f(zu)=u+a 3+ asz?+...+a,3"=o0

et soient §,, La, Gy, ..., &k toutes les racines de I'équa-
tion dérivée en 3
A+ 2a33+...4+ma,s" 1=o.
Pour que J; soit racine de I'équation f(z, u) =o, il
faul que u prenne la valeur u; donnée par I'équation

f(c,', u;) =o.

Marquons dans le plan de la variable « les points O,
Py, Pi, ..., P, correspondant respectivement aux
valeurs o, w,, us, ..., uy de u (*). Pour ces valeurs

on peut extraire de la suite y,, une suite nouvelle
Ypos Ypo Ypar ceos Ypw
ayant pour limite unique y,. Alors, la suite
Spiy Bpay Bpss ey Bppy eee
a pour limite unique z,.
(') Un ou plusieurs points P, pcuvent coincider avec le point O,

mais cela ne modifie en rien le raisonnement qui va suivre, car
{’équation a toujours une racine simple en O.
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de u, 'équation a une racine. Prenons une valeur
quelconque de « différente des précédentes et soit Q
le point correspondant dans le plan des «; je dis que
P’équation a une racine en Q. Supposons en effet qu’il
n’en soit pas ainsi et tracons le segment OQ; ce
segment peut conlenir ou non un poinl P;; admettons
d’abord qu’il n'en contienne aucun. Soit Q, le milieun
de OQ: si Iéquation n’a pas de racine en ,, je
remplace le segment OQ par le segment OQ, ; si I'équa-
tion a unc racine en (), je remplace ce segment OQ}
par le segment Q,Q. Appelons Q,R, le nouvean
segment et soit (), son milieu; je remplacerai de la
méme maniére ce dernier segment par un segment Q, R,
situé aussi sur OQ), ayant une extrémité en Q. et une
longueur deux fois plus petite que celle du précédent,
et ainsit de suite. Je forme de cette facon une suite in-
finie de segments

QiRy, QuRy, woty QuRy,

emboités chacun dans tous les précédents etayant pour
limite un point U. Considérons I'un de ces segments :
pourl'une de ses extrémités, 'équation a une racine et,
pour 'autre exirémité, elle n'a pas de racine; donc,
dans le voisinage du point U, 1l y a des points ou
I'équation n'a pas de racine et des points ou elle a une
racine. Or, ce résullat est en contradiction avec les
théorémes précédents, car, si I'équation a une racine
en U, celte racine cst simple puisque le segment OQ
ne contient aucun point P;, et 'équation a une racine
pour tous les points voisins de U et, si elle n’a pas de
racine en U, elle n'a pas de racine dans le voisinage
de U.

Supposons maintcnantque le segment OQ contienne
I'un des points P; et soit Q' un point du plan choisi de
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maniére que ni le segment OQ’, ni le segment QQ’ ne
contiennent aucun point P;. D’aprés le raisonnement
précédent appliqué au segment OQ/, I'équation a une
racine en Q' et, en répétant sur le segment QQ' le
méme raisonnement dans lequel le point Q' jouerait
maintenant le réle du point O, on montrerait de la
méme maniére que I’équation a une racine au
point Q (). Le théoreme est donc démontré.

5. Nous avons démontré dans les paragraphes 1 et 2
que, si une équation algébrique (2) admel une racine
simple pour u = u,, elle a aussi une racine dans le
voisinage de u,. En examinant de plus prés le
raisonnement qui nous a conduita ce résultat, nous en
tirerons des conséquences plus précises. Considérons
d’abord Véquation (1)

(1) =14+ %304+ 238 4. .4, 3" =0(3);

lorsque le module de ¢ est inférieur a -:—, cette équation

admet une racine z donnée par le développement en
série
(3) z=2[?(zn)—?(zn~i)]v

n=1

dans lequel les termes sont des polynomes entiersen ¢,
%9y ey %y ; le module du terme général est inférieur

1 , . . ,
a donc cetle série est uniformément convergente

r . .
pour | ¢| < > et la somme 5 est une fonction cenlinue

de la variable ¢ dans le cercle |t | < g

(') On pourrait aussi joindre le point Q au point O par un arc
de courbe ne rencontrant aucun point P, et répéter sur 'arc OQ le
raisonnement fait au début sur le segment rectiligne 0Q.



(1488)

" Celte racine est la seule dont le module soit inférieur

a r. Soit en effet L une aatre racine de module inférieur
ar;onaf{=9(%), donc

h=m
S — U= ¥ aulah —Th);
. hA=2
par suile,
k=m
I
lzlz+l—§|<|3n“'§lx k12r<._l‘7u—§ls
’)
h=2

d’ou

1
|2n1— L < ,)—,;(51—5);

donc la suite 5,— { a pour limite o lorsque n croit
indéfiniment, c'est-a-dire que 3 =7, ce qui contre-
dirait ’hypothése. La racine 3 est d'ailleurs une racine
simple : en effet, une racine multiple de 'égunation (1)
3=9(z)
devrait vérifier I’équation
1=9'(3);
or, puisque | 3| est inférieur & r, on a

A=m
1
l¢(a) | < X kapr <2
k=2
donc 9'(3) ne peut éire égal a 'unité.

Le terme général de la série (3) est un polynome
entier en ¢, 0,, 23, ..., %y ; supposons que les o, varient
de maniére a toujours vérifier I'inégalité

k=m

W kay < M;

hA=2

on en déduit que la racine 5 est une fonction continue
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des variables ¢, a,, ..., a5 dans le voisinage des valeurs
mitiales.
Passons maintenant 2 I"équation (2); la valeur de
z — g estdonnée par la série placée au second membre
de I'égalité (3) dans laquelle on a fait les substitutions

w—u o S (30, uo) .
S5 (30, 1) ! U fi(z0, 1)

La racine 5 est donc fournie par une série dont les

= —

termes sont des fractions rationnelles par rapport aux
coefficients u, a,, @, ..., a, de 'équation. Supposons
que ces coefficients varient de maniére a satisfaire aux
inégalités

_’

k=m
, ¢ — u,
kZ—-zkak <M |f~(a01 Ug)

on en conclut que, s¢ {’équation (2) a une racine
simple pour

u = u,, a,=a?l, ceey am = al,,

elle admet une racine simple unique voisine de la
premiére, lorsque les coefﬁcients Uy @y envy Am SONL
voisins de u,, al, ..., al,, et cette racine est une
JSonction continue des coefficients.

Remarquons enfin que, si les coefficients sont réels,
les termes des séries ont aussi leurs coefficients réels et
leur somme est réelle : donc, si ['équation (2),
supposée a coefficients réels, admet, pour des valeurs
déterminées des coefficients, uneracinesimple réelle,
elle admet aussi une racine simple réelle et continue
pour des valeurs voisines de ces coefficients.

6. Le mode de raisonnement qui nous a servi dans
la démonstration du théoréme de d’Alembert peut
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aussi étre utile dans un certain nombre de questions
relatives a la continuité des racines d’une équation
algébrique.

Supposons, par exemple, que les coefficients de
I'équation

ay+ a1z +~ a3 +...+a,zm=o0

soient des fonctions continues réelles de deux variables
réelles z et ¥, des polynomes par exemple, et propo-
sons-nous de déterminer le nombre des racines réelles
de cetle équation suivant la position occupée par le
point P, de coordonnées z, y dans un plan rapporté a
deux axes Oz, Oy. D’abord, si au point P I'équation
a toutes ses racines simples, le nombre des racines
réelles est le méme pour le point P et pour les points
voisins de P.

Construisons alors la courbe C, lieu des points P
pour lesquels I'équation a une racine double; celte
courbe partage le plan en régions et je dis que, dans
chacune de ces régions, le nombre des racines réelles
demeure le méme. Soient en effet A et B deux points
appartenant a la méme région; je vais démontrer que
le nombre des racines réelles est le méme en A et en B :
supposons qu'il n'en soit pas ainsi et tracons le
segment AB. Admettons d'abord que ce segment ne
traverse pas la courbe C et désignons par A, le milieu
de AB. L’un au moins des deux segments AA, ou A, B
est tel que le nombre des racines réelles n’est pas le
méme & ses deux extrémités. Je remplace le segment AB
par 'un de ces segments, de longueur moitié moindre,
que j'appelle A B,; jopére de la méme maniére sur le
segment A B, et je le remplace par un nouveau
segment A,B,, etc. Je construis par ce procédé une
suite infinie de segments emboités AB, A, B,, A;B,,...
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qui ont un point limite P, D’aprés la définition de ce
point, il y a dans son voisinage des points A, et B; pour
lesquels les nombres des racines réelles sont diflérents.
Or ce résultat est en contradiction avec la remarque
que nous avons faite au début, car, le point P n’étant
passitué sur la courbe C,1’équation n’a que des racines
simples en ce point et par suite le nombre de celles de
ces racines qui sont réelles est le méme pour tous les
points voisins de P. Admettons maintenant que le
segment AB rencontre C, nous irons de A en B par
une ligne polygonale dont les cotés seront assez pelits
pour que cette ligne ne rencontre pas C. Pour deux
sommels consécutifs de cetle ligne polygonale, le
nombre des racines réelles est le méme; donc il est le
méme aux deux extrémités de la ligne. L’application
du résultat précédent aux surfaces algébriques est évi-
dente.

7. Considérons encore I’équation
ay(x)+a(x)y +...+an(x)ym=o0

dont les coefficients sont des polynomes entiers en
a coefficients réels et qui représente par conséquent
une courbe algébrique L. Marquons sur 'axe des z
toutes les valeursréelles de z pour lesquelles 'équation
admet une racine multiple en y. En appliquant aux
segments ainsi déterminés sur I'axe des x le raison-
nement qu’on a fait tout a I'heure pour le segment AB,
on établirait quele nombre des racines réelles de 'équa-
tion en y demeure le méme lorsque x reste a l'intérieur
de I'un de ces segments. On déduit aisément de la, par
un raisonnement classique, que le nombre des branches
de la courbe L qui aboutissent en un point simple ou
multiple de cette courbe est toujours pair. La
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méme méthode, appliquée aux coefficients angulaires
des tangentes en un point quelconque de la courbe,
montrerait, de la méme maniére, que le nombre des
branches tangentes 4 une méme droite en un point
donné est toujours pair. On démontre ainsi qu’une
courbe algébrigue n'a ni point d’arrét ni point
anguleuz.

On voit gne ces démonstrations ne supposent pas
qu’on ait établi au préalable le théoréme général de la
continuité des fonctions algébriques, mais seulement
1a proposition relative a 'existence d’une racine simple,
c'est-a-dire le théorémne d’existence des fonctions
implicites.



