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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Paris.

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question. — On donne
deux axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy. Sotent T

° T

et N les points de rencontre de l’axe Ox avec la tangente
de la normale en un point M a une courbe (C) située dans
le plan des deux axes.
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On demande de déterminer la courbe C de facon que le
rayon de courbure en chaque point M de cette courbe
soit égal a la longueur TN.

Démontrer qu’il existe deux courbes de cette espéce
passant par un poiné donné du plan 0y, et tangentes
en ce point a une droite donnée. Indiquer la forme de
ces deux courbes.

7 Deuxiéme question. — Soient y =y(x), 2 =12,(2z) un
systéme particulier d’intégrales des équations (E)

w &

d{p:Ay—i—Bz, iif:Cy—*—Dz,

dr

ot A, B, C, D sont des fonctions de la variable z. Démon-
trer que les équations (E) admettent un autre systéme
d’intégrales, distinct des premiers, représentées par des
Sformules

. [ e(2)
Y= —fif) +}’1!/; [?};‘ +¢—i‘f—)-] dx,

B9 = -— f*‘(}:) +21[ [?(I) q}(x)] d.’l‘

0

les fonctions f(x), o(z), Y(r) ne dépendant que des coef-
fictents A, B, C, D.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer U'intégrale définie

m-—-f .Z‘”‘—l Z,

m étant un nombre entier positif supérieur a 3.
Cas particulier ou m = i, 5, 6.
(Octobre 1911.)

Poitiers.
EpREUVE THEORIQUE. — 1. Etude des intégrales d’une

équation différentielle linéaire au voisinage d’un point
singulier.
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II. On considére l’équation aux dérivées partielles

d'lt+ 1 d’t+02t+ 2z Ot
ox?  z?—1 dyr 0z  x*—1 dx

1° Montrer que cette équation admet une infinité de
solutions de la forme

t = uow,

u étant une fonction de la seule variable x, v une fonction
(transcendante) de la seule variable y, w une fonction
(transcendante) de la seule variable z, et v et w satisfai-
sant respectivement aux équations linéaires

d2y dw
“+ m?y = o, - —ktw=o0 (m et k constantes).
dy?

dz?

2° Montrer que u est alors solution d’une équation dif-
férentielle linéaire du second ordre. Cette équation a
deux points singuliers & distance finie. Etudier la forme
des intégrales u au voisinage de ces points.

, . I ;e . ,
III. 1° Développer la fonction y = = en série trigonomé-
x
trique dans U’intervalle — ©, + .
2° Trouver la somme de la série

1 1
cosx—;cosaz—f-?cos\’)x—... pour —nmlxT,
et démontrer que cette série converge seulement pour les
valeurs réelles de x.

v Eprevve praTIQUE. — L. Intégrer léquation auz diffé-
rentielles totales

(3y +3z)de + (s —22)dy — (z+ y)dz = o.
Il. Calculer, en appliquant la méthode des résidus,
Uintégrale définie
[“‘ ah
Jo (a+ bcosh):
(Juillet 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — . Appelant F(x) une fonction
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de x holomorphe dans un cercle S de centre a et désignant
par t une quantité telle que l’inégalité

[tF(z)|<|z—a]|

soit satisfaite en tous les points du contour de S, démontrer
que Uéquation en x

r=a+tF(r)
a une racine et une seule a l’intérieur de S.
1. Désignant par y la racine de l’équation en x
r=1-+tx?

qui se réduit & lunité pour t=o, montrer que cette
racine est une fonction continue de t au voisinage de t =o,
et que l'on a

yri=1+nt-+

n(n—'i—b‘)ﬂ_‘_ n(n+zi)(n+5)la
2! 3!

+n(n+5)(n+6)fn+7)l,‘ .

1!

4

tant que|l|<;'
4

II. Appelant F(z) un produit de facteurs primaires de
genre 3, et désignant par 1, w, wt les racines cubiques de
l'unité, montrer que

F(z)F(wr) F(wiz)

est une fonction entiére de genre zéro de la variable x3
Donner un exemple.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer lintégrale

o
simnax
/ 2Ta d.’l‘
o €™ —1
(Novembre 1912.)
EPREUVE THEORIQUE. — I. Définition des produits de

facteurs primaires de genre p. Etudier la convergence de
ces produits.
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I1. On considére une fonction réelle F (z) nulle pour z=o0
et holomorphe pour |z|Si. Séparant dans z et F les
parties réelles des parties imaginaires, on pose

F(z)=P+iQ.
Donnant & x une valeur réelle, fixe, moindre que 1, on

séparera les parties réelles des parties imaginaires dans
les intégrales

fF(z) ds et f F(z) dz

z—x 1— 32

le long du cercle C de rayon 1 qui a son centre a l’origine;
et l’on démontrera que

2T in® .
f e Q(cosOsin0) db = = F(2).
A )

IlI. Démontrer que l'intégrale générale de l’équation
différentielle

Y33y +yi=p(=),
o p(x)estun polynome en x, est la dérivée logarithmique

d’une fonction entiére de x.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Trouver une famille de surfaces
du second ordre constituant une intégrale compléte de
Uéquation aux dérivées partielles

(1) X1+ 22 =223p + y3q.

2° Trouver une famille de surfaces du second ordre
constituant une intégrale compléte de l’équation
2: . z2 q2
(2) rr+ % =2zzp+yzq+?-~

3° Trouver une intégvale de I’équation (1) qui passe par
la courbe .
z=o. fx3+ yt=o.

(Juin 1913.)
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Rennes.

EPREUVE THEORIQUE. — I. Partie analytique. — Le mouvement
d’un point M, rapporté a trois axes rectangulaires Oz,
Oy, Oz et ayant pour coordonnées semi-polaires r, 0, z,
est défini par les équations différentielles

das

an=°

dz _(z2+a2)?

7y (a constant)
dr r (a*— z?)

dz 3 (at+a?)

et par les coordonnées ry, 9, 2o de la position My que le
point mobile occupe a l'instant ty.

1° Trouver la relation, en termes finis, entre r et z,
puis la relation en termes finis entre t et z et simplifier
cette derniére en posant

z = atange¢.

2° Si, dans les relations précédemment obtenues, on
regarde t et t, comme des constantes, on définit une cor-
respondance entre les points My et M. Montrer que, ¢ une
courbe fermée (C,) située dans un plan paralléle a Oy,
correspond une courbe fermée (GC) située aussi dans un
plan paralléle a xOy et que les projections des courbes (Co)
et (C) sur zO y sont homothétiques par rapport au point O;
trouver la relation entre les aires Ay et A limitées par ces
courbes.

3° Soient (S) la surface engendrée par la courbe (C), qui
vient d’étre définie, quand t varie de ty a ty; (V) levolume
limité par la surface (S) et par les plans qui contiennent (C)
auzx instants tyet ty. Calculer V en fonction de a, 34, Ay, 4, ts.
dr

_t{—t- -

tionsu, v, wde lavitesse dupozm.vgr lesaxes Oz, 0y, 0 3.

Montrer que l'intégrale

f wdr +vdy + wds,
(iV)

4° Calculer — en fonction de r et de z, puis les projec-
ol
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prise le long d’une courbe fermée (T')située dans un plan
paralléle a x Oy, est nulle et que le flux duvecteur (u, v, w)
a travers une surface fermée quelconque (£) est nul ausst.

[On appetle flux du vecteur (u, v, w) a travers une
surface fermée (2) Uintégrale

[ (ucosa + v cosfB + weosy) do,
)

étendue a la surface = ou cosa, cosB, cosy désignent les
cosinus directeurs de la normale extérieure a (L) en un
point de l’élément ds.]

II. Partie géométrique. — On considére la surface
reglee (Z) engendrée par les normales principales d’une
courbe gauche (T).

1° Exprimer, au moyen de l'arc s de (T') et de la lon-
gueur | portée sur la normale principale a partir du
point M de la courbe (T'), les coordonnées d’un point
quelconque P de (X), le dS? de cette surface. ’

Former Uéquation du plan tangent aw méme point, et
vérifier que la normale a la surface (L) au point P peut

s . o . l
s’obtenir en composant un vecteur égal a 1 — R parallele

a la binormale de (T') et un vecteur %paralléle a la tan-

gente de (I') au point M, R et T désignant suivant l'usage
les rayons de courbure et de torsion de (T').

2° Former Uéquation différentielle des lignes asympto-
tiques de (X); montrer que st l'on pose

Rp=1, Tr=1, =1,

Uintégration de l’équation différentielle obtenue pour h
considéré commefonction de s se raméne ¢ la quadrature

dr
f ds P ds
3
2
La courbe (I') est ligne asymptotique de la surface ().

EPREUVE PRATIQUE. — Si I’on désigne par Su le premier
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membre de l’équation aux dérivées partielles
otu  Jdu
=o

3 __d%u
Y=o T T e T
1° Vérifier que l’on a
o\ oU ox oU
— + 2
% %

3(AU)=NU+Udk +2— —
oxr ox
A et U désignant des fonctions de x, y, s
2° Soit
U=F( Y, 2),

X, Y, Z désignant des fonctions de x, y, z; écrire le déve-
loppement de U -+ 2y _du ordonné suivant les dérivées
PP ox? = dyr 0z riwe
de la fonction F (z,y, z) par rapport aux variables X,Y, L.

3° Soient
u=AF(X,Y,2Z)
et
_ (i
X=z’ Y:Z, Z=—_——l-, X:'e (“ );
3 F4 K 3
0F>

vérifier que l’on a
02F 02
F) RN CRY2

fl

I~

= ou
X 32
Déduire de la que, si l’on connait une solution de
l’équation du = o, on peut immédiatement obtenir une

seconde solution de la méme équation.
4° Sott
u=f(r, z) ou r =2+ yt,
pour que u soit une solution de l’équation Su= o, on
doit avoir
Pu_ 1ou_ou_
or? r or 0z

Chercher une solution de l’équation Su = o qui soit de

laforme
3
u = eAr'+B

A et B étant des fonctions de s.

(Juin 1g911.)



