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SUR LE PROBLÊME D'APOLLONIUS;

PAR M. R. BOUVAIST,

Enseigne de vaisseau.

Laguerre a déduit une solution du problème d'Apol-
lonius (Mener un cercle tangent à trois cercles don-
nés) de la proposition suivante : Si trois cycles sont
tels que leur axe de similitude ne coupe aucun d'eux,
on peut, au moyen d'une transformation par semi-
droites réciproques, les transformer en trois points.
De cette proposition on peut rapprocher celle-ci :
Etant donnés trois cercles, on peut, au moyen d^une
transformation par rayons vecteurs réciproques, les
transformer en trois cercles égaux. Je me propose de
montrer que cette dernière proposition peut, elle aussi,
conduire à une solution du problème d' Vppollonius.

i° DÉTERMINATION DES PÔLES D'INVERSION PERMETTANT

DE TRANSFORMER TROIS CERCLES DONNÉS EN TROIS CERCLES

ÉGAUX. — On sait que, pour que les inverses de deux
cercles donnés par rapport à un point P soient égaux,
il faut et il suffit que les puissances du point P par rap-
port à chacun de ces cercles soient respectivement pro-
portionnelles au rayon de ces cercles. Comme, d'aulre
part, le lieu des points, tels que leurs puissances par
rapport à deux cercles donnés soient dans un rapport
donné, se compose de deux cercles ayant pour centres
les points partageant la ligne des centres des deux
cercles dans le rapport donné et passant par l'inlersec-
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tioii des cercles considérés, nous sommes conduits au
résultat suivant :

Étant donnés trois cercles C,, C2, C3 de rayons
R,, R2, R3, les pôles dHnversionpar rapport auxquels
C n C,, C3 se transforment en trois cercles égaux\
sont les quatre couples de points intersections des
cercles

C i C«2 G 3

Ri R2 R3

G. Cj _ C_,
— i\i n2 rv3

C r C
^ 1 <-< 2 ^ "\

R1 — R2 R3

C C C
r\ 1 t\ 2 — î \ 3

ou encore, en désignant par S42, S23, S31, S'12, S!>3,
SJJ les centres de similitude des trois cercles C^,

Les cercles ayant pour centre trois des centres de
similitude situés sur un même axe de similitude, S<2,
S23, S3, par exemple, en passant respectivement par
l'intersection des cercles C4C2, C2C3 ,C3Ci se coupent
en deux points qui sont tels qu'en les prenant pour
pôles d'inversion, les inverses des cercles d{, C2, C3

sont égaux.

20 CONDITION DE RÉALITÉ DES PÔLES PERMETTANT DE

TRANSFORMFR TROIS CERCLES DONNÉS EN TROIS CERCLES

ÉG\UX. — Soient, par exemple, P4 et P2 les deux pôles
situés sur une perpendiculaire à l'axe de similitude S<2,
S23j Ss<? et soit R le centre radical des cercles Cj, C2,
C3 ; les points P4 et P2 sont déterminés par l'intersec-
tion des cercles

= ra, G1 + ÀC2=r1;
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le point R a même puissance d'une part par rapport
aux cercles Ct, C2, F2, d'autre part par rapport aux
cercles Cf, C3, F< ; la droite Pt P2 passe donc par R,
donc :

Les pôles permettant de transformer trois cercles
Ci, C25 C3

 en trois cercles égaux forment quatre
couples situés sur les perpendiculaires abaissées du
centre radical de C1? C2? C3 sur les axes de simili-
tude de ces cercles.

Nous avons de plus

(k2 étant le rayon du cercle orlhotomique de C,, C2,
C3), ou, en désignant par 1 l'intersection de P< P2 avec
O ( 2 ^ 2 3 ^ 1 3>

RP, x RP2 = RÎ2 - ÎP* = k\

les points de P, et P2 seront donc réels si RI >> Xr2,
c'est-à-dire si l'axe dtï similitude S12S23S13 ne coupe
pas le cercle orthotomique, donc :

Onaura, sur laperpendiculaire abaissée du centre
radical de R i e d , C2, G3 sur l'un des axes de
similitude, deux pôles réels permettant de trans-
former C,, C2, C3 en trois cercles égaux, si Vaxe
considéré ne coupe pas le cercle orthotomique de C<7

<;„ c 3 .
Remarque, — J'ai cru bon d'insister sur la déter-

mination des pôles permettant de transformer trois
cercles donnés en trois cercles égaux, car bien que
l'existence de ces pôles soit un fait bien connu, les
Traités classiques ne les signalent pas, me semble-t-il,
avec toute la précision désirable. G'estainsi qu'on peut
lire dans le Traité de Géométrie de Rouché et de
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Comberousse (t. I, p. 191) : « On peut, en général,
trouver un centre d'inversion, tel que trois cercles
donnés se transforment en trois cercles égaux. »

PROBLÈME D'APOLLONIUS. — Soient C<? C2, C3 les
trois cercles donnés, P un pôle d'inversion, permettant
de transformer les trois cercles en trois cercles égaux;
O<, O2, O3 les centres de C,, G2, C3.

Prenons comme puissance d'inversion la puissance
de P par rapport à C,, le centre C, se transforme en
lui-même, C2 et C3 deviennent les cercles G2 et C3 de
centres O2 , O'3.

Soit iù le centre du cercle circonscrit au triangle O,
O2 , O3. Cherchons les cercles tangents à C<, C'2, C3.

Nous avons immédiatement deux solutions, les deux
cercles de centre o> et de rayons coO^dr R, (R, étant
le rayon commun de C f , G,, C3). Soient A la perpendi-
culaire au milieu de 00'.,, M, et M2 les points d'inter-
section de A avec l'hyperbole de foyers 0'2 et 0'3 ayant
pour longueur d'axe focal 9.R,.

Nous aurons

O'3M1~O2M1 = Î R , ou O'3Mi— R, =

ce qui montre que le cercle de centre M1 et de rayon p<
est tangent aux trois cercles C4, C'2, C3 ; nous aurons
ainsi sur chacune des perpendiculaires élevées au milieu
des côtés du triangle O, 0 2 , 0 3 , deux poinls centres de
cercles tangents aux trois cercles G,, G2, C3. Les points
tels que M1 et M2 se déterminent par la construction
classique; M, et M2, par exemple, sont les centres des
cercles passant par 0!> et O, et tangents au cercle de
centre 0'3 et de rayon 2 R {.

Nous obtiendrons ainsi individuellement les huit
solutions du problème et, en revenant à la figure primi-
tive, les huit cercles tangents à C t , C2, C3.
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Remarque. — Considérons les deux cercles ayant
pour cenlre commun le centre du cercle circonscrit au
triangle O, 0'2, 0'3 ; ces deux cercles sont orthogonaux
aux perpendiculaires élevées aux milieux des côtés du
triangle O, 0'2, O';i, qui sont les axes radicaux des
cercles C<? C2, G', pris deux à deux ; en revenant à la
figure primitive, nous voyons que les deux cercles F,
et F2 transformés de ces cercles sont orthogonaux aux
cercles passant par P et les intersections des cercles C l7

C2, C3 pris deux à deux, c'est-à-dire orthogonaux au
faisceau de cercles passant par les points P et P',
Prêtant le s\ métrique de P par rapj)ort à Taxe de simili-
tude de C,, Co, C3 auquel la droite HP est perpendicu-
laire (R désignant comme plus haut le cenlre radical de
G,, C2, C3). F, et F2 appartiennent donc au faisceau
formé par le^ cercles a\ant leurs centres sur RP et
orthogonaux au cercle de diamètre PP'. Nous avons vu
plus haut qu'on a

KP _ HP'^ A-2,

k étant le rayon du ceicle orlhotomi(jue de C», C2, C3 ;
cette relation montre que ce cercle ortholomiquc appar-
tient au même faisceau que F< et F2, «Toù la proposition
suivante :

Les cercles tangents à trois cercles donnés for-
ment quatre groupes de deux cercles. Deux cercles
formant un groupe appartiennent au faisceau de
cercles déterminés par le cercle orthotomique des
trois cercles donnés et Vun de leurs axes de simili-
tude.

Cette proposition ramène donc le problème d'Apol-
lonius à un problème tout à fait élémentaire : « Mener
un cercle tangent à un cercle donné et passant par deux
points donnés ».



Les propositions précédentess'appliquent sans modi-
fication à un système de quatre sphères, et l'on peut
dire que :

Les seize sphères tangentes à quatre sphères don-
nées forment huit groupes de deux sphères, deux
sphères d'un même groupe appartiennent au fais-
ceau déterminé par la sphère orthotomique des
quatre sphères données et Vun de leurs huit plans
de similitude.


