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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Grenoble.

EPREUVE THEORIQUE. — On considére la surfuce définie,
en coordonnées cylindriques, par l’équation

z=/4ay/rsin %,
et l’on demande :

1° Une description sommaire de la surface:

2" L’équation du plan tangent et les cosinus de la nor-
male en l'un de ses points;

3° Ses lignes asymptotiques;

i’ Les rayons principaux en l’un de ses points;

5 L'équation différenticlle de ses lignes de courbure.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer la portion de Uaire de
la sphére
224 Y24 52=2cx

qui est comprise dans le céne
a?x?+ b2yt = 3z,
en supposant a®> bl. (Juillet 1912.)
EPREUVE THEORIQUE. — Trouver une courbe dans laquelle
la longueur s de ’arc limité & un point M soit propor-

tionnelle a la puissance nié¢me de I’ordonnee y de ce point.
Cas d’intégrabilité. Etudier les cas particuliers o l’on a

e n= -, 2° n=-.

1
2

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver une solution compléte de
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l’équation
r’pqg + 22y qi+pr+z=0

et former la solution singuliére correspondante.
Vérifier, d’autre part, que
_ g 2y

3 = —_— et =14
a 4z x

sont ausst des solutions.

Déduire ces solutions de la solution compléte par la va-
riation des constantes, et déterminer la nature de ces so-
lutions par rapport a cette solution compléte.

(Novembre 1912.)

Lille.

ErREUVE THEORIQUE. — 1. Etablir la formule qui permet
de calculer la dérivée de la fonction

b

F(a).—:[ Sf(r, a)dx,

a

a et b désignant deux fonctions de a.

1. Etant donné un systéme d’axes rectangulaires Oz,
Oy, trouver une courbe tangente en O a Ox et telle gu'en
chaque point M le rayon de courbure p et la longueur S
de l’arc OM soient liés par la relation

Construire la courbe obtenue.

EPREUVE PRATIQUE. — I. Intégrer U’équation différen-
tielle

5.  m
Yyv—z(y"r=o.

II. Calculer les intégrales définies

L _d= ; *  dr
=) e e, o

(1+22) ?

o n désigne un nombre entier.
(Novembre 1911.)
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EPREUVE THEORIQUE. — I. Question de cours. — Calculer
les intégrales de Fresnel

Ed @
f cosz? dz, f sinz? dr
3 3

en les réunissant en une intégrale complexe, et en les rat-

tachant & l’intégrale f e—*'dx le long de l'axe réel.On

0
pourra démontrer d’abord que les intégrales de Fresnel
ont un sens, en les transformant en séries alternées.

[I. Probléemes. — 1° Généraliser les résultats précé-
dents en considérant les intégrales

@ @
f cos.r” dzx, f sinz” dx,
0 0

ot n désigne un nombre réel plus grand que 1, et prises
le long de l’axe réel, et en les rattachant & l’intégrale

@™
[ e=""dx le long de l'axe réel. Exprimer cette derniére
o0

intégrale, et les deux précédentes, au moyen de la fonc-
tion T.

74 2° Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires : on
considére les surfaces telles gu’en un point quelconque M
le rayon vecteur OM et intersection du plan tangent et
du plan déterminé par le point M et la droite Oz fassent
un angle constant 2. Former l'équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre a laquelle satisfont ces surfaces.
Cette équation se décompose en deux équations linéaires;
intégrer ces équations : on pourra les transformer en subs-
tituant aur variables x, ¥, 3 les coordonnées polaires
dans Uespace o, 8§, o telles que ’on ait

x=p cosbcosg, y=pcoshsing, z =i sin6.
>

Définir géométriquement les courbes caractéristiques.
Examiner en particulier le cas ot l’angle 2 est droit.

EPREUVE PRATIQUE. — 1 Déterminer Uintégrale géné-
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rale et l'intégrale singuliére de U’équation différenticlle
Y=y Y R=EY Y =y (3 =y =o.

2° Intégrer U'équation différentielle linéaire du second
ordre

z(x—1)y'—(2x—1)y'+2y =e* (22— 3z +3),

sachant que l’équation sans second membre admet comme
intégrale particuliére un polynome du premier degré.
(Juillet 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. Question de cours. — Donner
des conditions suffisantes pour que la fonction X + 1Y de
la variable complexe x + iy ait une dérivée au point z, y.

II. Problémes. — 1° z désignant une variable compleze,
on considére la fonction zm. Comment sont distribuées,
dans le plan de cette seconde variable zm, les valeurs cor-
respondant a une méme valeur de 3? On étudiera succes—
sivement les cas ou m est entier, fractionnaire, réel et
incommensurable, purement imaginaire, imaginaire avec
une partie réelle différente de zéro.

2° Déterminer une courbe plane telle gu'en chaque
point M de cette courbe le rayon de courbure soit propor-
tionnel & la distance du point M & un point fixe O du plan®
de la courbe. Tracer les courbes obtenues.

On pourra prendre des coordonnées polaires de péle O.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. [Intégrer U’équation différen-

tielle
Y= f(r)

ow f(y) désigne un polynome du quatriéme degré eny a
coefficients constants, dans les différents cas ot ce poly-
nome n’a pas ses racines distinctes. Dans chaque cas, on
pourra simplifier ce polynome par une transformation
homographique effectuée sur la fonction y.

II. Calculer le volume de I’hypersphére de rayon 1 dans
Uespace a quatre dimensions, c’est-a-dire l’intégrale qua-
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druple fff dr, dr, dr; dz, étendue a l’ensemble des
valeurs des variables x,, z,, x;, z, telles que l’on ait
r? +x}+x}+ i,

On pourra prendre de nouvelles variables analogues
auzx coordonnées polaires dans le plan et dans l'espace

ordinaire. (Novembre 1912.)
Lyon.
EPREUVE THEORIQUE. — I. On envisage la fonction ana-
lytique f(z) = gyt de la variable complexre z=x +iy,

ol u représente une quantité réelle et positive.

Si f(z)=X(x,y)+iY(z,y), XetY étant des fonctions
réelles de x et de y, calculer Y(z, y), et, en particu-
lier Y(x,0).

1. Trouver tous les pédles de la fonction f(3).

[II. On considére le rectangle dont les cétés ont pour
équations

r=—r, r=-+m y=o0 et  y=2¢;

8 est une quantité positive que l’on fera croitre au dela
de toute limite. Montrer qu’il ne peut y avoir, au plus,
quun pole de f(3) a Uintérieur de ce rectangle. Quel est
ce péle, quand il existe, et quel est alors le résidu de f(3)
par rapport ¢ ce péle?

IV. Lintégrale ff(z)dz, prise le long du rectangle
ABCD, étant désignée par (AB)+ (BC)—+ (CD)~+ (DA),

b
—C
5!

e
i

A o B

o (AB) signifie [f(z)dz, etc., montrer que l'on a
/AB

Lim (CD) = o, et calculer Lim [(BC)+(DA)].

0=w
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V. En appliquant le théoréme de Cauchy, déduire de
tous les résultats qui précédent la valeur de l'intégrale

*T xsinzdr .. s
———————— ., endistinguant le cas ot u est plus
g 1—2uCcosST + u?
grand que 1 du cas ou u est plus petit que 1.

/ EPREUVE PRATIQUE. — On considére la surface S définie
par les formules suivantes :
sinh ch
z=Xcota+ ot
sina
y= B cotacoshsh ",
sina

z =—coshchy,

1
chu= é(w—o— e, shp.:;(el*—e—ll),

ou a est une constante, \ et p. des paramétres variables :

1° Calculer l’équation du plan tangent a la surface S
au point (h, 1). On trouvera dans chaque coefficient le
facteur chu — cosx cosh. Que peut-on en conclure pour la
courbe tracée sur S, et qui a pour équation

chpu + cosacosh =07?

2° En posant
dz?— dy? + dzt = ds?,

montrer que l'on a

ds? (Chp.-—&— cosax cos A
S5 = T

sina

)2(d -+ du?sin?a).

En conclure que les deux familles de courbes A = const.
et u = const. forment un réseau orthogonal.

3° On vérifiera que ces deux familles de courbes
A\ = const. et = const. forment aussi un réseau conjugueé.
Quelles sont les lignes de courbure? Démontrer qu'elles
sont planes.

§° Calculer les cosinus directeurs a, b, c de la normale
au point (A, ) @ la surface S, et chercher les lignes dé-
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crites par le point(a, b, ¢c) quand le point (z, y, z) décrit
les lignes de courbure de S.

5° Lignes asymptotiques de S.
(Novembre 1911.)

EPREGVE THEORIQUE. — On considére la surface S définie
en azes coordonnées rectangulaires par les formules

z = chucosp,

y =chusing,

z = shu,
el 4 e~
chut = —m8m —,
2
eIL_ e-ll
shy = —-—.

R

Chercher les lignes G de cette surface, tclles que le plan
osculateur soit constamment normal a la surfuce (géodé-
siques).

En regardant ¢ comme une fonction de u et posant

on arrivera a l’équation différentielle

2¢' sh3u + o8 shu ch?u + ¢ chu(ch?u — sh?u) = o.

Montrer que cette équation s’intégre par quadratures. On
peut aussi observer que l'équation admet comme solu-
tions particuliéres les [ignes de courbure de l'une des fa-
milles (on dira laquelle), et les lignes asymptotiques. On
est alors amené a poser

’

A dv
o =

. T Chu  du’
A étant la nouvelle fonction inconnue. (Expliquer pour-
quoti.) Calculer A.
A\ étant connu, v est donné au moyen d’une intégrale
elliptique.
La détermination des trajectoires orthogonales des
courbes G dépend aussi d’une intégrale elliptique. Mon-
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trer que l'on trouve comme courbes G particuliéres les
courbes de S a tangentes isotropes (courbes de longueur
nulle).

Entre l'angle ¢, sous lequel une courbe G donnée coupe
un paralléle de S et le rayon R de ce paralléle. existe
une relation simple que l'on propose d’obtenir.

(Juillet 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. On considére U’équation aux
dérivées partielles
gz —py +k=ay/1+pi+q,

ou a et k sont des constantes. Que devient cette équation
si l’on adopte les coordonnées semi-polaires p, v, 57

(z=pcosw, y =psinw.)

Il. Le changement de variables eflectué, en déduire une
intégrale compléte de la forme

z=hw—+ f(h,p)+C,

h et C étant les deux constantes arbitraires.

HI. En cherchant les lignes asymptotiques de la sur-
Sface obtenue, prouver que l’on a affaire a un hélicoide
développable et trouver l'aréte de rebroussement.,

IV. Lignes de courbure.

Nota. — On rappellera que les lignes asymptotiques de
la surface

z=nho—- f(p)

sont données par l’équation

hE=vVh*—23f'(p) f"(5)
dw = ~ do.
@ p2f'(p) ?

O

EPREUVE PRATIQUE. — Soit

s(2a)c?u
slac(u—a)os(u—+a)

Sflu) =

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XIII. (Septembre 1g13.) 27
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u u+1u’
c=ull (l-—-— ew 2w,
\ w

w=amw-+2mw’;

f(u) est une fonction doublement périodique; on demande
de la décomposer en éléments simples, puis de l’exprimer
en fonction rationnelle de w.

Quelle relation y a-t-il entre f(u) et f'(u)?
w' ..
On suppose v et - réels et positifs, et 20 > a > w; cons-

truire la courbe y = f(x) dans Uintervalle (0, w). Cal-
culer la surface comprise entre l'axe Oz, la courbe et la
droite z = w.

\ Marseille.

/ EPREUVE THEORIQUE. — 1° Ecrire sans explication l’équa-
tion de l’indicatrice en un point d’une surface lorsque ce
point est pris pour origine des coordonnées et que les axes
des x et des y sont tracés dans le plan tangent.
, 2° Si un plan mobile est tangent en un point M a une
surface S et si le point M décrit une courbe C située sur S,
la tangente a la courbe C et la caractéristique du plan
mobile sont dirigées suivant deux diamétres conjugués de
Uindicatrice de S.

3 Une surface étant représentée par les deux équations,
ol entre un parameétre a et des coordonnées semi-polaires,

‘/ 2 pr2
z=aF(0)=ya2—rt—alog ?—:——:— -+ f(a),

0=F(0)—log 2=

vérifier que [’on a

03z a?—r2

or = T 7
4° Calculer l'angle que font le plan tangent en un

point et le plan passant par ce point et l’aze des 3.
5° En déduire une série de lignes de courbure et, ces
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lignes étant supposées connues, trouver la seconde série
en se reportant aur deux premiers paragraphes.

SOLUTION.
cosV=F'(0).
Les sections planes passant par Oz donnent la premiére
série. Les autres lignes de courbure sont les courbes de con-

tact des cdnes circonscrits ayant leurs sommets sur Oaz.
(Keenigs.)

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, ¢ o,o1 prés, intégrale
i b P ] g

ell=ilz __ gl1—-iz
l=f-—z!-———dz,

en supposant que le point z décrive, dans le sens positif,
un cercle ayant son centre a l'origine et de rayon arbi-
traire.

SOLUTION.
I=oxmiD,y(elt-tx—ell-=l'a) gy o = 47 = 12,56.
EPREUVE THEORIQUE. — Déterminer les surfaces minima

de révolution,
En d’autres termes, soient

x = pcosw, ¥y =psinw, z2=19(p)

les ¢quations d’une surface de révolution ayant pour
aze Oz; déterminer la fonction ¢(p) de sorte que, en
chaque point de la surface, l’indicatrice soit une hyper-
bole équilatére, ou encore que les rayons de courbure
principaux solent égaux et de signes contraires.

EPREUVE pRATIQUE. — Calculer Uintégrale définie
+1
y:f cosz ¢ (1—t2)2 dt,
—1

o x joue le role de paramétre.
Indiquer comment on arriverait au calcul de l'intégrale
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plus générale

+1 wot
_y=f coszt(1—1t?) ?2dt,
-1

1 . .. -
lorsque n — S estun nombre entier positif et vérifier que,

dans ce cas, l'intégrale définie y satisfait a l’égquation
de Bessel
a? ay -
1‘%;—!-(271—%!)% +xy=o0

(Substituer y de maniére que l’équation prenne la
+1
Sforme o(z,t)dt =o0etvérifier qu’elle est une identité.)
-1

SOLUTION.
48sinx 48 cosx 16 sina
=T Tz T

En tenant compte des limites de I'intégrale définie et aprés
une intégration par parties qui rend les termes comparables

. y . o 1
on voit que I'équation de Bessel est satisfaite quand n — >

est un nombre entier positif.
Au sujet de ce calcul, on pourra consulter avec fruit le
Cours d’Analyse de M. Goursat (t. I, 2¢ édition. p. 442-446).
(Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — Former l’équation aux dérivées
partielles des surfaces S dont les normales sont & une
distance constante a d’une droite fixe, lorsque, les coor-
données étant rectangulaires. on prend l’axe des z pour
droite fize.

Soient p et g les dérivées de z fonction des deux variables
indépendantes x et y; on pose

u=px$q‘y—z, p = 2cosw, g =psinw

et l’on demande de prendre w pour fonction nouvelle
et p et w pour nouvelles variables indépendantes.

Intégrer, en considérant x, y, z et u comme des fonctions
de p et de w.
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Vérifier que les lignes de courbure d’une surface S
correspondent a p ou w constant.

Déterminer la fonction arbitraire introduite par le
calcul de sorte que la surface S passe par l’hélice

24 yi= a?, z=aarctang£-
SOLUTION.
On obtient
re—py d_u_ _
T =a et 3o =9
d’ou
w=as+ f(p),
z=[aw+ f'(p)]cosw —a sinw,

[aw—+ f'(p)] sinw + a cosw,

2 f1(p) — f(p)-

Si z est constant, p est constant, /pI+ ¢ est constant,
d’ou, par théorémes connus, une ligne de courbure plane.

Si w est constant, x et y sont les coordonnées d'un point
du plan — # sinw + ycosw = a, d’ol seconde ligne de cour-

z

Il

bure plane.
Enfin,
2n +1)Ta
p(3) =—s 2EENTE,
2
EPREUVE PRATIQUE. — 1° Calculer Uintégrale indéfinie

[log(s +1—2?) ds.
2° Vérifier que les deux intégrales définies réelles

* —_ “(x—23)ds
I=f log(s +y1+22)dz et J= .
, loglervir ) y Viza

o, pour z=o0, on a 1+ 3t =1 et log =o, sont egales,
par la considération de leurs dérivées en x.
32 Développer en séries entiéres en x les fonctions

dl
= et I. Fizer les cercles de convergence.

2]
dzt’
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4° Etudier les diverses significations de la fonction

z —/ 1+ 32 quand le poipt z décrit, dans le plan des 3,
des chemins allant du point z =0 & un point désigné a
r’annulant pas le radical.

SOLUTION.

l=xlog(x+‘/|+x7)——;/|-t—x2—,—l,

dl ¥ dz __dl
dx A ‘/1+z2—d‘2"
1
dzl i -3
= ()

d—-”"i:\/l—f—x?

d’ou son développement.

c . dl
Par intégration, on a ceux de e et de L.

(Novembre 1g912.)

EPREUVE THEORIQUE. — Détailler U’étude suivante :

1° L’intégrale réelle

®
b 1+
a une valeur finie si p est compris entre zéro et l'unité;
2° On forme un contour simple fermé au moyen de
deux circonférences C et C' décrites de lorigine comme
centre avec des rayons R et R’ et deux droites infiniment
voisines de l’axe des z et de part et d’autre de la partie
positive de cet axe, ces droites étant les deux bords d’une
coupure établie entre les deux circonférences. La variable z
ayant un argument constamment compris entre Q et 27

calculer l’intégrale
zp—1
f dz
[

prise le long du contour fermé. On montrera d’abord que
cette intégrale est infiniment petite soit sur le cercle
intérieur C d’un rayon R infiniment petit, soit sur le
cercle extérieur C' d’un rayon R' infiniment grand. On
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arrwera ensuite a la relation

®
x1—9 14
f dx = = ’
0 1+ sin pT

3° Les intégrales eulériennes

‘ @
B(p, ¢) ==f tr=t(1—¢t)p-tdt et T(p) :f tr—t e—t dt,
0 )

ou p et g sont positifs, étant liées par la relation
L(p)T(q)=T(y+q)B(p, 9),

ce que ’on admettra, établir, pour p entre zéro et l'unité,
la relation

L(p)F(i+p)=B(p, r—p>=fo°°

r = — .
I+ sinpx

Pt d T

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer U'ordre infinitésimal
de la distance des droites polaires correspondant a deux
points voisins pris sur une courbe gauche.

Déterminer l’ordre infinitésimal de la distance du
centre de la sphére osculatrice en un point de la courbe
gauche au plan normal mené en un point voisin.

Démontrer que l’une des distances est, en partie prin-
cipale, double de U'autre et que les deux distances ne sont
Jamais nulles identiquement.

SOLUTION.

Si l'on rapporte un élément de courbe C a son triédre
mobile tracé en un point pris pour origine, les coordonnées
d’un point de cet élément sont déterminées par les formules
connues

S2
.’L‘=S———6R5 “+...,
S2
y= —-—-—2R0+ .
S3
4 ~+.
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On voit de suite que la distance z au plan osculateur voisin
est du troisiéme ordre avec S3,

Un calcul trés simple donne pour la distance & de deux tan-
gentes voisines

" S3
)

= e—r
12R, T,

c’est-a-dire que la distance & est aussi du troisiéme ordre et
de plus ¢ est la moitié de z.

Si P'ordre de g est constamment supérieur & 3, il en est de
méme de 5 ct le plan osculateur étant constamment suroscu-
lateur, la courbe G est piane; c’est le théoréme de Bouquet.

Soit C' le lieu des centres des sphéres osculatrices a la
courbe C. Deux droites polaires voisines de C font entre elles
I'angle de torsion dz de 'ordre de I'élément d’arc ds. Mais ce
sont aussi les tangentes de la courbe C'. Donc l'angle de con-
tingence do' de cette courbe C' étant égal a d= est aussi de
I'ordre de ds. Enfin ds', arc de C', étant de I'ordre de do’ est
de I'ordre de ds et I'on peut prendre ds’ au lieu de ds pour
infiniment petit de comparaison. Il n’y a plus qu’a appliquer
les theorémes précédents en se rappelant que la droite polaire
de C est la tangente a C' et que le plan polaire de C est le
plan osculateur de C'.

La courbe C’ ne peut étre plane, car son plan serait normal
a la courbe G et celle-ci n’aurait qu’'un plan normal, ce qui
est impossible. (Juin 1913.)

Montpellier.

/ EPRELVE THEORIQUE. — Intégrer U'équation
yt—oztyy'—oyd4axty + 3y — 223 =o0.

1° Construire. les courbes intégrales de cette équation.

2 Combien passe-t-il de ces courbes par un point quel-
conque?

3° Distinguer, aux points o passent deux intégrales,
celles qui font partie de l'intégrale générale, et les autres.

4° Déterminer le réle des intégrales

y=x et y=—=x.
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{ EprECVE PRATIQUE. — A et B étant, dans le plan des zy,

les points de coordonnées (1, o) et (I, —{-—3->, calculer U'in-

tégrale curviligne

B (x+ y)de+(y —x)dy
b[ z*+
sutvant les chemins d’intégration C et C'.

1° C est le segment rectiligne AB.

2° C' est la circonférence de centre O, de rayon 1, par-
courue dans le sens direct a partir de A, une fois, et
augmentée du segment rectiligne AB.

Quelle est la valeur de l’intégrale si le chemin d’inté-
gration est formé de la circonférence parcourue n fois
dans le sens direct, ou p fois dans le sens rétrograde,

suivie du chemin rectiligne AB?
(Novembre 1911.)

'EPREUVE THEORIQUE. — On donne l'équation différentielle
2ye — 2 8
y—(z—=y2p=zy"%

La résoudre en prenant pour fonction inconnue
r —y'?=u, et pour nouvelle variable indépendante y'.

Déterminer [’intégrale singuliére et construire la
courbe qui la représente.

EPREUVE PRATIQUE. — Résoudre le systéme dequanons
différentielles simultanées

dz _
'd—t'+ 2 —23 =0,
d

7};—-2+2)'— z=o0,
dz 22 =0
a1 x Y + = 0.

(Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — Intégrer l’équation aux dérivées



( 426)

partielles
qys +pi(x—a)+ xr*+ yt—axr=o.

Indiquer une génération des surfaces intégrales et de
la section de ces derniéres par le plan des zy.
Déterminer celle qui contient l’axe des y.

dz

L]
EPREUVE PRATIQUE. — Montr ue l’intégrale / —_—
o erq gral 3%(1+3)

o
a un sens, et la calculer en utilisant le théoréme des
résidus appliqué & un contour constitué par deux circon-
férences concentriques a l'origine, ouvertes au voisinage
de l’axe réel positif, de rayons respectivement infiniment
grand et infiniment petit, et reliées par deux rayons infi-
niment voisins de cet axe. (Novembre 1912.)

Nancy.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Enoncer et démontrer le théo-
réme de Cauchy pour le calcul de l'intégrale d’une
Jonction de variable complexe le long d’un contour
Sfermé. Donner un exemple.

/ II. On considére une surface S définie par les équations
x = ucosy, ¥y = usiny, z3= f(u,v).

1° Former la condition pour que les sections de cette
surface par les plans passant par Oz soient lignes de
courbure. Cette condition exprime que la fonction f(u,v),
ou que la surface z = f(u, v), vérifie une équation auzx
dérivées partielles du deuzxiéme ordre; soit E.

2° On peut téujours considérer les sections de la surface
par les plans passant par O3z, ou la fonction f(u, ),
comme définissant les solutions d’une équation différen—
tielle ordinaire du premier ordre, soit F, u étant la
variable et v la constante d’intégration.

Déterminer les solutions de l’équation E pour lesquelles
I’équation F est une équation de Riccati. Comment peut-on
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engendrer les surfaces S correspondantes? Trouver la
deuxiéme famille de lignes de courbure et montrer que
les lignes de cette famille sont égales lorsque la surface S
est un hélicoide.

3° On peut définir, d’aprés la deuwiéme partie, des
Sonctions f(u, v), dépendant d’un paramétre, solutions de
Uéquation E. L’enveloppe de ces fonctions, ou des sur-
Saces 3 = f(u, v), est-elle une solution de l’équation E?

(Juin 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — On considére les courbes ¢ dont
les coordonnées, exprimées a l'aide d’un paramétre u,
sont données par les équations

I
x = x) e*’¥, Y=Y ed™, z = zgel’,

3, Y étant des nombres donnés.

Lorsque le point M (zy, ¥, %0) décrit une courbe direc-
trice D, la courbe C engendre une surface S.

2

1° Démontrer que si la ligne D est ligne asymptotique
de S on obtient sans signe d’intégration la famille
d’asymptotiques contenant D.

2° Comment doivent étre choisis a, 3, ¢ pour que les
courbes G solent planes. Montrer que, lorsque les courbes C
sont planes, la recherche de toute directrice D asy mptotique
se raméne auzx quadratures.

3° Dans le cas général, les directrices D asymptotiques
peuvent étre obtenues a ’aide des solutions de trois équa-
tions linéaires et homogénes analogues.

On prend en particulier une courbe D

z0=f(v>; }’0':(?("), zo=q’(9))
telle que l’on ait

S +arf=o0, ¢ +PBp=0, {7yt =o,
f'(o)=o, 9'(0) =0, Y'(o)=o,

et l'on demande de rechercher st les lignes asymptotiques
de la surface S de la famille D ont une enveloppe.
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Quelles sont les particularités de cette enveloppe relati-
vement aux asymplotiques et & la surface S?
Ezxaminerle casona, B,y deviennent des nombres entiers.
(Octobre 1911)

Paris.

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question. — Etant donnée
une équation aux différentielles totales complétement
intégrable :

(1) Pdzx +Qdy+Rdz=o,

o P, Q, R sont des fonctions homogénes des variables z,
¥, 3, du méme degré d’homogénéité, démontrer que l’ex-
pression

1
= Pr+Qr+Rz

est un facteur intégrant pour le premier membre de
U’équation (1), a moins que Px + Qy + Rz ne soit nul.
Danscedernier casles surfaces intégrales de l’équation (1)
sont des cones, qui s'obtiennent par l'intégration d’une
équation différentielle du premier ordre.

Application. — Montrer que les courbes gauches repré-
sentées en coordonnées rectangulaires par le systéme des
deux équations

L2 4 yr4z2=a, zyz%=b,
ou a est une constante donnée, a et b deuxr paramétres

variables, sontles trajectoires orthogonales d’une famille
de surfaces, et trouver ces surfaces.

Deuxieme question. — Démontrer que la fonction

r@y=g [ sin@—a))f(a) ds,
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ou xy est une constante donnée, est une intégrale particu-
liere d’une équation différentielle linéaire du quatriéme
ordre

das3
+a'71‘%, +.-.+aa}’=f((l'),

d*
F(y)=ao %

dont les coefficients sont indépendants de la forme de la
Sfonction f(x).
Trouver Uintégrale générale de cette équation.
Peut-on étendre cette propriété & [’expression plus
générale
1
n—i)!

x
r@) =y [ Lsin(e —a))e-tfla) d,
Lo
n étant un nombre entier quelconque.

* EPREUVE PRATIQUE. — On considére la surface S lieu du
point dont les coordonnées rectangulaires x, y, 3 sont
données par les formules

xr =3u + 3Juv? + ud,
y=3v + 3utv— o3

z=3ut— 3?2

dans lesquelles u et v sont deux paramétres variables
satisfaisant aux conditions

Calculer l’aire de cette surface S, ainsi que le volume
de la partie de [’espace limitée par S. par le cylindre
projetant le contour de S sur le plan Ozz, et par le
plan Ozz. (Juillet 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question, — Soient Oz,
Oy, Oz trois axes de coordonnées rectangulaires M, un
point d’une surface S, T le point ot le plan tangent en M
rencontre l’axe Oz. On demande :
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1° Trouver U’équation générale des surfacesS telles que
Uon ait

OM = OT;

2" Déterminer les surfaces S qui passent par U’hyperbole
représentée par les deux équations

r =1, 23 =1,

3° Démontrer qu’il existe une infinité de surfaces S
tangentes & un plan quelconque P, et qu’il en existe une
qui est tangente au plan P en tous les points d’une courbe.

N. B. — On remarquera pour l'intégration que l’équa-
tion aux dérivées partielles des surfaces S se décompose
en deux équations linéaires en p et q.

Deuxiéme question. — Trouver l’expression générale des
JSonctions analy tiques

f(z)=P(x,}’)+iQ(-T,}’)

de la variable complexe z = x + iy, telles que la partie
réelle P(z, y) est le produit d’une fonction X de x par
une fonction Y de y.

On demande de choisir les constantes dont dépend cette
Sfonction f(3)de facon que les racines de Uéquation f(z)=1
sotent les nombres de la forme nwi, ot n est un nombre
entier, chacune d’elles étant une racine double.

EprecvE PRATIQUE. — Calculer Uintégrale double
’ f[p\/4—pﬁdpd6

étendue a Uaire intérieure a Uellipse

4 sinf
= T+ sin20
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Nota. — Aprés avoir éffectué lintégration en dp, on
pourra utiliser la méthode des résidus.
(Octobre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — Premiére question. — Soient Oz,
Oy, Oz trois azxes de coordonnées rectangulaires, M un
point d’une surface S, N le point d’intersection de la nor-
male en M avec le plan xOQy. On demande de déterminer
les surfaces S telles que la longueur MN soit égale & la
distance du point N a 'axe Oy.

A I
/ N

Trouver les surfaces de cette espéce quir passent par le
cercle representé par les deux équations

z =0, i+ y:—2x = 0.

Démontrer que les caractéristiques sont des lignes de
courbure des surfaces S et que la seconde famille de
lignes de courbure est formée de courbes planes dont le
plan passe par ’azxe Oy.

N. B. — Pour intégrer Uéquation aux dérivées partielles
des surfaces S, on pourra commencer par démontrer que
les caractéristiques sont des courbes planes, dont les plans
sont paralléles a ’axe O 3.

Deuxiéme question. — Soit u(x, y) un facteur intégrant
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pour Uéquation différenticlle du premier ordre
(1) dy — f(z, y)dz =o.

Démontrer que la fonction

satisfait a l’équation aux dérivées partielles

v oy 02f
(2) _d—.; +f@ -+ v —}—, oy = o,

et qu’inversement de toute intégrale de l’'équation (2) on
peut déduire un facteur intégrant pour l’équation (1).
Trouver la forme que doit avoir la fonction f(z, y)
pour que Uéquation (2) admette une intégrale particuliére
v =X, ne dépendant que de la variable . En déduire
Utntégrale générale de l’équation correspondante (1).

EPREUVE PRATIQUE. — C étant une circonférence donnée,
on désigne par A et A’ les points de contact des tangentes
a C issues d’un point extérieur M.

Démontrer que ’intégrale double

I_fflsmA\lA |
AM

dans lagquelle dm désigne U'élément d’aire décrit par m,
a une valeur finie quand on l’étend a un domaine D
extérieur a G, que D s’étende ou non a Uinfini, qu'il
atteigne ou non le contour C.

Calculer I quand on prend pour domaine D successive-
ment chacune-des cing régions en lesquelles deux tan-
gentes a C faisant entre elles un angle donné a divisent

la partie du plan extérieure a C.
(Juillet 1912.)



