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[0'7a] ,
SUR LES RESEAUX CONJUGUES:

Par M. V. JAMET.

1. Comme suite a mon précédent article, je signalerai
les surfaces sur lesquelles toutes les courbes d’un méme
réseau conjugué sont dans des plans tangents & un
méme cylindre du deuxiéme ordre.

On prendra pour plan des x y le plan d’une section

droite, et 'on observera que toute tangente a cette
section est représentée par une équation de la forme

() Z2—Ya+X=o,

ol a désigne une constante, X, Y, Z étant des fonc-
tions linéaires et homogénes des Irois coordonnées
homogénes x, y, u. Par chaque point du plan des z ¥
passe une droile représentée par I'équation (1) et une
deuxiéme droite représentée par 'équation

(2) L2~ Y3+ X =o0.

L’équation aux dérivées partielles que nous voulons
former doit admettre pour intégrales les trois fonc-
tions X, Y, Z de « et de 3, ou trois fonctions qui leur
solent proporﬁohnelles, savoir

al, a+ 8. 1;

et comme elle est de la forme

020 a9 00
mg+A;—a+B;§+ce=0,
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on en conclut qu’elle se réduit a

920 0  of
(3) (d——g)m%—a:——-d?:O.

Si son intégrale générale est désignée par 6, la
cote 5 d’un point de la surface cherchée sera égale

, 0
a —-.

u

Voici comment on obtient cette intégrale générale.
D’abord on trouve, par deux différentiations succes-

sives,
0
gazopr
et par conséquent
a29 , ”
9208 =f"(a)+ ¢ (B),

S et o désignant deux fonctions arbitraires. On en
déduit

0 =Bf"(a)+23'(B) +/fi(2) + o (),
f1, v, désignant deux fonctions qu’il s’agit de déter-

miner en tenant compte de l'équation (3). Or on
trouve, en vertu de cette relation,

—a f(z) — B¢"(B) + S (2) —¢'(B) — fi(a)+ 91 (P) =,
ou bien
Bo"(B)+¢'(B)+ o1 (B) =af"(a) —f'(a) + fi(a),

et ceci ne peut avoir lieu que si les deux membres de
telte égalilé sont égaux a une méme constante. Soit

done
af'(a)—f'(z) +fi{a)=a.

On trouve, en intégrant,

af'(a)—2f(a)+ fi(z)=aa+c;



.
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et de méme

. Bo'(B)—29(B)+¢1(B)=al -+,
plllS
(4) 0= (B—a)fi(2)+2f(2)
+(@—=P)e'(B)+209(3) +a(a+ ) +0,

b désignant la somme des deux conslaules arbitraires
¢, ¢; et le probleme actuel se résout par cette derniére
formule.

2. Dans l'étude des surfaces que nous venons de
définir, la recherche des lignes asymptotiques se
raméne aux quadratures. En effet, une telle surface est
une transformée homographique de celle qu'on défi-
nirait en prenant pour coordonnées homogénes z, y,
z, u d’un point courant, les fonctions

a@7 a + p, e’ XI

en désignant par § le second membre de la formule (4);
mais alors équation différentielle des lignes asympto-
liques
d*x d*y d*z du
x }/ g u
vz oy 9z ou
o oz oz Ja
or oy 03 ou

g 93 93 B
se réduit a
S (2)dar+¢"(8) dpt=o,

comme on le voit en faisant subir au déterminant ci—
dessus toute une suite de transformations faciles. Les.
lecteurs désireux d’appliquer a notre probléme les pro-
priétés fondamentales des fonctions elliptiques recon-
naitront que cela est possible dans le cas ou 'on a, par
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exemple,
_ [t __ [Peupd
f(a)‘—‘/a‘o F(t) d‘r ?(p)"" g,/g‘o F(u) 2

en désignant par F un polynome du troisitme ou du
quatriéme degré.

3. Un autre cas particulier du probléme traité dans
le précédent article est celui ou le réseau plan donné
est constitué par deux faisceaux linéaires de droites.
Ce cas est tellement simple que nous n’y insisterions
pas s’il ne se rattachait au probléme suivant : Trouver
une surface sur laquelle il y ait un réseau conjugué
Sormé de deux faisceauzx de courbes planes, dont
les plans ont en commun, pour chaque faisceau,
une méme droite fize.

Le cas particulier précité est celui ou les deux
droites sont paralléles; on y raméne, par voie d’homo-
graphie, le cas ou les deux droites se coupent.

Quant au cas général, je l'ai traité, puis-je dire, sans
m’en douter, dans un Mémoire inséré aux 4nnales de
U’Ecole Normale (Supplément de 1887), 0u jai résolu
le probléme suivant : Z'rouver une surface telle que
ses sections par les plans passant par une droite
donnée soient les courbes de contact de la surface
avec des cones dont le sommet est situé sans cesse
sur une autre droite donnée. En effet, d’aprés une
proposition de M. Kcenigs, que je ne connaissais pas a
cette époque, les courbes conjuguées des sections faites
sur une surface par un plan passant par une droite A,
sont les courbes de contact de la surface avec les sur-
faces coniques dont le sommet est situé sur A. Donc,
si A et A’ sont les deux droites dont il est question dans
le premier de nos deux énoncés, les courbes conjuguées
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des sections planes dont le plan passe par A’ sont les
sections planes dont le plan passe par A, et les deux
probiémes se transforment U'un dans Pautre; or, le
deuxiéme donne lieu 4 une intégration qui m’a paru
intéressante. En effet, si les équations de A sont X =o,
Y = o, et si les équations de A’ sont Z =0, U=0,
I’équation
22X o02Y 0Z o9°U
oadf Odwodp 0x08 oadf

X Y YA U
X o gz g f=o
0% da oz ¢
X o
ofp 98 op 9P

exprimant la condition pour que les deux faisceaux de
courbes a, B soient conjugués, doit étre vérifiée si 'on
y fait Y = aX, U= 37, et I'on doit tronver

02X 02X X o0*Z 027 0z

5298 “340B T 9% 0adh "9xo8 T ox

X aX z BZ

X oX 07 =0,
uw Y % B

oX X YA 7

% o e Pagrt

d’ou 'on déduit

02X o0X o0Z oZ
Jxof Of 0x0B da
- X o Z o

oX 0z =o.
w X oa°
oX oz

# ° @

Done, on doit trouver trois fonctions A, B, C rem-
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plissant les conditions suivaates :

5) ::«):p ax B‘;‘;+cx_o,
(6) -$+AX_0,

d‘%;?_ﬁ df-&—BZ—g—+CZ_o,
%+BZ=0

On écrit la premiére de ces relations sous la forme

L5 m)n (o~ R)xon

et, en la comparant avec la deuxiéme, on trouve

oA
5 = G — AB.
On trouverait de méme
oB
'5{_3_ = C — AB.
On en déduit
oA _ 0B
da 9B’

par suite, il existe une fonction D telle que l'on a

A_dlogD _ologD
- o ’ = T ox
=) G_9ogD 1 DD _ 1 oD

En vertu des relations (7), I'équation (6) devient

d(DX) _ :
d{i = 0.

On tire de 1a
DX = f(x),
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et ceci concorde avec I'équation (5), qui devient, en

vertu de (=
(), 9 (DX) _
0203

On trouve de méme

DZ =9¢(B),
et 'on en conclut
X _ [
Z "~ (B
ou bien ¥
Y
x_7 (x)
Z~"7IN’
*(3)
ou encore

1

/(x)=2+(3)"

résultat conforme a celui que j’avais signalé dans le
Mémoire précité.



