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[02f]
SUR QUELOUES ENVELOPPES;

Par M. L. BRAUDE, a Bierstadt-Wiesbaden.

I.

1. La discussion des enveloppes est souvent assez
difficile, quand on applique sculement des coordonnées
cartésiennes. En ce cas, il est recommandable de se
servir des coordonnées intrinséques ('), c'est-a-dire
d’une relation entre I’arc s el le rayon de courbure R.

(') Voiur 5 WoLFFING, Bericht uber den gegenwartigen Stand
der Lehre®von den naturlichen Koordinaten (Bibl. Math.,
3° serie, t I, 1900, p. 142-159). — CEsARO-Kow \LEWSKI, Vorlesungen
uber naturliche Geometrie Leipzig, B -G. Teubner, 1go1. — AousT,
Analyse infinitésimale des courbes planes. Paris, 1873.
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Auk publicaiions de B. Gessis, dont la plapart se

trouvent dans ce JOUI‘na‘ et qui sont réunies dans ion
ceuvre ('), il y a béaucoup d’exemples dont nous allons
généraliser quelques-uns dans cet article. Nous aurons
donc des théorémes connus sous une autre forme ou des
propriétés inconnues de certaines familles de courbes
planes. 1l y a presqué loujours une contenance avec
les développées intermédiaires (*) que j'ai définiés
comme lieu du point, qui divise les rayons de courbure
dans un rapport constant.

-

2. E. Cesaro a défini (3) la famille des courbes dé-
nommeées d’apreés lui, qui contient, par exempl?, les spi-
rales sinusoides (*), les courbes de Ribaucour (%),
les cycloidales (®) et les coniques, par la propriété
suivante : .

Le rayon de courbure (R.ER%‘> de o déve-
loppée est divisé dans un rapport constant par son
intersection avec fe rayon vecteur.

Nous profitons de cette propriété pour traiter les
cycloidales.

(') Voir la note (') de la page précédente.

(?) Voir ma Thése, Uber einige Verallgemeinerungen des
Begriffes der Mannheimschen Kurve. Heidelberg, 1g11.

(3) Nouvelles Annales, 3° série, t. VII, 1888, p. 171-190;
3¢ série, t. IX, 1890 p. 143-157; 3¢ série, t. XIII, 1894, p. 102-106. —
Voir aussi CEsAR0-KoWALEWSKI, loc. cit. , P. 54, ou H. WIELEITNER,
Spezielle ebene Kurven, 1908, p. 303, ou enfin F.-G. TEIXEIRA,
Traite des courbes spéciales remarguables planes et gauches,
t. I, p. 273. Coimbre, 19o8.

(*) G. Lor1a, Spezielle algebraische und transzendente ebene
Kurven, I1. Auflage, t. I, p. 2}0; Leipzig, 1g1o-1911, H. WIELEITNER,
loc. cit., p. 13%; CEsaRo, loc. cit., p. 61; TEIXEIRA, loc. cit., p. 259.

(*) G. Loria, loc. cit.. t. II, p. 137; WIELEITNER, p. 299; CEs:mo
p- 94; TEIXEIRA, t. II, p. 282.

() WIELEITNER, p. 195; Czsﬂno, p. 58; TEIXEIRA, t. II, p. 135
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Nous menons par chaque point P de la courbe T
et par le point Py, qui divise le rayon de courbure de

lu développée de T au rapport constant l;)\

droite; chercher U’enveloppe E, de la droite.

une

SiT est une courbe de Cesaro, nous aurons pour une
certaine valeur de A le ptle O comme enveloppe.
Soient (fig. 1) « et y les coordonnées d'un point

Fig. 1.

N

quelconque par rappert au systéme (') de la tangente
et de la normale de P. Le premier centre de courbure
A, de P adonc les coordonnées 2, =0, y, = R.

SiRy, R,, ... sont les rayons de courbure supérieurs

(R,, = Rd[:i';_’) , on a comme coordonnées de Py :

(1) zy=—AR;,  ys=R.

1.’équation de la droite PP, est donc

") ARz + R,y =o,

(1) CESARoO, p. 21; WIELEITNER, p. 173.
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dR
ou, comme R‘:‘—RZ}"
(2) f(.r,y,s)E)\z'—i—y‘Z—l::o.

Pour avoir z et ¥ comme fonction de s, il faut diffé-
rentier (2) sous la forme ()

of of of _
(3) (y——R)ﬂ—x-@-—de—s_o,
d’ou il résulte
dR d:R
(4) ‘TE'— (\)\+Rdsz>+)\R=0'
On a donc par (2) et (4)
! dR
Sx— AR
- dR\? d*R’
(5) / (G ) IR
e AR
- dR\ 2 2R’
\ )\i—f—(?{;) + AR it
ou, comme
6 dR R, d*R _ RR,— R?
(6) HTR AT R
L AR?R,
YT T R+ RI(1— ) + ARR,’
(7) 32 Re

Y= WRT-Ri(1—%) - ARR;
Si A =0, (2) représente la normale de I ('), soit
x=o; par (5)ou(s)ona
r =o, =R,
le point A;;sik=o0,0na

r=o0, y=o,

M) CESA\RO, p. 24; WIELEITNER, p. 156.



( 341)
c’'est-a-dire la courbe I elle-méme. Pour A=1, on
cherche I'enveloppe de PA, ou A; est le second centre
de courbure de P. L’équation (1) est alors (*)

(1a) Rz +Riy=o
et 'on a
_ RR]
‘ =T R+R,
(7a)

7= oo
Y= R—f-Rz-

Si A =—1, la droite est menée par P etle point cor-
respondant de I'antévolute de la développée de I'; on
a donc (2)

(18) Rz — Ry =o,
R2R;
= RraRI—_RR;
(78) R

Y= R 2R]— RR;
3. Pour construire le point de contact Q(z,y), nous
nous servons d’une certaine développée imparfaitede I'.
. R .
Soit Py, <x =o,y= m) le point de cette courbe cor-
respondant 4 P (o0, 0), alors ]a normale au point Py est
parallele a la droite (1”), car on a (voir fig. 1)

dR R
(8) tange = 33 = YR

Le rayon vecteur PQ est

1
AR2(A2R?+ R})?
s = /z? 2 = .
(9 r=vVary = gRrRIG—) - \RR,

(&) CESARO, p. 31.

(*) Les courbes pour lesquelles toutes les droites (1’) sont paral-
léles sont des courbes de Ribaucour; si h = —r1, on a une chainette
d’égale resistance.
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Mais comme le rayon de courbure (‘) de Py est

(MR24 RI)?

(10) Ry= (I+ M) AR+ Ri{i— &) + ARR; ]’
on a enfin
(11) r= I)—')\R)\cos’q

On a donc la construction suivante de Q :

Soit M un point sur (1') de sorte que PM = Ry —— ! +)‘
quand on projette M en N sur la normale de F, Ia
projection de N sur (1') est le point Q.

Pour A\=—3,0na

3R2R,
| = SR 4RI —3RR;"

R -
Y = GR*F {RI—3RR,

(12)

Le liea de (12) est d’aprés Cesaro (2) le lieu des
centies des conigues osculantes la courbe T.

Au général, Uenveloppe () est le lieu des centres
des cercles directeurs des courbes de Cesaro de l'in-

. — A .
dice n = -:—:X, qui osculent la courbeT.

Si le rayon du cercle osculateur est zéro, les courbes
de Cesaro sont des spirales sinusordes; si r = o, on a
des courbes de Ribaucour.

Au systéme (tangente normale), 'équatien de la di-
rectrice est (3)

(13) I+n dR +n+|

T=nds R=o.

1

(') Theése, p. 16.

\
6 Eu‘m p. 77-78.
(*) Cesaro, p. 77
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Mais cette droite est la tangente de la dérivée impar-

faite A = :::, car, en différentiant (13) d’aprés (3),
on a

dR R
(13a) TXds T T TER T O

RR,— R\ R R

135) 21+ )+ R~ T = o
d’ou

X =0 = R

g | y'— l+)\

Nous avons donc une nouvelle génération des déve-
loppées imparfaites, soit :

Les directrices des courbes de Ribaucour d’indice
1—2A .
n= 5 qu osculent la courbe T, enveloppent la

développée imparfaite ).

Comme cas spécial, les directrices des cycloides
osculantes (n=o0) enveloppent la développée moyenne

(h=1), celles des paraboles osculantes (') (n =—2)
enveloppent la développée A =—3, enfin celle des
chatnettes osculantes (2) (n =—3) enveloppent 'an-
tévolute (A= — 2).
Exempres. — I. Pour les ¢cycloidales (3)
s2  R?
(14) —07 -+ F =1,

(&) CEsaRO trouve comme lieu du point de contact x = o,
R .
y=—= (voir p. 78).

(%) Cette développée imparfaite fut définie par Jacques Bernoull,
Linee cycloidales, evolute, antevolute, etc. (Acta Erad., mai
1692 ). — Thése, p. 18.

(®) LoRia, t. 11, p. 105; CEsARoO, p. 83.
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on a comme développées des trochoides du méme mo-
dule.

Alorslesdirectrices des courbes de Ribaucour d’ un
module quelconque osculant la courbe (14) enve-
loppent une certaine trochoide.

SN b . .
SiA==+ — on a comue trochoide le cercle directeur
el nous trouvons :

Les directrices des courbes de Ribaucour de l’in-
dice

a—>b a-+b
ou n,=

(l5) ny =

osculant (14), enveloppent le cercle directeur.

Pour Vhypocycloide tricuspidale, la développée
imparfaite A =3 ou A=—3 est la circonférence,

mencée par les rebroussements; au dernier cas les
courbes osculantes sont des paraboles (*).
Soit (14) une astroide droite

(16) 452+ R2= C2,
Alors la circonférence menée par les rebroussements

est recue comme enveloppe des directrices des chal-
nettes ct des astroides obliques (*) osculant (h=—2).

La développée imparfaite 7. = — (bTZ de (14) est (3)

une rhodonée, la podaire de la développée. Alors on
trouve :

(') Cetle génération se trouve dans CESARO, p. 78.

(?) WIELEITNER, p. 301, voir mon article aux Monatshefte, de
Vienne : Uber Parallelkurven der Epi- und Hypozykloiden, 1913,
p. 186.

(*) Theése, p. 22. Quant aux rhodonées, voir Loria, t. I, p. 358;
WIELEITNER, p. 238; TEI\EIRA, p. 211.
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Les directrices des courbes de Ribaucour de 'in-
a?+ b2
as — b2

rhodonée du module g-

dice n'= osculant la courbe (14) est une

Il. Pour les courbes paralléeles a (14) qui ont les
coordonnées intrinséques

(17) s =a(v —sing), R=06(1—coso),

. (. T I/
les développées intermédiaires A = == 2 sont deux cy-
a

cloidales, qui ontla méme base circulairve (*). Elles sont
anticycloidales, leurs rebroussements sont situés dans
chaque deuxiéme rebroussement de la développée
de (17).

Par exemple, les directrices des chainettes osculant
astroide oblique 4 deux points triples, enveloppent
une néphroide de Proctor.

L. Comme la développée imparfaite X = " d’une
1=+ n

spirale sinusoide de D'indice n est (*) une courbe

analogue de I'indice n, =

12
L’ nous trouvons :

Les directrices des courbes de Ribaucour de
1 . . . .
module ~, qui osculent une spirale sinusoide du

module n, enveloppent une spirale sinusoide de
n

Uindice .
1—n

1V. Enfin chaque développée intermédiaire d’une
spirale logarithmique

(18) R =as

(') Voir la note (?) de la page précédente.
(?) Thése, p. 41.
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est une spirale congruente (*). Alors l'enveloppe des
directrices des courbes de Ribaucour d’un module
quelconque, qui osculent la spirale (18), est une
spirale congruente, qui a le méme péle.

4. Pour avoir les caordonnées intrinséques de E,,
nous formons (2), d’aprés Cesaro :

Sr dx y
\Z=F —k+1=—RU,
(19)
| _dr 2 _ Ry
ds — ds R )
ou
(1g) U= G=DR{AMR+RE+ 3A(RRy—RY) + M R(Ry Ry— R

[MR:+ Ri(1—X) + ARR,]?

Alors U = o est I'équation différentielle des courbes
de Cesavo (®) pour lesquelles I'enveloppe E; est un
point fixe. Les coordonnées intrinséques de E; sont:

g =f\/1saz+ RIUds,

3
_ UR(MR:+RIp
= BRI+ R](1—X) + ARR,

(20)
R

= U RR)\(1+ Q).

Si A=1, on a pour I'enveloppe de (1,)

, _ [(R,Ry—RRy) YR RIL R}
51 “f R(R + R;)° ds,
(21) 3
p—  (RiBy— RRy) (R R§)T
! (R+R,)b

Exempres. — 1. Soit I la cycloidale

(22) S’—\‘—%:l.

(1) Thése, p 22.
(*) CESARO, p. 21-24; WIELEITNER, p. 174-175.
(®) CESARO, p. 77
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En faisant s=eoasp, R =14sing, nous avons, d’a-
prés (7),

&= Ij‘_)\sinlcp €059,
(23) iy

y= l_'_.Asinhp,
d’ot, selon (19g),

i = 1——3)\00520

ds ~ 1—A\ v
(24) 8y  1— 3\ .

5 = T3 cos¢ sing.

Les coordonnées intrinséques de Py sont alors (')

o =Sy G- (B

(25) «

P 2 Sy d sy
’P\ \/ > <ds> <R+7arctangd >

O b2 SO

(26) “ 4(1— ) T
’ R = M:in’w,

4(1—2n) '

Alors I’équation intrinséque de P; est

En remplagant X par — X, nous avons de méme

, , w_ [MO+30)72
(27) 4)\’53+(l+)\)'R2—[m] .

Mais comme la développée intermédiaire == A
de (22) est la circonférence fondamentale, nous avons
le théoréme suivant :

TERITTTTT T EE g C e e

) CESA‘Ro, p. 21-24; WIELBITNER, p. 173.
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Lorsque la normale de la cycloidale (22) coupe la
circonférence aux points Py et P_y, les enveloppes
des droites,menées par P,paralléles aux normales de
Py et de P_;, sont deux cycloidales (27) et (27').

8i A ==1, (22) est une cycloide; au premier cas
toutes les droites sont paralléles, (27') est une cycloide
congruente.

Si A === 3, (22) est une hypocycloide tricuspidale,
(27) une courbe semblable, (25') une hypocycloide a
six rebroussements.

Soit A== —; alors (22) est une néphroide de
Proctor ('), (27) une astroide.

Sih==%= %, (22) est une cardioide; au premier cas
on a un point, le rebroussement réel; au second une
néphroide.

Il. Pour la spirale logarithmique, dont I'équation

(28) R = as.

'angle ¢ est toujours constant; on a donc une dévelop-
poide congruente.

1.

5. Dans ce qui suit, nous voulons chercher les enve-
loppes de quelques systémes de circonférences. Chaque
courbe est I'enveloppe de ses cercles osculateurs; c’est
pourquoi nous voulons dilater les cercles osculateurs
du centre ou du point de contact et déterminer !’en-

veloppe.

(') C. ProCTOR, A treatise on the cycloid and all forms of the
cycloidal curves, p. 176, London, 1878; Loria, t. II, p. 113; WIE-
LEITNER, p. 139. Voir aussi la Thése de R.-C. ARrcHIBALD, The
cardioide and some of its related curves, Strasbourg, 19oo, et
mon article, cité a la note (®) de la page 344
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Au premier cas I'équation de la circonférence dilatée
est
(29) z*+(y —R)pP—p2R2=o,
d’od 'on a, d’apres (3),

p— — 2
(30) =% Ruy/1-— s,

y= RG—p).

Il'y a donc une enveloppe seulement si p <C 1, cest-
a-dire en contractant les cercles. En faisant g = cosa,
ona

(31) 2 == Rsinacosa, ¥ = Rsin?a.

Mais le lieu (') de ces points est composé de deux
développoides aux angles == a; nous avons donc le
théoréme :

L’enveloppe des cercles osculateurs contractés du
centre de courbure se décompose en deux dévelop-
poides.

Cette génération nous rappelle la construction du
point de contact par Réaumur (2).

6. Dilatons les cercles osculateurs des points de
contact; le lieu de ses centres est alors une certaine
développée intermédiaire.

L’équation du cercle est

(32) 2?4+ (y — nR)2= p2R?
ou
(33) flz,y,s)y=at+y*—2pRy =o.

En différentiant d’aprés (3), on a
(34) (g —1)Rz— pRyy =o.

(') WIELEITNER, p. 177.
(?) Loria, t, II, p. 262; WIELEITNER, p. 177.
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Cette droite, dont nous avons déjatrouvé Venveloppe,
est paralléle a la normale du lieu de z =0, y = pR,
c’est-a-dire du centre de (33). En faisant

- S el o
(35) p= ) = T

nous avons par (33) et (34)

— 9AR?R, 222 R

G r=armreRy’ Y T GE (PR RD

On a donc, d’apres (8),
(36) V- yt = n?fx cos,

d’ot il résulte :

Lorsque la circonférence (32) coupe la normale
de T encoire au point

oo _ 2R
Ple=oy=25)
la projection de P' sur la droite (34)
(37) ARz+ Ry =o0

est le point de contact; la normale de U'enveloppe
contient naturellement le centre de (32).

De méme le lieu de (35) ala qualité suivante :
C’est le lieu des pdles des spirales sinusoides de

Y —A .
Uindice n = %-F—T qui osculent la courbeT'.

Cesaro avait trouvé (') comme cas spéciaux le lieu

des foyers de parabolés osculantes (n =— %, A= 3>,

(1) CesiRro, p. 79-8o.
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et le lieu des centres des hyperboles équilatéres oscu-

lantes (n=—3, h=—2).

Exempres. — 1. Soit T la cycloidale (22). Nous avons
donc (35) :

2 cos¢sinZe
X ’
(38) -

2

}/:

n sindo,

et d’apres (19)

(30) 8z 1—3A &y 1—3%
9 ds T T e ds ~ i+ k.

sin29,

Les coordonnées intrinséques de l'enveloppe sont

alors
. 1—3X\ . 1— 32X\

oy o==23s Remmn—an ™
et son équation intrins¢que

y 264 (1 — o [RBA—=DT,
(41) A2s'2 4 (1 ‘2)\)2R’—[ g

Pour E_j, on a
(42) A2s24 (1 4+ 2A0)2R"2 = [__.._.)()?):: l)]z.

Mais comme les développées intermédiaires ==x
de (22) sont la base circulaire, nous avons le théoréme :

Lorsque la normale au polnt P de la cycloidale
(22) coupe la circonférence aux points P, et P,, les
enveloppes des circonférences dont PP, et PP, sont
des diamétres se décomposent toujours en (22) et
une autre cycloidale (42) ou (41).

1I. Traitons comme exemple les développantes des
cycloidales,dont les coordonnéesintrinséques sont(17):

(43) s = ¢ —sino, R = A(1— coso).



(352)
Par élimination de ¢, on a comme équation intrin-
séque

p = ! LI
(44) _deR\/z)\—R'

D’aprés (35), on a

)
r =— +)\sm<p(|—cos<p),
(45) 3
y= ——5(1—cosg)y
et
dr A dy 2} .
(46) —(E._—-m(x+zcosq>), =5 = T sine.

On trouve donc selon (19)

_ ¢r _ 1—2) 8y _  1—a2al .
47) 7T SR Y ds O TToen e
et d’apreés (23)

2A —1 .
= T (e s,
(48) ., A(2A—1)
R' = —lj\Q—(I—COS‘?)‘

En changeant ) en — A, on a de méme :

. 2h 1 .
\ s = 1—_’_)\ (¢ —sino),
| wr Mo\ +
' R =-—(12t—)7;2(1—c059).

(49)

I’équation intrinséque a la forme

ol ,_2h—1 N
(38) R-—(l—cos)\_lw)
ou

L s 21 A
(49" R'= (1-—005 +lm)-
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Pour les développantes des cycloidales (33), les
dérivées sonl des courbes analogues, les développées
intermédiaires sont, comme nous l'avons déji men-
tionné, deux cycloidales analogues.



