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CONCOURS D'AGREGATION DE 1912.
SOLUTION DE LA QUESTION DE CALCUL DIFFERENTIEL
ET INTEGRAL;

Par M. C. CLAPIER.

1. Une tangente MT au point M du cercle (y) est
déterminée par son plan de projection dont l'équation
normale s'écrit

Zcosa+ ysina —r=o,

et par le plan du cercle lui-méme. Si l'on se donne
une fonction uniforme w(a), les plans dépendant d’un
parametre o,

(1) rcosz+ysing —r+w(s—h)=o,
enveloppent une surface développable (S).

Cette surface dépend de la fonction arbitraire w(a)
et les équations de ses caractéristiques sont

xcosa+ g sina+ws =r-+mh
(2) My , ¥ i
2 — sina 4+ ¢ €052 + vz = wy h.
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Sil’on résout ces équations par rapport a z et y, on
obtient les coordonnées d’un point de (S) a 'aide des
deux variables « et z. La courbe (C) section de cette
surface par le plan 2Oy sera définie par

x = pcosx —p' sina, p=r-+uwh,

(3) (3 1 ' ’
¥y = psina+ p' cosa, p'= wyh.
Au point u(x, y) correspond sur la tangente p. a cette
courbe le point P de sa podaire, etl'on a
N ,
OP:p, Z‘OP:z, Pp.:p
2. Une courbe (C,) définic par son équation en
coordonnées cartésiennes aura une podaire dont I'équa-
tion coordonnées polaires p et a pourra s'écrire

F(cosa,sina, p) =o0;

d’ou I'on déduira un nombre limité de valeurs des
fonctions o,(2); a chacune d’elles correspondra une
représentation par les formules (3). Sil'on se donnait
(Cy) sous la forme y = f(z), pour qu’elle pit comncider
avec une courbe (G), il faudrait que p satisfasse a
Péquation diftérentielle

Yz=—cotz= f/ (pcosa—yp sina),

dont l'intégration introduira une constante arbitraire
qui provient de ce que toutes les courbes y = f(x) + C
sont des intégrales.

Si 'on fait subir une translation a la courbe (G;),

on aura
p=r—+wh+*k

En ajoutant une constante arbitraire & a la fonction
o1(a) qui définit la représentation et caractérise une
surface (5,), on aura toutes les autres surfaces (S)
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anxquelles correspondent les autres solutions de 'égua-
tion différentielle déterminant p ou w.

La représentation n'est possible que si a tous points
de (C,) correspond une seule tangente et une seule
valeur de g; 1l faut donc que la courbe algébrique
donnée n’ait aucun point multiple a tangentes dis-
linctes.

Exzemples : On pourra représenter 'hypocycloide a
trois rebroussements par les formules (3) en prenant
e=Rcos32, et 'hypocycloide a quatre rebrousse-
ments, développée de I'ellipse a 'aide de g=Isina.cosa.

3. Pour appliquer la représentation précédente 2
I'intégration d’une équation différentielle ordinaire,
nous exprimerons les coordonnées x et y et les déri-

’ ! n m iy L " ’

Vées ¥y Vs Yy +o- @ 'aide de p, a et les dérivées suc-
CESSINES £3y Dny Sy »ven
Nous avons

o dy.dz ,_ Ay da!
S dn’ Y T d i dx e
et nous déduisons, par les formules de transforma-
. tion (3),

—1

4 L R —
(4) Y cota,  y sorale o)

” 3R cosa + p' 4+ p" "
(3) YE e R=op+ 0"

R est le rayon de courbure au point w de (C).
La nouvelle"équation différentielle pourra étre plus
facilement intégrable, et nous donnera

p=0(2%C),Cs ...);

portant dans les expressions (3) nous aurons l'inté-
grale générale de I'équation différentielle proposée a
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Paide du paramétre a et des constantes arbitraires
€, Cy, .... La courbe intégrale ne devant pas avoir de
points singuliers, il y aura des équations différentielles
exceptionnelles qui a aspect de leurs coefficients ne
pourront étre intégrées par cette méthode.

Appliquons a I'équation du deuxiéme ordre

Y'(zy'—y)=(+yn%
nous trouvons, a 'aide de (3), (4) et (5),

(6) J+20=0 ou p+R=o,

¢(2) = A cosy/22 + Bsiny/2a.
La courbe intégrale (C) est rectifiable; on a en effet

ds =— Rdx = ¢(2)da,

. B -
S = —sin 21——cos/21,

V2

ou, avec de nouvelles constantes m et 6,
(%) S = msiny/2(z—90).

Soit (C,) une courbe particuliére correspondant
a (8= o, m=1); il suffira de la faire autour de I’ori-
gine d’un angle quelconque § et de prendre les homo-
thétiques relatives a ce pdle O pour avoir toutes les
autres intégrales.

D’apres les relations (3) et (4), une équation en
(z,y,y") quicontient linéairement x et ) prendra la
forme ¢'= a(2)p + b(a) et son intégration se raméne
aux quadratures.

Une équation du second ordre de la forme

mf_)i:_z__,_n:n’
Vit
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rayon de courbure, prendra la forme
'+ (m—+1p=n

et sera intégrable par quadratures. Si n = o, on aura
une équation de la forme (6) et son intégrale générale
pourra étre obtenue par le déplacement (rotation et
homothétie ) d'une intégrale particuliére.

4. Une surface (S) est une développable circonscrite
au cercle fixe (v) et 4 une courbe quelconque (G) du
plan 2Oy. Prenons une famille de courbes (C) dépen-
dant d’un parameétre ¢, et ayant pour équation, sous
forme tangentielle,

(8) p=r—+uw(z,c)h

A chacune d’elles correspond une surface (S), dont
les équations (2) de la caractéristique s’écrivent

X — rcosz

(9) wcosx — w' sina
y — rsina p MN
= ——— — 3 == e—— .
wsina + w' cosx = ‘/1"— © — w2

Une courbe () sera déterminée par une relation
entre s et x, 5=/~ —f(a,c); lorsque o et c varient,
elle engendre une surface () représentée par les
expressions

z =rcosx—+ f(a,c)[w(x c)cosx — wy sinx],
(10) y =rsina + f(a,¢c)[w(a,c) sinx + wy cosx],
%= h—f\d, ch

qui donnent les coordonnées de I'un de ses points a
l'aide des parameétres (a, ¢).

Si dans I'équation cartésienne d’une surface donnée
(=), on remplace z, y et 3 par les valeurs (10), on
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obtiendra une équation qui déterminera f; cela
revient & prendre pour (o) la courbe d’intersection des
droites caracléristiques (g) avec la surface (Z,).

Pour que la détermination de f soit unique, il faudra
que ces droites M rencontrent (Z,) en un seul point N
autre que le point M; la surface donnée devra donc
passer par le cercle (v). Dans le cas o w?4w?=1,

la distance MN = f/2.

5. Si I'on excepte les surfaces réglées admettant le
plan zOy comme plan directeur, les équations (10)
peuvent représenter une surface quelconque.

Supposons que cette surface (X,) soit orthogonale a
la famille de surfaces (S)dépendant du parameétre ¢ = {3
et écrivons les équations (10) sous la forme

zcosx—+ysina =r—w (a,B)L(a B),
(11) ¢« —xsina+ycosr= —w'(aB)L(x B,
z=h+’~:(1’ B)'

Les courbes () sont définies par = const. et le

plan tangent a la surface (S) correspondante a pour
coefficients directeurs

cosa, sinz, w(x 3).

Pour qu’il y ait orthogonalité, il faudra que la fonc-
tion inconnue {(«, ) soit choisie de maniére a satis-
faire a la condition

cosa sinax ©®

oxr 9y
(12) oz ax Y=o
ox dy
o o 7
07 o

p=g0 q=;’—|3.
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Les expressions (11) donnent z, y et 5 a l'aide des
variables indépendantes 2 et 3. Dérivons les deux
premiéres successivement par rapport a ces variables;
nous obtenons

i adz—coszd‘y—w/ + wy{ m—dzm
3 sin % 013—- aq 25, 2—0103’
I )
: ‘coszi}:—sinﬁdz—r——w' — (o + o
sa =~ i Pp—1(w+ w"),
) adx+s'|1 v _ « r %

cos L i 103_ vg — wi g, wl—.-tﬁ,

(13"
— inzf)-‘z—cowd—x;—-—m
s % TTox £

On déduit facilement la valeur du mineur

=wp(wg+w{)+(wg+w l)[r—wp—7>(w+o’)].

A l'aide des égalités (13) et (14) nous pouvons déve-
g P

lopper la condition (12) et obtenir I'équation aux déri-

vées partielles qui déterminera

(E) pllu(i+wt)—wiow]+q(1+0)[r—I{w—ow")]

— u)(:)l:[l‘— (w—+ w”)]:o;

elle estlinéaire par rapport aux dérivées de 5 fonction
des parametres (a, B).

L’aréte de rebroussement d’une surface (S) s’obtient
en ajoulant aux équations (2) la suivante

— reosx—ysina+ wyzs=uwyh,
ou encore
(g—Ah)(w=+—w")=r.
Il en résulte que s1’on choisit la fonction arbitraire

r

o

= —
W —— W
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les équations (11) représenteront la surface lieu des
arétes de rebroussement des développables (S).
Cette surface (I,) sera une solution singuliére de

, . . ar . .
’équation (E), sil'on a d_; = o, el par suite, si les sur-

faces (S) sont choisies de maniére qu’on ait

d*w
W+ W = "?(;(3)»

(15) w=Acosx+ Bsina+ ro(8).

Nous pouvons prendre @(@):3 el dans ce cas
P'équation (E) se réduit a

ploww' —(1—B)(1+ w)g = wrl,
et elle est facilement intégrable.
Une surface normale aux génératrices (2) est telle

que la condition (12) et la suivante

—sina cosx W'

or oy

(16) 9% . P l=o
ox Jdy
A

soient salisfaites.
D’apres les expressions (13) et (13'), on devra avoir,
par Uélimination du mineur (14),

pl(w wy+ wwy )+ gu'[r—(w+ )] =o.
La surface (X,) sera une solution parliculiére et

obtiendra toutes les autlres en prenant pour (o) une
développante de I'aréte de rebroussement.



