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[K'14f]
SUR UN HEXAEDRE PARTICULIER;
Par M. R. BRICARD.

1. Il existe dans le plan deux espéces de quadrila-
Léres ayant leurs cOtés opposés égaux deux a deux : le
parallélogramme et le contre-parallélogramme
(figure formée par les cétés non paralléles et les diago-
nales d'un trapéze isosccle).

Dans I'espace, il existe un hexaédre, le parallélépi-
peéde, dont toutes les faces sont des parallélogrammes.
On peut rechercher, par analogie, s’il existe un
hexaédre dont toutes les faces sont des contre-parallé-
logrammes. Nous allons voir que la réponse est affir-
mative. Donnons, dés maintenant, le nom de contre-
parallélépipéde a 'hexaédre satislaisant.

2. Soit abeda'b'c'd le schéma d’un contre-parallé-
Iépipede (fig. 1). Les lettres ont été tellement dispo-
sées que deux quelconques des sommels a, b, ¢, d
soient les sommets opposés d’une méme face de '’hexaé-
dre; a', V', ¢/, d' sont les sommets de I’hexaédre res-
peclivement opposés aux premiers.

Par hypothése, le quadrilatere a'cd'd par exemple
est un contre-parallélogramme ; ses diagonales a'd’
et cd sont donc paralléles. De méme, a'c’ est paralléle
a db, el a'd’ est paralléle & be. Autrement dit, a'd’, a'c’
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et a'd sont respectivement paralléles aux cédtés du
triangle bed; ces trois droites sont donc dans un méme
plan, d’ailleurs paralléle au plan du triangle. On verra,
par un raisonnement semblable, que ce dernier plan
contient aussi le point a.

Ainsi, les deux quadrangles abed et a'b'c’'d’ appar-
tiennent respectivement 4 deux plans paralléles Pet P'.

a’ c

En outre, les cotés du premier quadrangle sont paral-
Itles & ceux du second, deux cotés paralléles étant
désignés par des “lettres différentes (par exemple ab
et c'd’). On voit qu'a trois cotés concourants de I'un
des quadrangles correspondent dans’autre trois colés
formant un triangle. On reconnait l1a les quadrangles
réciproques de la statique graphique.

Pour aller plus loin, faisons une projection ortho-
gonale de I'hexaédre sur le plan P. Le contre-parallé-
logramme a'd b'c restera visiblement tel en projection :
il en résulte que les médiatrices des segments a'b’
el cd (c’est-a-dire les perpendiculaires élevées aux
milieux de ces segments) sont confondues. De méme
les médiatrices des segments a'c’ et db, el celles des
segments a'd’ et bc. Mais les médiatrices des segments
cd, db, bc concourent en un point O, centre du cercle
circonscrit au triangle bed. 11 résulte immédiatement
de la queles quatre points a’, &', ¢, d’ appartiennent i un
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cercle ayant le méme centre O. On verra aussi que le
point a appartient au premier cercle contenant les
points b, ¢, d. En résumé les deux quadrangles abed
et a'b'c'd' sont, en projection sur le plan P, inscrits &
deux cercles concentriques.

Il est facile d’achever. Soient «, . ..., ¥/, &' les an-
gles que font les rayons Oa, Ob, ..., Oc/, Od' avec un
axe quelconque Oz. Pour exprimer que le quadrila-
tére a'cb'd (fig. 2) est un contre-parallélogramme, il

Fig. 2.

suffit évidemment d’écrire que les deux angles a/'O\b’
et cf)\d ont les mémes bissectrices, ce qui donne
o'+ B'=y-+8.
On aura de méme

@'+ =B+,
2+ 8= B+,
B4y =a+3,
fra+d=a—+y,
Y+ 8'=a-+p
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On reconnait tout de suite que ces six équations sont
compatibles, et cela établit définitivement lexis-
tence du contre-parallélépipéde. En résolvant le sys-
téme par rapport a &, §/, ¢/, &, il vient

. —a+@+~[+6,
2
_a—B4+y+ 8$
2
., a+B—y+3 ,
2
a_ a+B4y—0C
2
On peut donc se donner arbitrairement les points a,
b, ¢, d sur le cercle C. Les positions des points o', &/,
¢/, d' sur le cercle (' en résultent. Pratiquement, il
vaul ieux se donner trois points sur le cercle G et
un point sur le cercle C/, par exemple les pointsa, 0, ¢
et d’. On obtient les autres points en utilisant la réci-
procité des deux quadrangles. On aboutit ainsi a la
construction suivante :

Tracer deux cercles concentrigues Cet C'; mar-
quer arbitrairement les points a, b, ¢ sur le pre-
mier et d' sur le second. Construire successivement
les points ¢', a', d et b', appartenant au cercle C' ou
au cercle G suivant qu’ils sont désignés par des
lettres accentuées ou non, en menant d'c', paral-
léle a ba; d'd, paralléle & be; bd, paralléle & a'c’;
c'b', paralléele a ad.

Les points a, b, ¢, d et ceux qu’on obtient en don-
nant au quadrangle a'b'c'd une translation quel-
conque perpendiculaire au plan de la figure sont les
sommets d’un contre-parallélépipéde.
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3. Le contre-parallélépipede jouit de propriétés qui
résultent immédiatement de sa construction. Tout
d’abord, il est évident qu’il estinscrita une sphére. On
voit tout aussi facilement que les douze arétes du po-
lyédre sont réparties qualre par quatre sur trois hyper-
boloides de révolution autour de I’'axe commun des
cercles G et C/, savoir :

H,, contenant les arétes ab’, ba', cd’, dc';
1 b b ? b
H,, contenant les arétes ac', ca', bd , db' ;

’ 9 b) b )
H;, contenant les arétes ad', dd', bc', cb'.

Il existe d’autres hyperboloides attachés au contre-
parallélépipide. Considérons en effet les deux systémes
de quatre droites

ab, a'd', cd, dc'
et
ab’, ba', cd, c'd;

on se rend compte que chaque droite de 'un des sys-

Fig. 3.

temes rencontre chaque droite de l'autre systéme (&
distance finie ou infinie). Ces huit droites sont donc a
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un hyperboloide H; ou elles se répartissent en deux
groupes de génératrices de 'un et de l'autre systeme,
comme le montre le schéma de Ja figure 3. La confi-
guration des huit sommets forme donc ce que M. Fon-
tené appelle un octuple gauche complet.
L'hyperboloide H| touche les deux plans P et P/,
puisqu’il les coupe respectivement suivant les géné-
ratrices ab et cd, a'd' et c'd'. Ces deux plans étant
paralléles, le centre de 'hyperboloide se trouve sur le
plan paralléle et équidistant P”.
Il existe deux hyperboloides analogues :

. ac, a'c, bd, db'.
Hj, contenant les droites , .
¢y ca', bd, bd,

et

, . ad, a'd, bc, cb',
%, contenant les droites % ad', da', be, b'e,
"IIs ont aussi leur centre sur le plan P’.

Eofin une propriété intéressante du contre-parallé-
lépipede est relative a la possibilité de sa déformation
avec conservation des longueurs des arétes. En effet,
le polyedre le plus général de cette nature dépend de
six paramétres de grandeur, & savoir les rayons des
cercles C ct C/, les longueurs des segments ab, ac, ad’,
et la valeur de la translation finale qui sert a le
définir. D’autre part, ses douze arétes sont égales
quatre par qualre, ct la connaissance de leurs lon-
gueurs se traduit par trois rvelations seulement entre
les six paramétres. On voit donc qu’il existe une
triple infinité de contre-parallélépipédes ayant des
arétes de longueurs données.

1l est curieax de constater que le contre-parallé-
lépipede se comporte, au point de la déformabilité,
exactement comme le parallélépipéde.



