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[O07a]

SUR QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES
DE L'ESPACE REGLE;

Par M. Gaston COTTY.

Indépendamment de Pintérét que présente toute
¢tude de Géométrie au point de vue des propriétés de
I'espace qu’elle nous révile, une telle étude peut s'im-
poser par le seul fait qu’elle est susceptible de donner
une représentation concréte, simple et commode d’une
théorie d’analyse, de mécanique ou méme d’arithmé-
tique transcendante. Les correspondances entre étres
algébriques et étres géométriques abondent dans toutes
les branches des mathématiques; lors méme qu’elles
ne constituent pas un moyen de découverte, elles sont
cependant fort utiles enrendantle plus souventintuitifs
tout un ensemble de résultats assez difficiles a établir
analytiquement et en permettant de rattachcer les unes
aux auatres certaines propositions dont les rapports
n’apparaissaienl pas autrement.

La géométrie réglée a été fréquemment utilisée pour
de telles représentations. Dans 1'étude des fonctions
abéliennes, on est amené A considérer une géométrie
réglée un peu spéciale, dans laquelle on distingue les
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éléments de l'espace jouissant de certaines propriétés
arithmétiques. A quelques propositions trés simples de
cette géométrie réglée arithmétique on peult ratta-
cher un ensemble considérable de propositions rela-
tives aux fonctions abéliennes et a leurs transformations
ainsi qu'a la théorie des nombres algébriques et des
formes quadratiques; cela seul suffirait & justifier son
étude. En outre, comme on le verra dans cette Note, ou
nous nous bornerons a énoncer une seule proposition
de cette géométrie et & en signaler quelques consé-
quences immédiates, on est conduit a des résultats in-
téressants en eux-mémes; quelques-uns sont proba-
blement nouveaux, et si leur intérét apparait surtout
lorsqu’on les envisage au point de vue des fonctions et
des formes abéliennes, ils sont cependant assez curieux
et toul au moins inattendus.

L.

1. Considérons un espace ordinaire dans lequel les
coordonnées tétraédriques ou homogeénes d’un point
sont Zy, &y, £z, x3. D’une facon générale, on définit
une droite dans un tel espace a I'aide de six coor-
données homogenes liées par une relation quadratique;
le systeme des coordonnées dépend de I'expression de
cette forme fondamentale a six variables. Dans ce
qui suit, nons adopterons la forme de Pliicker et nous
définirons une droite (d) par ses six coordonndes

pluckériennes pix: Por, Pasy Pozr Pty Posy Pra liées par
la relation

D(pir) = Po1 P23+ Po2 P31~ Poz P1a = O.

11 serait aisé de reprendre les raisonnements avec
d’autres formes [ondamentales et de voir I'importance
que présente ce point de vue.

Dans ces conditions, les coordonnées z; de tout
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point de la droite (d) satisfont aux équations

Po1 Ty Po2 T2+ Po3®3 = 0,

) P10y + P1aTe+ P13T3 =0,
P20Z0-+ P21 Ty -+ P33+ 0,
V P30T0- P Ty Pae s = 0.

2. Sil'on eftectue dans I'espace considéré une sub-
stitution homographique ponctuelle :

o= @y, Xg— a; Xy -+ asXs+ a; \;.
g @y = byXo-- by Xy - by Xa+ b, Xy,

xy= ¢y Xg+ ¢; X1+ 3 X5 4+ 3 X;.
( Zy= dyXo-- dy Xy + dy Xy + dy Xy

(S)

la droite (d) se trouve changée en une autre droite (D)
de coordonnées pluckériennes Pj;. Cherchons les rela-
tions qui existent entre les quantités pj; et Py, en nous
attachant plus particulierement a I'étude de ces rela-
tions, dans le cas ol les coefficients a;, b, ¢iy d; de la
substitation (S) sont des entiers, les coordonnées px
étant elles-mémes entiéres au sens ordinaire ou méme
dans un corps algébrique quelconque.

Pour trouver 'expression des quantités P en fonc-
tion des py, il suffit de remplacer dans les équations (1)
les x; par leurs expressions en fonction des X, ce qui
nous conduit aux équations snivantes de la droite (D)

3
2(1/:'1101 + ¢;pos+ dipo3)X; = o,
=0

3
Z(ail’to—'- cipia+dipiz)X;=o,
1=0

(2) ;
2(“1’1)20‘*— bile -+ diPza)Xz‘ = 0,

i=0

3
E(aiP30+bfP31+ Cipsg)XE: 0.

=0
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Prenons deux quelconques de ces équations, élimi-
nons successivement entre elles X,, X, X, et Xj; les
équations de (D) se trouvent mises sous la forme

P Xi+ Pgs Xo+ P X3 =0,

(3) P10 X, + P12 Xs+ Pi3X5 =o,
Py Xo+ Py X + Py Xs=o,
P3oXo+ P3y X+ P3s X, =0,

et l'on trouve, en posant pour abréger
(mn);;=m;n;— m;n,;,
les expressions suivantes des Py :

Poy = (ab)os por + (ed)oy P23 —+(ac)or Poa+ (Ab)oy ps +(ad)oll703 + (bC)or P12y .
Py= (ab)z3P01 -+ (Cd)zapza +(ac)a3 po2 + (db)zal’al —i—(ad)zspoa == (bc)zapn,
Poy = (ab)os poy +(ed)os pas + (@C)oz2 Poz + (db)o2 P31 +(ad)os po:. + (bC)o2 P12,
Py = (ab)alpm -+ (Cd):nPn -+ ('lc):uPoz -+ (db)sl P31 +(ad)alpos -+ ((’C)upm
Pop = (ab)oapm +(cd)oa P23+ (ac)os po2+ (db)es P11+ (ad)os3 pos + (b€)o3 pra,s
Pia=(ab)zpy + (¢d)12 P2y +(@c)ia Por+ (db)12 p3y +(ad)ia pos + (b€)y2 pia.

Dans le cas ou la substitution (S) est une substi-
tution arithmétique, c'est-a-dire dans le cas ou les
coefficients a;, b;, ¢;, d; sont entiers, les coefficients
figurant dans les relations (R, ) sont également entiers.
Si les quantités pix sont entiéres dans un corps quadra-
tique quelconque, il en est de méme des Pi. En par-
ticulier, si la droite (d) a ses coordonnées plucké-
riennes rationnelles, auquel cas on peut toujours les
supposer entiéres, sa transformée (D) jouit de la méme

propriété. De telles droites a coordonnées rationnelles
seront dites droites arithmétiques.

3. Les coordonnées pi; de (d) s’expriment en fonc-
tion des coordonnées Py de (D) par des formules
absolument analogues aux relations (R,).

Ann. de Matheémat., 4* sévic, L. XL (Mai 1913.) 14
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Pour le voir, il est assez pénible de tirer les p;; des
formules (R,) et de constater les simplifications qui se
produisent dans le calcul des coefficients. Ausst, pro-
céderons-nous d'une maniére indirecte mais plus rapide
en faisant appel a la représentation tangenlielle de la
droite.

Soient ug, uy, Uy, u; les coordonnées tangentielles
d’un plan quelconque passant par la droite (d); on
sait que ces quantités 1; vérifient Fes équations

Wy Uy = Wog Uy + Woz U3 = O,

(4) WUy “+ WUy + Biz3lUz = 0O,
W U+ W Uy -+ Wz Uz = 0,
| W30 Uo+ W3 Uy —+ TI3p ity = 0,

les nombres w;; ¢tant les coordonnées pluckériennes
tangenticlles de (d); ils sont, comme on sait, liés
aux pgx par ces relations

Woy _ Way _ W2 _ W3 _ Woz _ Wyg

() = =2u
P23 Pot P31 Po2 P12 Pos

A la substitution (S) effectuée sur les #; correspond
la substitution (X) effectuée sur les w; :

Up= ayttg= byt + co g+ dyus,

. U= ajug+ byuy 4+ cyuz + d, ug,
(=) Us=ayuy + batt, + cyttg+ dyus,
Uz = asuog+ bzuy+ cyus+ dsu;.

Soient M les coordonnées pluckériennes tangen-
tielles de (D). lLa substitution (E) faisant passer
des U; aux u, tandis que (S) conduisait des x; aux X,
le calcul précédent qui nous a fourni les relations (R, )
nous fournit, sans nouveau calcul, les expressions
des w;4 en fonctiom des Hy, par le simple remplacement
dans (Ry) de pi par My, de Py par »iz, et de chaque’
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quanmtité a;, b;, c;, d; par 'élément qui occupe dans le
détermrinant de (X) la place qu’elle occupe dans le
déterminant de (S). Il est alors bien facile de remplacer
les wiz et I par les pi et Py qui leurs sont égaux et
d’écrire les expressions des p;x en fonction des Py :

Por=(cd)a3Po1=-(cd o1 Pay+ (cd )31 Poat+(cd)or Py1+ (cd )12 Pos+ (cd)o3 Pray
1123 = (ab)y3 Poy4-(ab)o; Pag+ (@b)s; Poa—+ (@b)oa P31+ (ab)1a Pos—+ («b)os P1a,

| Po2= (db)23Poy+ (@b)o1 Paz—+ (db)31 Poa—+ (db)ps Pyy+ (db)12 Pyy— ((db)os Pyo,

P31 =(ac)a3Poy + (ac)oy Pay + (ac)ss Pos +(ac)oz Pag + (ac)ys Po3 + (@c)os P1ay
P03 = (6)23 Pos — (b¢)o1 P23 + (50)31 P2+ (5)oa Pay + (5¢) 12 Poy 4 (6¢)os Pia,
Pr2=(ad)y3Po 1+ (ad)s P+ (ad)31Pos+ (ad)esPyy+(ad)1aPos +-(ad)o3Pya.

Ces formules se prétent aux mémes remarques de
caractére arithmétique que les formules (R,).

4. En réalité, si on tirait les quantités p,; du sys-
teme d’équations lindaires (R;) on n’obtiendrait pas
exactement les relations (R, ) mais ces mémes équations
dont tous les coefficients (mn);; auraient été multiphiés
par A2, en supposant égal & A le déterminant

a, a3 a; ag

A= bo by by b
Cy C1 €y C3
(‘[0 dl d2 d3

de la substitution (S). Sous une autre forme, les
seconds membres des six équations (R,) ne sont pas
égaux aux nombres p;4 tirés de (R,), mais aux nombres
Z‘—,z-p,-k. Les six coordonnées pluckériennes d'une droite
n’étant, en général, définies qu’a un facteur prés, on
pourra regarder comme entiérement équivalents les
systemes (R, ) et (Ry). -

Cependant, il nous arrivera de deﬁmr d’ane fagon
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précise les six coordonnées pluckériennes réduites
d’une droite arithmétique en assujettissant les six
nombres p;x 4 élre six entiers premiers entre eux dans
I'ensemble, satisfaisant bien entendu, i la relation fon-
damentale

D(pin) = Poi Paz—+ PoaPst + PozPra = 0.

Ces coordonnées ne sont ainsi définies (u’au signe
pres, cette ambiguité de signe serait bien facile a lever
par une consention, par exemple celle-ci : p,, positif
ou nul; si py, est nul, pay est positif ou nul; si p,y,
el pay sont nuls, pos est positif ou nul; si pyy, pas
el pya sont nuls, p;, est positif ou nul, et ainsi de
suile...; si Por, Pagy Poxy P3r €L Poy sont nuls, pyyest
positif.

A toute représentation propre de zéro (satisfaisant
a la convention de signe) par la forme ®(p) corres-
pond une droite arithmétique de coordonnées réduites
Piky €t & toute droite arithmétique correspond une et
unc seule représentation propre de zéro par @ (').

Avec ces définitions, les systémes (R,) et (R,) ne
donnent pas d’une facon générale les relations qui
cnistent entre les coordonnées pluckériennes réduites
d’une droite arithmétique (d) et celles de la droite (D)
transformée de (d) par une substitution (S) & coef-
ficients entiers. Mais lorsqu’on ne considére que des
substitutions (S) de degré A égal a I'unité positive ou
négative, ces deux systemes d’équations conviennent
aux coordonnées réduites et sont algébriquement équi-
valents.

(") Dans la suite, il scevait eatendu qu'on ne considére jamais que
des représentations par la forme @, qui satisfont a la consvention
de signe faite suv les p,. ct cette qucstion de signe ne présentant
pratiquement aucun intérét, nous la laisserons de coté.
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En effet, on peut considérer les relations de chaque
systeme comme définissant une substitution i six
variables et 'on vérifie aisément que les déterminants
de (R,) et (R,) sontégaux a A%, SiAest égal d e = £,
ces deux délerminants sont égaux a ¢, et il est immé-
diat que : 1 les deux systémes (R,) et (Ry) sont entié-
rement équivalents; 2° les deux ensembles de six
nombres p;; et P;;x ont méme plus grand commun divi-
seur et (R;) et (R,) donnent les formules de trans-
formation des coordonnées pluckériennes réduitcs
pour les droites arithmétiques.

5. Il est bien facile,d’apres ce qui précéde, de trans-
porter en géométrie réglée les notions d’équivalence
algébrique ou arithmétique.

Deux droites (d) et (D) sont arithmétiquement
équivalentes sil'une est la transformée de I'autre par
une substitution arithmétique (S) de degré¢ A = =1,
Péquivalence étant propre si A= +1, impropre
s1A = —1. ll est inutile de préciser laquelle des deux
dvoites est la transformée de l'autre dans une substi-
tution arithmétique du premier degré, car il est bien
évident que si (S) change (d) en (D), la substitution
inverse (5~') est arithmétique ct de degré == 1 eninéme
temps que (S). et change (D) en (d). Quant aux for-
mules permettant de reconnaitre I'équivalence de deux
droites définies par leurs six coordonnées, ce sont
celles que nous avons données plus haut.

Cette définition de Péquivalence s’étend immddia-
tement aux divers ensembles de droites (complexes,
congruences, séries réglées, etc. ).

Dans tout ce qui suit, lorsque nous dirons de deux
systémes réglés qu'ils sont équivalents, nous sous-
entendrons qu’ils sont arithmétiquement équivalents.
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Quand un ensemble de droites (E) sera le transformé
d’un autre ensemble de droites (e) par une substitu-
tion (S) & coefficients entiers et de degré A différent
de =1, (E) sera dit équivalent a (e)dans une substi-
tution de degré A. 11 est nécessaire de préciser dans
quel sens a lieu cette équivalence spéciale.

On peut se proposer d’étudier les conditions néces-
saires et suffisantes d’équivalence de certains ensembles
de droites jouissant de propriétés arithmétiques spé-
ciales. e probléme ainsi posé est trés étendu, a cause
de I'arbitraire que présente son énoncé.Nous traiderons
complétement, dans la suite, I'équivalence des com-
plexes lin¢aires a coefficients rationnels et nous en
donnerons quelques applications.

11.

6. Le plus simple des systemes réglés qu’on ait &
considérer est le complexe linéaire, qui comprend
comme cas particulier le complexe linéaire spécial,dont
la considération revient a une nouvelle facon d’envi-
sager la droite en la vegardant comme axe d’un tel
complexe.

Soit
(6) Z @k pii = Qo) Po1 + A3 Pr3—+ Qo2 Poe

= Az P31+ Aoz Po3 + A1a P12 = 0

I'équation d'un complexe linéaire (¢). Nous étudierons
principalement le cas des complexes arithmétiques,
c'est-d-dire le cas ou tous les coefficienls «,; sont
rationnels. On peut les supposer entiers et premiers
entre eux dans l'ensemble, ce qui permet de définir les
coefficients réduits et V'équation réduite d’un com-
plexe linéaire arithmétique. Ces coefficients réduits
ne sont définis qu'au signe p1és; on léve celte ambi-
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guité de signe par une convention particuliére,comme
on I'a fait pour les coerdomnées réduites des droites.

7. Une substitution (S) change le complexe li-
néaire (¢) en un autre complexe linéaire (C) d’équa-
tion

(7) ZAPy =00

On obtient cette équation (7) en remplacant dans
Iéquation (6) de'(c) les quantités p;x parleurs expres-
sions en fonction des quantités P; données par les
relations (R,).

On trouve ainsi les expressions suivantes des coef-
ficienls Ay, de (‘C) en foncrion des coefficients a;x

de (¢):

Aoy = o1 (cd)ys + @a3(ab)as + aoa (db)es—+ asy(@c)ay+ ags (bc)as+ ara(ad)as,
Agz = ap(cd oy + @z3(ab)os + aps (Ab)os + a3y (ac)e+ oz (be)py + aya(ad)oy,
Ags = ap1(cd )31+ A (ad)sy + ao2 (db)s1 + azi (ac)s1+ aos (be)a+ as(ad)ss,
Az = aoy(cd o2+ a3 (ad)or + ags (db)os + gy (Ac)oa—+ @p3(bC)og—+ s (ad)os,
Aoz = ay (C‘d)u -+ A3 (ab)m -+ “oz(db)m —+-aszy(ac)ig+ ags (be) o+ aiz(ad):n
A s = api(cd)o3+ az3 (ad)o3 + @oe (db)o3 31 (ac)ez+ a3 (bc)oz+aga(ad)osy

En substituant de la méme maniére dans I'équa-
tion (7) de (C) aux py leurs expressions en fenciion
des Py, tirées des relations (R, ) on exprime les coeffi-
cients a;z de (¢) en fonction des coefficients A ;; de (C)
par les formules suivantes () :

oy = Agy(ab)or+ Ass(ab)ay+ Aoz (ab)or+Aszi(ab)si+ Ags(ab)os+ Atz(ab)u,
asy= A, (Cd)ox+A23(0d)2a+ Aoz (ed)oa+ Asy(cd)zi+ Ags(ed)oz+ As(cd)ia,
@pa == Ag1(ac)or + Ass(ac)es + Aga(@c)oe + Ay (ac)sy + Aoz (ac)os + Aga(acha,
31 = Ao1 (Ab)o1-+ Ass (db)az—+ Aoa (dAb)oa+ As1 (db)31+ Ao (db)os—+ A2 (db)ia,
g3 = Aoy (ad)os+Asz(ad)sz+As(ad)or+As (ad)y+Ags(ad)pz+Ags(ad),
aya = Aot (bC)or +Asz (bC)23 +Agz (bC)or +Asy (bC)31 +Ao3(bC)os + A2 (be)s.

(') Si on avait écrit I’équation d’un cemplexe {inéaire sous la
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8. Il importe de remarquer que, dans tout ce qui
précéde, nous considérons les six coefficients d'un
complexe linéaire comme six nombres définis a un fac-
teur prés et, de méme que les systemes (R,) et (R,).
les systémes (R)) et (R)) ne sont pas entiérement
équivalents. Mais on peut, en considérant d’une part
des complexes arithméliques dont I’équation est sup-
posée réduite, d’autre part des substitutions (S) 2
coefficients entiers et de degré == 1, préciser les résul-
tats précédents.

Les déterminants de (R)) et (R}) considérées comme
des substitutions 4 six variables (comparer § 4) sont
égaux aux déterminants de (R,) et (R,) et égaux a A3,
si(S) est de degré A. Si P'on tirait des relations (R)
les a;x en fonction des Az, on ne trouverait pas exac-
tement les relations (R} ), mais ces six équations, aprés
multiplication des seconds membres par A2. Ce qui
suit en découle immédiatement. Si (¢) est un com-
plexe linéaire arithmétique de coefficients réduits as,
(C) est aussi un complexe arithmétique; soient @ ses
coefficients réduits. Si I'on ne considere que des sub-
stitutions arithmétiques (S) de degré =1, les deux
systtmes de formules (R)) et (R}) sont entiérement
équivalents el donnent les équations de transformation
des coefficients réduits a;; et A des complexes arith-
métiques,

9. Si le complexe (c) est spécial, c’est-a-dire si
l'on a

Apy (23— Aea@3) + (433 = 0,

forme
A3 Poy + Ay Poy—+ Ay Por =+ Aoy Py —+ Ay Po3+ gy Pra = 0

les systémes (R}) et (R)) auraient été identiques & (R;) et (R)).
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(C) T'est également; on vérifie aisément qu'en verlu

des relations (R}) ou (R}). la condition précédente

enlraine
Aot Ass - AgsAsi + Aps\ja=o.

Les coordonnées pluckériennes p;; et Py des axes ()
et (D) de ces deux complexes spéciaux sont :

Po1 = Qa3, P23 = o1, Po2 = 34,

P31 = doa, Poz = A2, P12 == Qo3
et
Pm = A231 Pay = on; Por= \."m

P:l = A027 Pos= Al!y Pi‘! = Ags.

Les systemes (R}) et (R,) se réduisent, dans ce cas
particulier, aux systemes (R, ) et (R,) donnant les for-
mules de transformation des droites, qu’on envisage
ainsi comme axes des complexes spéciaux.

10. Plus généralement, cherchons les relations qui
existent entre les invariants des complexes (¢)et (C).
Considérons les deux quantités

3(c) = @y Azs - Ags 31 + Ag3@ys,
3(C)= Ao Ves+ AgeAg + Agz Ay,

qui sont, d'aprés Klein, les invariants de (c) et (C).
Ces invariants ne sont bien définis qu’aulant que les
coefficients a;; et A;; le sont eux-mémes, mais nous
pourrons parler avec précision de linvariant d’un
complexe arithmétique, étant entendu que les coefli-
cients figurant dans 3 sont les coefficients réduits
(Pambiguité de signe de ces coefficients n'intervenant
pas dans la valeur de l'invariant). Tout complexe
arithmétique a ainsi un invariant bien déterminé qui
est un nombre entier quelconque.

Les a;s étant supposés donnés, si les A;x sont ceux
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que définissent les formules (R'), on trouve

3(C) = A3 (e),

mais si l'on suppose, au contraire, les A, donnés et
les @, tirés de (R}), on trouve que c’est 3(c) qui est
égal a A3(C).

Dans tous les cas, si deux complexes arithmétiques
sont arithmétiquement équivalents, ils ont méme inva-
riant 3, cette proposition ayant, comme nous l'avons
montré, un sens trés précis. Nous verrons que, récipro-
quement, deux complexes linéaires arithmétiques de
méme invariant sont équivalents.

II1.

11. Nous démontrerons dans ce Chapitre un certain
nombre de propositions qui renferment Loute la théoric
de I'équivalence des complexesiinéaires arithmétiques.

Pour ne pas étre obligé de présenter, pour chacune
de ces propositions, des discussions arithmétiques
toujouts ennuyeuses, nous raménerons les démonstra-
tions a Papplication du théoréme suivant :

Soient o, yo, 30y Loy Lay Y1y 54y 4y et inconnues,
le systéme d’équations (')

(ry )i = A, (x3)1 =B, (xt)e =G,

(E) !
(3)o1 =12, (ty)o=B, (¥3)n=1,

est résoluble en nombres entiers si A, B, G, #, f et y
somt six entiers vérifiant la relation

Ax+ BB+ Cy=o.

(') Rappelons qoe mn, = m n —m n,.
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La nécessité de celte relation résulte de 'identité
(¥ )o1(31)o1 4+ (2301 (LY Jor =+ (2 t)o1(y3 )1 =0,

qui alien quelles que soient les valeurs de 4, ¥4, -+-q 4+
Nous sommes obligés de distinguer plasieurs cas.

Premier cas. — A, B et C ne sont pas tous nuls.
Ces trois nombres entiers ont alors un p. g. c. d. bien
déterminé 3. Posons

) 1= < )=

)

o] B
os| W
ol O

N
ry=28, r=o0, Y=

les équations de rang impair du systéine (E) sont satis-
faites. Il nous reste, pour déterminer y,, z, et ¢y, a
résoudre en nombres entiers les Lrois équations de
rang pair de (E) qui s’écrivent

C

=% — vl =2
a v all ’

G A
Yo+ 3 ty = 8,

B
’ B A
PEARr Rl

(8) [ —

es équations inéaires en yg, 3, sont com-
G quat 8),1 y B0y Loy t
patibles; la troisiéme est une conséquence des deux
autres si I'on tient compte de la relation

Am—i—Bﬂ—{—-C*‘/:o,

Il nous faut prouver que les deux premicres sont
résolubles en nombres entiers par rapport aux inocon-
nues yq, 3, to. On sait quo'al saffit pour cela que les
deux matrices

G B C B

o = — = 0 = —-= a
[ ) o [

C A Cc A 8
-3 ° T -3 ° 3
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aient méme p. g. d., c'est-a-dire que les valeurs des
déterminants i deux lignes el deux colonnes qu’on peut
tirer de chacune d’elles aient pour ces deux malrices
méme p. g.c. d. Le p.g.d. de la premiére matrice est

lep.g.c.d. de
) AC  BC Ct

Y R, Y RS2

. , . G . A B C .

il esL (Agal a ¢ puisque <, = ¢l sont premiers entre
1) 6 ¢ G

eux dans 'ensemble. Le p. g. d. de la seconde matrice
estle p. g.c. d. des nombres

AC BC Cr x2C BC aA+BB

AC- BC G aC
PR TR L 3

A B , , N ~C
Or, 3———_‘;:—{3——— étant égal a — —(6—, ce p.g.c.d. est

C . R
encore = et le systeme (8) est résoluble en nombres
entiers.

En particulier si o, 3 ety sont nuls, il suffit de poser

A B LG
Yo = 5 Se= 0=
Deuziéme cas. — A, B et C sont nuls; a, B et yne

sont pas tous nuls. Supposons « différent de zéro; aet
ont alors un p. g. c. d. bien déterminé 3. Posons

Ty=r1=1lj= 0, t,~_—8\

i

o R

Yo=—=x)

3]
>

Pour satisfaire aux équations (E), il suffit de choisir
¥ et 5, entiers, de maniére a vérifier I'équation

x B
T FH=T

cela est possible et méme d’une infinité de maniéres,

. a .
puisque 3 et % sont premiers entre eux.
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Troisiéme cas. — A, B, G, a, 8 et y sont nuls. Il y
a évidemment des solutions entiéres de (E); ce sont
les suivantes :
Lo = m, Yo=n. 39 = p, to=gq,

xy = km, y1=kn. 3= kp, t =kq,
m, n, p, q et k élant cinq entiers quelconques.

12. Etablissons encore la proposition suivante qui
sera dans la suite d’un usage constant :

Soient a,y by ¢, d, (i=o0, 1, 2, 3) les seize coeffi-
cients d’une substitution (S) quelconque de degré A
et n un nombre arbitaire, les relations

(ab)z -+ n(ab)= ay,
(ed)oz + n(cd)y= ass,

(ac)os + n(ac)ys = aops,

(9)
(db o3+ n(db)i, = as,
(ad)os +— n(ad)1a= dos,
(60)03 -+ n(bc)“ = Q43
entrainent

Qo1 a3+ Ay @31+ Qo3 @a = NA.

Une forme connue de développement d’un détermi-
nant du quatri¢eme degré donne

A= [(ab)es— (ab)a][(cd)os+ (cd )]
= [(@c)es = (ac)iz] [(db)os+ (db)ys]
—+ [(ad)os + (ad)12] [(bc)os + (b))
= (ab)os( cd)ya+ (ab)ya(cd)os + (ac)os(db)ys -+ (ac);; (db)os
+(ad)e3(bc) 2+ (ad )12 (bc)os

en tenant compte de l'identité
(ab),,(cd),+ (ac),(db),,+ (ad),(bc), =0
Des relations (g) on tire aisément

Qo Ag3+ Apa A3+ Aoz B1g = ll[(ab)‘)s(Cd)n—t- e
~+ (ad)12(bc)os] = nAa.
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¥3. Fa meéthode que nous suivrons pour traiter les
questions relatives a Féquivalence des complexes
linéaires arithmétiques consiste essentiellement & com-
parer ces complexes aux complexes (K,) d’équation
Pos -+ np,2= 0, nrecevant toutes les valeurs entiéres.
La comparaison directe de deux complexes généraux
assujeltisseulementacertaines conditions, pavexemple:
’égalité des invariants, conduirait a des équations tees
compliquées. La méthode précédente conduit a des
systtmes d’équations simples du type (E) et, par ce
moyen, les résultats principaux apparaissent assez
simplement.

Nous établirons d’abord la proposition suivante :

Il existe des substitutions arithmétiques (S) de
degré A changeant le complexre arithmétique (c)
d’équation réduite

Zajrpir= o,

et d’invariant A positif ou négatif dans le com-
plexe (K )

Poa+-Pig=o,
et il n’en existe pas de degré moirdre.

Si nous nous repartons aux relations (R}), nous
trouvons que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une substitution (S) change (c¢) en (K,) est que ses
coefficients a;, b, ¢, d; vérifient les équations

(ab)oz -+ (@2 = hawy,
(ed)az + (cd Wz = hay;,
(ac)os + (@c)a = hays,
(db)os + (db)1a = hayy,
(ad )3+ (ad)ja = Aays,
(bc)os + (be)e = hays.

(10)
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Le paramétre A ne peut qu’étre entier. En effet, les
premiers mrembres des équations (10) sont entiers, les
a. sont entiers, donc A est rationnel et. de plus, toutes
les. quantités A sond entieres. Si h = g, p et g étant
premiers entre eux, ¢ doit diviser tous les @ ; or, ces
nombres a,x sont premiers entre eux dans I'ensemble,
par conséquent ¢ est égal & Funité et A est entier.

Pour résoudre en nombres entiers les équations (10),
il suffit de résoudre

(1) % (ab)oz = haygy, (ed)yz = o, (ac)os = Aaos,
(db)o; = o, (ad)o3 = A s, (be)es =0,

(12) % (ab)ia= o, (cd)1s = hay, (ac)a=o,
(db)m:)\aah (ad)m::o, (bc)n=)\am-

Ces deux systemes (11) et (r2) sont des systemes &'é-
quations du type (E) résofubles en nombres entiers
(§11).

On en conclut I'enistence de substitutions arithmé-
tiques (S) pour loute valeur enti¢re non nulle de & ; le
degré de (S) est (§ 12) égal & A2A. Les substitutions (S)
de plus bas degré sont de degré A. 1l en existe de ce
degré ainsi que de tous les degrés multiples de Finva-
riant A du complexe (¢) par un carré parfait.

Cas particulier. -- Un cas intéressant est celul des
complexes (¢) d’'invariant égal a == 1.
Le complexe (K_,) d’équation

Pys—Pra=o0

est improprement équivalent au complexe (K ;). D’une
fagon générale :

Tout complexe arithmétique d invariant e ==
est proprement équivalent au complexe (Ke) et impro-
prement équivatent au complexe (K_.).
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Sous une autre forme :

Tous les complexes linéaires arithmétiques d’in-
variant e === 1 sont proprement équivalents entre
eux etimproprementéquivalents a tous les complexes
d’invariant —e.

Nous étendrons cette proposition aux complexes
d’invariant quelconque.

14. Les complexes arithmétiques dont l'invariant
est un méme nombre premier n sont proprement
équivalents entre euzx.

Montrons que :

Tout complexe arithmétique (c) d'équation redute
Sagpir=o et d'invariant n premier est équivalent
au complexe (K,).

Comme nous n’avons en vue que I’équivalence arith-
métique, c'est-a-dire I'équivalence dans des substitu-
tions (S) de degré 1, nous pouvons appliquer (§ 8)
les formules (R}) et (R}) telles que nous les avons écrites.
Les relations (R}) nous montrent immédiatement que
la proposition précédente revient a affirmer que le
systéme suivant d’équations (13) est toujours résoluble
en nombres entiers par rapport aux inconnues a;, b;,
cietd;:

(ab)os + n(ab)is = ae,
(cd)os + n(cd)y = aas,
) (achos + n(ac)ys = Qo
(db)yz —n(db)s = asy,
(@d)o;+ n(ad)s = ae;,
(be)ys — n(be)y = ays;

n n'étant pas nul, les coefticients @y, @o2 €L @3 ne
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sont pas tous nuls, puisque 'invariant
b
Qo3 A23—+ A33a3)~+ Qg3 Ay

est égal a n et ils ont un p. g. c.d. 3 qui ne peut étre
égal qu’a 1 ou a n, puisque c’est un diviseur du nombre
premier n. Nous sommes ainsi conduits a distinguer
deux cas :

1° @gy, Qoo €L Qo3 Sont premiers entre eux dans
Uensemble.

Nous pouvons, dans ce cas, déterminer d’une infinité
de maniéres trois entiers A, u, v vérifiant la relation

(I4) )\a01+ M Qo+ Vo3 =1.
Nous pouvons poser
Qs3= o -+ nA, az; =B+ np, Ay = + nv,

@, § et v élant des entiers.
L’équation

Qo A3+ Aoa Q31—+ Aoz Ay = 1N
nous montre, en tenant compte de (14), que
aag + Pags + yags=o.
Les deux systemes d’équations

(ab)os = ag, (ab)ys = o,

(ed)o3 = a, (ed)e =1,
(@c)os = @oa, (ac)i2 = o,
(db)os =8, (db)y2 =,
(ad)03= Qg3, (ad>12= o,
(bc)os =7, (be)s =v

sont deux systémes du type (E) résolubles en nombres

entiers par rapport aux inconnues a;, b;, c; etd; (§ 11).

On en conclut aisément ’existence d’une substitu-
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIII. (Mai 1913.) 15
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tion (S) changeant (¢) en (K,) et dont le degré (§ 12)

est égal & 1.
2° Lep. g.c. d. de ag, ay et ayy est égal a n.

Les deux systémes d’équations

(22

(@b)os = o, (ab) = —»
(cd)oy = ags, (cd)yy = o,
(ac)y; = o, (ac) = 9’%;
(db)os = asy, (db )1y = o,
(ad)os= o, (ad)y= f;:’j’

(be)os = ays, (be)e = o,

sont du type (E), résolubles en nombres entiers (§ 11),
et leurs solutions donnent des substitutions (S) de

degré 1 (§ 12) changeant (¢) en (K,,).

15. La méme démonstration légérement modifide
montre que :

Tout complexe arithmétique d’invariant premier n
est improprement équivalent au complexe (K_,) et
a tout complexe arithmétique d'invariant — n.

16. On démontre de la méme maniére que:

Il existe des substitutions arithmétiques (S) de
degré A changeant le complexe arithmétique (c)
d’incariant An, n etant un nombre premier,dans le
complexe (K,). Illen existe de tous les degrés KA, K
étant un entier arbitraire non nul, et il n’en existe
pas de degrés autres.

Les substitutions de plus bas degré sont de degré A.

17. Le cas de n quelconque et non pas nécessaire-
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ment premier est plus difficile a traiter. Il est cependant
aisé de prouver que, parmi les solutions des équations
que doivent vérifier les coefficients a;, b;, ¢,, d; des
substitutions (S) dont on a a prouver I'existence, il y
en a qui sont fournies par deux systémes d’équalions
du type (E) (§ 11). Considérons, par exemple, la pro-

position suivante :

1l existe des substitutions arithmétiques (S) de
degré A changeant le complexe arithmétique (c)
d’équation réduite Tapyp=o et d’invariant An
dans le complexe (K,).

Elle comprend, comme cas particulier, I'équivalence
des complexes de méme invariant.

L’application des formules (R} ) et les considérations
(§ 12) relatives au degré de (S) montrent qu’on est
ramené a prouver la résolubilité en nombres entiers
des équations
(ab)os— n(ab), = apy,

(cd)os + n(cd)is = ans,
A (ac)ys + n(ac)is = ap,
%) l (db)os--n(db)s= asyy,

' (ad)oz -+ n(ad), = a;,

P (be o3 + n(be)s = ays.

Supposons qu'il existe une substitution arithmétique
(S) changeant (¢) en (K;); nous pouvons poser

(16) { (ab)oz =ayy,  (ed)s = azy,  (ac) = ay,,
| (db)os = ayy, (ad)o; = dlys, (bC)os = @iy
(ab)y, = agy, (cd)ys = alyy, (acyy = oy,

(17)

\ (db)ll’:a’gh (ad)m:a%a) (bc)m:d"l.z,

Les nombres a,, el a,, sont entiers et vérifient les
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équations

' ’ ' ' ' '
(18) Ay Qg3+ QoaQ3+ Ao3a1, =0,

" " " ) 0o

Ay Qg3+ Aoa @i+ Qo3 Q19 =0
et
’ " " ! ! "

(19) Ao g3+ Aoy A3+ Ayedyy

" ' ' " " [
+ @y Q3+ @3 @), +agyal, = A,

Il existe, par conséquent, douze entiers a); et a;, tels
que 'on ait

(20) a,, = a,;— na'y,

les équations (18) et (19) étant vérifiées; la relation (19)
n’est d'ailleurs qu’une conséquence directe de I'hypo-
thése faite sur l'invariant de (¢) d’étre égal & An.

Inversement, si I'on peut déterminer douze entiers
a;, et aj, vérifiant les équations (18) et (20), les sys-
témes d’équations (15) et (17) sont du type (E), réso-
lubles en nombres entiers (§ 11), le svstéme (13) a
donc des solutions entiéres et I'équivalence de (c) et
de (K, ) se trouve établie.

Par conséquent:

La condition nécessaire et suffisante pour que
le complexe arithmétique (c¢) d’équation réduite
Sapgpik=o et d’invariant n soit équicalent dans
une substitution de degré A au complexe (K,), est
quon puisse trouver douze entiers a; el a;;, vérifiant

les équations
= ay -+ naj,

’ / ’ ' / T
Ao Byg—t Wy dyy—+ Qo5 =0,

" " " " " " —
Qoy Qa3+ Aoy A3+ Qg3 Ay9=0.

Le théoréme de géométrie que nous voulons établir
est donc enliérement équivalent a cette proposition
d’arithmétique :

Soient aix: agy, Ass, Agay A3y, Qosy Ayq, SIT nOMbres
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entiers donnant une représentation propre de nA
par la forme

P(air) = ays asy—+ Aoy + Apadyy,
n et Aétant deux entiers quelconques. On peut poser
Qi = @+ nQpg,

de mnaniére que les six nombres aj dune part, les
six nombres a;, d’autre part, fournissent une repré-
sentation propre de zéro par la forme ®.

Les théorémes précédents (§ 13, 14, 15 et 16)
prouvent que celle proposition est exacte pour n égal
a 'unité ou méme pour n premier. Au fond, ils ont é1é
démontrés par la vole que nous suivons maintenant en
cffectuant cette décomposition de toute représentation
propre de nd par ® en une somme de deux représen-
lations de zéro par la méme forme.

18. Pour éviter toute difficulté dans ce cas ou n est
quelconque, nous utiliserons l¢ résultat suivant : tout
complexe linéaire arithmétique est équivalent & un
complexe arithmétique de méme invariant dont les
coefficients ay et @,y sont nuls. C'est un cas particalier
d’une proposition plus générale que nous avons établie
ailleurs, a propos de recherches sur les fonctions abé-
liennes ().

Nous n’avons ainsi qu’a démontrer e résultatannoncé
que dans le cas ol @y, et a,; sont nuls, cas ou il est &
peu prés évident, ce qui nous évitera de nouveaux
raisonnements arithmétiques.

(') Les fonctions abéeliennes et la theorie des nombres, 17 Partie,
Chap. 11, § 3 (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse,
1912).
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En effet, si a,, et a,; sont nuls, @y, a3, gy €t @42
¢tant premiers entre eux, on peut d’'une infinilé de

"

maniéres déterminer quatre entiers «jg,,

vériliant I'équation

” ” ”
Agyy a, ., el (4%

" "o, " "o
Aoa Ay )+ A31 T4 = Uy3Q 5+ Q123 = A,

ces entiers élant choisis, 1] est bien facile d’en trouver
deux autres, ay, et 'y, lels que

" , Lo
agy @y =—(dyy = agyai,).
" ’ " M ’ ’
Les @ étant détermings, les a;, le sont par les rela-
tions
ay, = a,, — nay,

et 'on vérific aisément (ue les entiers «,, et @), salis-
font & toutes les conditions imposées.

19. On en conclut du méme coup I'exactitude des
deux propositions (§ 17) géométrique et arithmétique.
Clest un fait général ct des raisonnements simples du
genve des précédents permettent d’énoncer de nom-
breuses propositions d'arithmétique, conséquences des
précédentes, ct qui conduisent aux propri¢tés de la
forme ®. Nous en donnerons seulement deux exemples
de nature diflérente :

1° De la proposition relative & P'équivalence des
complexes de méme invariant, on déduit que :

Etant données deux représentations propres aix
et Ay d’un méme nombre par la forme ®, on peut
toujours passer de 'une a Uautre par une substi-
tution du premier degré a six variables du type
(R)) ow (R}).

Ces substitutions (R') ne dépendent que de seize
entiers. On peut énoncer ce théoréme :
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Etant donnée une représentation propre a,; du
nombre entier n parla forme ®, on en déduit toutes
les autres représentations propres de n par @ et
celles-la seulement par les formules (R') oa a;, b,
ciy di sont seize entiers assujelits seulement & rendre
égal a l'unité le déterminant de (R')).

2° Donnons un exemple ot interviennent les sys-
temes d’équation du type (E).

1l est bien évident qu'on peut toujours trouver un
complexe arithmétique (C) équivalent 2 un complexe (c),
de coefficients réduits ai, tel que les coefficients «g,
et a;, de (C) par exemple aient des valeurs entiéres
arbitraires p et ¢. En raisonnant comme nous 'avons
fait (§ 17) on en conclut que :

Ktant donnés deux nombres entiers quelcongques p
et g, on peut toujours trouver deux représentutions
. - ! / / I o/ 7
(Zoy T4y Yoy Vuy 5oy 51) €L (Zy, Ty Yoy ¥y Zos “‘1) de
ces nombres par la forme linéaire a six variables

Aoy Ty -+ A3+ Aoa Yo+ A1 Y1+ Qo3 To+ A12 34,

ont les six coefficients a; sont supposés premiers
dont 1 ¢ t supp p
entre eux dans l'ensemble, telles que (2o, ,. ¥y, 1,
Zoy Z1) et (xy, ), ¥y Vs 3y, 3,) fournissent une
représentation propre de zéro par la  forme
=X, X, + Y Y, +7Z,Z,, [(xg + x,), () +2,).
(Fot2s)s (Fo+90, (5o+30), (34+3,)] donnant
une représentation de l'unité par cette méme
Jorme ®; cest-a-dire telles qu’on ait

oy + VoY1 -+ 393 =0,

Zyx + Yoy 5,5 =0,
(@o+20) (T1-+ 1)+ (Fot-70) (F1+y'1) + (30 30 ) (31 + 2)) =1.
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20. Pour achever I’étude de ’équivalence des com-
plexes arithmétiques, il nous reste & déterminer les
substitutions permettant de passer d'un complexe
arithmétique quelconque (¢) d’invariant n a un aatre
complexe arithmétique quelconque (C) d'invariant N.

Nous savons trouver une substitution arithmétique ¥
de degré 1 changeant (¢) en (K,) de méme invariant
et une substitution également du premier degré X' chan-
geant (Ky) en (C). Désignons par S toute substitu-
tion (S) arithmétique de degré A changeant (K,) en
(Ky); les substitutions £S¥' sont de degré A, changent
(c)en (C) et sont les seules substitutions arithmétiques
jouissant de ces deux propriétés. Nous sommes ainsi
ramenés a la recherche des substitutions changeant(K,)
en (Ky).

L’application des formules générales (R)) et R})
donne immédiatement les relations nécessaires el suffi-
santes qui existent entre les coefficients a;, b;, c; et d;
d’une substitution (S) changeant (K, ) en (Ky). Ces
relations sont celles del’'un oul'autre des deux systéemes
suivants d’équations qui sont entiérement équivalents :

/ (ab)y3+ N(ab)ja=o,
(ed)oz+ N(ed)2=o,
(R)) (ac)os+ N(ac)s=o,
(db)os+ N(db )12= o,

(bec)os + N(be)a= n[(ad)y3+ N(ad)2] = I0;
n(ad)e+ (be)oy = o,
. n(ad);+ (be)yz =o,
(RY) n(ad)e;+ (bc)os = o,
n(ad);; + (be)yy = o,

n(ad)y;+ (be)yy= N[n(ad)is+ (bc)2] = o.

I est nécessairement multiple de n et de N. D’ail-
leurs 9% ¢étant ainsi choisi multiple quelconque de » et
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de N, il existe des substitutions (S) dont les coeffi-
cients vérifient les relations ci-dessus écrites. Leur

G2
degré (§ 12) est égal a —ﬁ%
Soit & le p. g. c. d. de N et n et soit
n=n's, N = N'¢.

9% multiple de n et de N est de la forme KeN'n/,
K étant un entier quelconque. Le degré de (S) est égal a
K232 N"2 2
o2N'n’
pondent des substitutions (S) changeant (K, ) en (Ky)
et les substitutions de plus bas degré sont de degré n'N'.
Si n et N sont premiers entre eux, elles sont de
degré nN. n et N étant deux entiers quelconques, ces
résultats s’étendent aux substitutions changeant (Ky)
en (K,). Finalement :

== K2N'n’. A chaque valeur de K corres-

Deux complexes arithmétiques d’invariants n et N
sont équivalents dans des substitutions de degré n'N',
n'et N' étant les quotients de n et deN par leur p. g.
c. d. D’une fagon générale, K désignant un entier
arbitraire, toutes les substitutions changeant l'un
quelconque des deux complexes en l'autre sont de
degré K:N'n' et il en existe de tous ces degrés cor-
respondant aux diverses valeurs entiéres de K.

La détermination effective de ces substitutions résulte
des considérations précédentes.

Nous réservons pour le moment I'étude des substitu-
tions automorphes d’un complexe linéaire, c’est-a-dire
des substitutions le laissant inaltéré.

21. Jusqu’a présent nous n’avons pas considéré les
complexes spéciaux et il nous reste a étudier I'équiva-
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lence de ces complexes spéciaux, c’est-a-dire des
droites arithmétigues.

Toutes les droites arithmétiques sont équivalentes
entre elles arithmétiquementet méme dans les subs-
titutions de tous les degreés.

\utrement :

Taus lescomplexes spéciaux sont équivalents entre
eux arithmctiquement et dans des substitutions de
tous les degrés.

Conformément a la méthode que nous avons suivie,
nous montrerons que tout complexe arithmétique
spécial d’axe (d) est équivalentan complexe spécial (K ),
c’est-a-dire au complexe dont I'axe est la droite (D)
dont toutes les coordonnées p; sont nulles sauf
Pi2=1.

’application des formules (R, ) et (R,) donne immé-
diatement les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une substitution (S) change la droite (d) de coor-
données pi; en (Dy). Ce sont les suivantes :

(cd)o3 = par, (ab)oz= pas, (db )3 = Poss

(20)
(ac oy = pai, (6¢)os = pos, (ad)o; = p1a.

Si le degré A de (S) est fixé, il faut en outre que si
Ion pose

(ed)yr= 243, (ab)is= 2y, (db )32 = 234,
(@c)2 = 22, (b€ )12 = 24, (ad)12= 243,
on ait d’abord la relation
. Qgq Ky —+ Ko U3y + gy Xg2== 0
et ensuite

T pil = Al

Tout revient & déterminer les a4, car ensuite la



( 235)
détermination des coefficients de (S) est ramenée a la
résolution en nombres entiers de deux systémes du
type (E) (§ 11). Comme pour les complexes non spé-
ciaux la proposition géométrique se ramene a un théo-
réme d’arithmétique :

Etant donnée une représentation propre pi de
zéro par la forme ®, on peut (rouver unc autre
représentation de séro par ¥ telle que Saipix soit
égal @ un nombre entier quelconque A.

Ce théoréme est évident lorsque poy, py2 €L po3 sont
nuls. Or une droite arithmétique contient une infinité
de points arithmétiques (points d coordonnées enticres);
les points arithmétiques sont équivalents entre eux ct
en particulier équivalents au point (1, 0, 0, 0). Douc,
toute droite arithmétique est équivalente a une droite
arithmétique pas<ant par ce dernier point, droite dont
les coordonncées pyy, poz €t py3 sont nulles.

La démonstration de la proposition précédente est
ainsi ramenée au cas ot elle est évidente.

Remargue. — Ce théoréme permet de compléter les
résultats (§ 19) relatifs aux propriétés de la forme @
en cc qui concerne les représentations de zéro par cette
forme, et il est susceptible d’applications arithmétiques
analogues a celles que nous avons données.

(A suivre.)



