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[M'3]
SUR QUELQUES THEOREMES DE LAGUERRE;
Par M. G. VALIRON.

Dans une Note Sur les courbes planes algébriques
(Comptes rendus, 1863), Laguerre a énoncé quelques
remarquables théorémes, qu’il a appliqués dans diverses
autres Notes (voir OF uvres,t. 11, p. 23, 64, 178, 480,
537). Je me propose de donner ici une démonstration
simple de cerlains de ces théorémes.

Si z et ¥ sont les coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires d'un point M, les nombres complexes
s=x + iy, 3=z — iy, sont les coordonnées iso-
tropes de ce point. O étant l'origine des coordonnées,
@, 'un des angles de la droite OM avec Ox, on a

OM = /[37],
a=lA<i,>+—[-.L
2 2 21

en désignant par A(«) 'argument du nombre u. La
deuxiéme égalité définit 0. & = prés. Etant donnés deux
points M, (3, 5,), Ma(3., 3}), imaginaires conjugués,

z

)
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les nombres 3, el 35, sont respectivement imaginaires
conjugués de 5, et z,, donc

OM;OM,; = |VZ,z;zzz;I= | 21 22],

1 3y &g
a|+12=——A<— -

A (3 z’,> = A(315).

Etant donnés p points M|, My, ..., M, Laguerre appelle
orientation du faisceau OM,, OM,, ..., OM,lasomme
(définie a = pres) des angles de ces directions avec Oz
si 4 toute direction OM, correspond la direction imagi-
naire conjuguée, l'orientalion A du faisceau est, en
désignant par 34, 7, les coordonnées de M,

’Ii” 1 3z 2 9
1 2 r4
A= :'xl,:A(zh zi’"'vzll)za"\<-'/_ -—I--.-_l->.

q=1

L’orientation de p droites est définie en menant par
Porigine des paralléles & ces droites, donc a = prés.

Laguerre introduit encore la notion de centre har-
monique de n points par rapport & un point P : si
My, M,, ..., M, sont les » points donnés, on prend les
inverses de ces points par rapport a un cercle arbitraire
de centre P, on forme la somme géométrique des
vecteurs qui ont pour origine P et extrémité ces n
points inverses, on divise ce vecteur-somme par n et
I'on prend l'inverse de I'extrémité obtenue par rapport
au cercle considéré; on obtient ainsi le centre harmo-
nique de My, ..., M"‘ par rapport a P. 5j z,, ::l sont les
coordonnées de My, z, z' celles du point P, et Z, Z'
celles du centre harmonique, on a

n
n N 1
™ Z—z=z Zq— 3
1

et I'égalité analogue. Ceci montre, en particulier, que
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lorsque P s’éloigne indéfiniment, le centre harmonique
tend vers le centre des moyennes distances.

Supposons que, par chaque point My, on méne la
perpendiculaire a4 la droite PMy, et qu'on prenne la
premiére polaire du point P par rapport a 'ensemble
de ces droites : cette polaire est la perpendiculaire
menée par le centre harmonique & la droite joignant
ce point au point P. En effet, en prenant P pour origine,
la perpendiculaire & PM, menée par M, a pour équa-
tion

’

3z 2
(2) — 4 = —2=0
%q 3y

et la polaire de P par rapport a I'ensemble de ces
droites s’obtient en faisant la somme des équations
telles que (2), son équation est donc

n n
1 , 1
3y — +3 - —2n =0;
3q zg
1 1

en considérant la velation (1), on voit que la proposition
est démontrée.

Si f(z, ¥, 1) = o est 'équation a coefficients réels
d’une courbe en coordonnées cartésiennes, son équation
en coordonnées isotropes, est

9

z2+3 z—3
f< » =57 ,|>EF(z,z',|)=o.

Si la courbe est p fois circulaire, son degré étant n, les
termes de plus haut degré dans f et F sont de la
forme

(x’—}-_y’)l’c?n__gl,(,z’, y)= (zz’)Prb,,_,p(z, z').

Laguerre appelle puissance du point P (zg,¥),(30,5,),
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par rapport a celte courbe, le nombre

F(zy, 59, 1)

f(xOv .yOy !
(3) q)n~2[l('7 0)

I 1
— -y
Fr-tp \ 57 57

dans le cas oli p =0, on a simplement

b

S(xo, yo, 1) | _ IF(Zoy Zp. 1)
[} - F(1, 0, 0)
f<;} 2—;; O)

Ces définitions étant données, on a les théorémes sui-
vants :

Tutorimr 1. — Etant donnés un point P et une
courbe algébrique de degré n coupant p fois la droite
de U'infini aux points cycliques, un cercle passant
par P coupe la courbe en 2n — 2p points a distance
JSinie; le produit des distances du point P & ces points,
multiplié par le produit des distances du centre du
cercle aux p foyers singuliers, est égal a la puissance
du point P, multipliée par la (n — p)iéme puissance
du rayon du cercle.

En eflet, on peut prendre P pour origine, ce qui ne
change pas 'expression de la puissance; soit alors

(4) F(Z, z” I) = (Z, z’)l)q)ll—)[ﬁ(z’ zl)
+ (5, 3" )PPy _gps1(5, 3')+. ..

+ @, (5, 3)+...+Pg=o.
La puissance de l'origine est

.

|5
q)n—zp( 1, 0)

Considérons un cercle passant par 'origine, soit
P gme,

(5 33— 23y — 5 5= 0;
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30 €l 5, sont les coordonnées du centre, le rayon est
donc r=|z,| =] 5,|. L'équation aux z de l'intersec-
tion des courbes (4) et (5) est

(6) (3225)PPu_sp[3(3 — 2g), 335 +...
+Ppp|s(5 —30), 35y ] +...4+ (3 — 30)+PPy= 0.

Comme la courbe (4) et le cercle (5) ont des équa-
tions cartésiennes réelles, les points communs sont
deux a deux imaginaires conjugués, et le produit des
distances de ces points & l'origine est le module du
produit des racines de I’équation (6), donc

Py 2P
B3P Pp_2p(1,0) +...+Pu_p(1,0)

)

ou encore
(7) P, l""—p' 3P Pp2p(1,0)+...4+ Py p(1,0) .
Pr-ap(L,0) Pu—ap(1,0)

Les foyers singuliers sont les points réels dont les
coordonnées 5’ vérifient I'équation

(8) 3'P®,_3p(1,0) + 3P 1P, g, 1(1,0) ...+ Pp_p(1,0)=0o,

I'expression qui est en dénominateur dans l'expres-
sion (7) représente donc le produit des distances du
point z,, z,, c’est-a-dire du centre du cercle considéré,
aux p foyers singuliers; et la proposition est démon-
trée.

Si, au lieu de considérer un cercle, on considére
une droite passant par le point P, on obtient la propo-
sition suivante, qui peut aussi s'obtenir comme cas
limite du théoréme 1 :

Le produit des distances du point P aux n points
ot une droite D passant par P coupe une courbe
p fois circulaire, multiplié par le produit des doubles



( 154)

des sinus des angles de P avec les asymptotes non
isotropes, est égal & la puissance de P.

On en déduit le théoréme de Newlon.

Si, en méme Lemps que 'équation (6), on considére
I’équation en z' formée de la méme fagon, on obtient
I'orientation A du faisceau joignant P aux 2 n—ap points
communs en prenant la moitié de 'argument du quo-
tient des produits des racines, donc

\ 1 el B Pp (0, 1)+, 4+ Pu_p(o,1)
‘ 9 PP PP, (1,0) +. ..+ Dy p(1,0)

= LA -(— e Pnzp(0,1) I)J
2 | D, 9p(1,0)
[ zl’b’q)/l—‘.’[!(“v |) +...+ lp.ufp(oy 1)
1] q)n—Zp((’v I)
+ A -
b L Pu_a,(1,0) +. ..+ D,_,(1,0)
L. ‘I’nfzp(la 0)
1 Zo\n—p 7
ENTED (—1)"J;
2 L \z0/

comme le faisceau des directions asymptotiques non

isotropes est
q)/z»‘2p(57 z') =0,

le premier terme du troisiéme membre de 1'égalité pré-
cédente représente l'orientation de ce faisceau; d’aprés
I'équation (8) et I'équation analogue qui donne les z
des foyers singuliers, le deuxiéme terme représenle
Porientation du faisceau des droites joignant le point P
aux foyers singuliers; enfin le dernier terme est nul

. pT , ) .
<a £ prcs), st le centre du cercle est sur Oy; on a

2
ainsi la proposition suivante :
Lasomme des angles que font les droites joignant

un point P aux points od un cercle passant par P
coupe une courbe algébrique, avec la tangente au
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point P a ce cercle, est égale alZ prés) a la
) te) Py

somme des angles que font avec cette méme tangente

les directions asymptotiques non isotropes, et les
droites joignant P aux p foyers singuliers.

Il est évident que, sous cette derniére forme, la
proposition est encore vraie lorsque le point P est sur
la courbe.

Tuatorkve ll. — Un cercle étant tracé dans le plan
d’une courbe algébrique, la somme des angles que
JSfont, avec une direction fize, les rayons aboutissant
aux points d’intersection a distance finie, est égale
au double de la somme des angles que font, avec
cette direction, les directions asymptotiques, aug-
mentée (s’il y a lieu) de la double somme des angles
que font avec cette direction les droites joignant le
centre du cercle aux foyers singuliers.

Cette proposition est une conséquence immédiate de
la précédente. La démonstration directe se fait aussi
trés facilement, 'équation de la courbe étant toujours
I'équation (4), et le cercle ayant pour équation

(9) 33" =1?,
I'équation aux z de I'intersection est

(10) Pp_p (3% 1) +...
4+ 3PP, (8 2) ...+ 3PPy = 0,

le produit des racines est donc

P, p(0, 1)

r2n—2p
Pp—p(1, 0) ’

I'orientation A; du faisceau des droites joignant le
centre du cercle (Vorigine) aux poinls communs des
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deux courbes est, par suite, donné par

>

A=A [——————Q)nﬁ"(o' ‘)]

B4, (1, 0)

d’autre part, d’aprés ce qui précéde, I'orientation du
faisceau des directions asymptotiques non isolropes

est
1 Dp_gp(0, 1) nt
A — ——A n—2p ) .
A= [@,,_,,)(1,0) R

et celle du faisceau des droites joignant 'origine aux
foyers singuliers

[ P, - :(0. 1) , &, »('9 0)]
Ap=~-A L . !
F 2 [‘pn-w:(oy 1) q)n—zp(ls 0)_ ’

par suite
A =2 A\ + 2 AF,

la proposition est donc démontrée. Elle peut d’ailleurs
étre précisée comme I'a montré Laguerre : & chaque
point d’intersection de la courbe et du cercle on peut
en faire correspondre un autre qui sera le point ima-
ginaire conjugué, si le point considéré est imaginaire;
les points communs sont alors sur n — p droites réelles,
et 'orientation des perpendiculaires abaissées du centre
sur ces droites est, a 7 prés,

1 1 ®,_p(0, 1)
—Aj= - A __'_"____>
2 173 <¢1>,,~,,(1,o) ’

on a donc la proposition précisée :

Si lon considére n— p droites réelles contenant
les points d’'intersection de la courbe de degré n
avec un cercle, U'orientation des rayons perpendi-

. N . , . nT N 2 .
culaires a ces droites est égale, a = pres,a Uorien-

tation du systéme des directions asymptotiques et
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des droites joignant le centre auz p foyers singu-
liers.

Consnderons maintenant les normales aux points
communs 3 distance finie de la courbe et du cercle,
st My (34, q) est 'un de ces points, la normale a pour
équation

Fi, , Fl,

z 7 T — 23
2qFz— 3, Fay z,,F-—z,,F-

—1=0,

la polaire harmonique du point P (I'origine), par rap-
port a ces normales est donc

J=2n-—-2p

FI
s
(1v) .z _—
zqaFL, — 3/ F.
I,__l 77 7 “1
qg=2n—2p Fé'}
— 3 ———=— —(2n —2p) =o;
< 7 TR/ ’
Zq F:”—z,,[‘;;’
q=1

les nombres z, sont les racines de 1’équation (10) et
2

3 r__ Tt op P . .

Ponaz,= —; si I'on désigne par G(z) le premier

q .
membre de I'équation (10)

r2
G(z) = Z"‘/"F(Z, ?) I> )
on obtient \

zq[‘, —..,/F- G'(34),

= n-p—{
z, P=
et en posant
r2
Gi(3)=zr—» F’;(z, <’ |>;

on voit que le coefficient de z dans I'équation (11) est

¢ =2n—2p
Gl(zq) — Gl(o) —_ q’n-—p -1(0, l),
A 24G (59) G(o) Pp—p(0, 1)
(’:

(et égal a zéro pour p =o0). De méme le coefficient
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de 2z’ est égal a

q’n—p—i(la 0)‘
q’n—p (1,0)

Par suite la droite (11) est a I'infini, s’il n’y a pas de
foyers singuliers; si la courbe passe par les points
cycliques, elle s’écrit

2 q)”—p—j (0, |) 4z l‘I),,_ p—l(ly “)
&, _,(0,1) D, ,(1,0)

+(2n —2p)=o0;

en se reportant a 'équation (8), on voit que les coeffi-
cients de 3 el 3’ sont les sommes changées de signe des
icverses des coordonnées des foyers singuliers; on a
donc le théoréme suivant de Liouville :

La polaire harmonique par rapport au centre
d’un cercle des normales ¢ une courbe aux points
d’intersection de ce cercle et de la courbe est la
droite de Uinfini lorsque la courbe n’est pas circu-
laire; si la courbe est p fois circulaire et de degré n,
cette polaire coincide avec la droite obtenue en pre-
n—p

P

nant (’homothétique dans le rapport de la po-

laire des droites menées par chaque foyer singulier
perpendiculairement & la droite joignant ce foyer
au centre du cercle (V).

Tutorkme UI. — Lorientation des tangentes
menées d'un point & une courke algébrique égale
l’orientation des droites joignant ce point aux foyers
réels (*).

(') Ce théoréme est appliqué par Laguerre & I'élude des nor-
males issues d'un point a une conique (OFuvres, 2, p. 456).

(*) Ce théoréme a été énoncé avant Laguerre par SIEBECK,
Journal de Crelle, 1364, p. 175.
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Nous prendrons encore le point P pour origine, et
nous considérerons I’équation tangentielle de la courbe
en coordonnées isolropes

G(u, v, w)=o.
Nous poserons

G(u, v, w) = gn(u,v) + wg, (U, ¥) +...+wP g,_p(u,v)=o,

les tangentes menées par 'origine ont pour équation
p p

¥4
(Il) —z—,—=t,
ou ¢ est racine de I’équation
(13) G(,—to)=gn(1,—t)=0;

Porientation de ces tangentes est donc, en supposant
toujours que l’équation cartésienne de la courbe est

Ar=ta [5“_@]
2 _gu(Oyl)

réelle

D’autre part, les foyers réels sont les points réels
tels que les droites isolropes passant par ces poinls sont
tangentes a la courbe, leurs coordonnées vérilient donc
les équations
(14) { G(1,0,—2)=gn,(1,0)+.cc~ 30 (— 1)P gy p(1,0) =0,

I
G(o, 1, =3 )=gn(0, 1)+...+ 3P (—1)Pgp_p(0,1) =0
et les foyers a I'infini correspondent a
(15) Ln-p(s',—3z)=o0.

[orientation Ay du faisceau des droites joignant 'ori-
gine 4 tous les foyers est donc

Ap= ll\[ &n(1,0) . &n(0, 1) ]—i—lA [gll~l)(|7())]
2 En—p(1,0) &u—p(0, 1) 2 En—p (0, 1)

= ,'A[M] = Ar,

2 é’n(”y ])

ce qui démontre la proposition.
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Nous allons montrer maintenant que la somme des
inverses des coordonnées des foyers réels est égale 4 la
somme correspondante formée avec les coordonnées
des points de contact. Soient z4, 2z, les coordonnées
du point de contact My; G4, T, celles du foyer Fo;
d’apres les équations (14), on a

N Emi(5,0)
e U &nl(r, o)
(16) :
' ZL _ Bn-1(0, 1)

- Ty anlo, 1)

D’autre part, si ¢, est la racine de I'équation (13)

donnant le point My, les coordonnées de ce point
sont

[/} 0g,

:;"(17 lq) gt('v_tq)
3y = ————— Sl T e
T é’n—l(ly_ll,')’ T gu—i(l’_’fl)

or, d’aprés Pidentité bien connue de la décomposition
des fractions rationnelles, on a

n
(l") é’nﬂ(u»") — “é’n—.(h ~ t(l) tq
! Sn(u,v) dond dé’n(] ¢ uty—~+ v
ou "’ a)
N\ & n— l(|~_tq) 1
b
dé’n(l —t,) uty -+ v
et en faisant soit u =1,¢v=o0, soit «t=o0, v =1, on
obtient
_l_ — n- I(l 0) z
3 é'n(' o) Cq
(18)

|
|

}

X
2

1 &n-1(0, 1) 2
Zq gnlo, “gulo, )
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Ce sont les égalités signalées. D’aprés ce qui a été vu
au débat, elles s’interprétent comme il suit :

Le centre harmonique relativement a un point P
des points de contact des tangentes menées par ce
point & une courbe algébrique coincide avec celui
des foyers réels.

QOu encore :

La polaire harmonique d’un point P par rapport
auzx normales menées & une courbe aux points de
contact des tangentes issues de P coincide avec la
polaire de P relative aux droites menées par chaque
foyer réel, perpendiculairement éla droite joignant
ce foyer au point P.

Dans ces énoncés les foyers a 'infini interviennent;
on peut ne pas en lenir compte en prenant dans le
premier théoréme, par exemple, le point homothétique
du centre harmonique des foyers a distance finie dans

le rapport 2, le point P étant le centre d’homothétie.
pp 7 ]

Lorsque le point P tend vers un point Q de la courbe,
deux des normales tendent vers la normale en Q, et le
centre harmonique correspondant a pour himite le
centre harmonique de Q par rapport aux foyers de la
parabole osculatrice en QQ; on obtient ainsi une cons-
truction de cette parabole, lorsque 'on connait les
tangentes menées par Q.

Si le point P s’éloigne indéfiniment, et que la courbe
ne soit pas tangente a la droite de 'infini, on voit que :
le centre des moyennes distances des points de con-
tact des tangentes paralléles a une droite coincide
avee celui des foyers réels. Clest un théoréme de

Chasles.
Ann. de WMathémat., f° série, L. XILL. (Avril 1913.) B
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Supposons encore que P soit a I'infini, et que la
courbe soit tangente a la droite de I'infini, tous les points
de contacts étant de rebroussement, alors on a

En-p+1(U,0)=gn_p(u,v)(au-+ Bv),

et 'on voit bien aisément que la proposition précé-
dente est encore vraie : le centre des moyennes dis-
tances des points de contact des tangentes paral-
léles a une droite coincide avec le centre des
moyennes distarces des foyers réels a distance finie.
En appliquant ces deux propositions a une courbe et &
sa développée, on voit que : le centre des moyennes
distances des points d’incidence des normales a une
courbe algébrique paralléle & une méme droite,
coincide avec le centre des moyennes distances des
centres de courbure. Cette proposition due 8 Duhamel
montre encore que la somme algébrique des rayons de
courbure aux points d’incidence considérés est nulle,
ou encore que, lorsque le systéme des tangentes paral-
léles & une droite tourne, la somme algébrique des arcs
parcourus par les points de contact est nulle (*).

Lorsque la courbe est tangente a la droite de I'infini
aux points cycliques, le théoréme I11 doit étre modifié
de la facon suivante : la différence entre 'orientation
des tangentes mences par P et I'orienlation des droites
joignant P aux foyers a distance finie est constante; on
le voit immédiatement en remarquant que les foyers a
I'infini doivent étre remplacés par les points & l'infini
dans les dirvections définies par I’équation

gn—/:+t](z,1 3) =0,

(') Ces propositions sont déduites (en sens inverse), par
Duhamel, d’'une égalité de Liouville : LiouviLLE, Mémoire sur la
théorie de Uélimination (Journal de Mathématiques, t.1, p. 6,
1841, n° 19).
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&n_pyqe(l, v) étant le premier des polynomes g:(u,¢)
qui ne s’annule pas pour u=o0, ¢ = o.

Les deux énoncés relatifs aux centres ou polaires
harmoniques subsistent évidemment. Enfin, dans le
théoréme de Dubamel nous avons supposé que la
courbe n’est pas tangente a la droite de 'infini.



