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[D2aa]

SUR LES CRITERES DE CONVERGENCE DE PREMIERE
ET DE SECONDE ESPECE DANS LES SERIES A
TERMES POSITIFS;

Par M. Pavn MONTEL.

1. Soit u, le terme général d’une série a termes
positifs; on appelle critéres de convergence de pre-
miére espéce ceux qui ne font intervenir qu'un seul



(8r)
terme de la série : c’est le eas du eritére de Cauchy
relatif a

V.

On appelle critéres de seconde espéce ceux qui
font intervenir deux termes : c’est le cas du critére de
d’Alembert relatif a

Un+1
—_
Un

Un raisonnement classique montre que les suites

n Un+-1
Vi, et —_—

Un

ne peuvent avoir des limites inégales. La méthode con-
siste & introduire la série entiére

Vn = UpT",

Iy s . 1 I -
et & donner a4 x une valeur comprise entre ';'\ et r; Aet

w désignant respectivement les limites de et de V Up.

Si 'on suppose, par exemple, A <, on aura
I 1
X >z > ;’

Yn+1

et le rapport aurait une limite Ax inférieure a

Punité, tandis que ,\'/;; aurait une limile gz supérieure
a Punité. Les résultats demeurent les mémes si 1'un
des nombres A ou i est nul ou infini.

En serrant d’un peu plus prés ce méme raisonne-
ment, on peut établir d’autres proposilions, plus pré-

cises, concernant les limites de Zz+t et Up.
I
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Démontrons tout d’abord un théoréme dG a

Cauchy (') :
Si %t o pour limite ), \u, a la méme limite ).
Un ’

Supposons d'abord que A ne soit ni nul ni infini;

. n . . . 0 . .

si yu, n’avait pas pour limite 2, il existerait un
nombre ¢ tel que, pour une infinité ‘de valeurs de n,
P'inégalité

[Vim — 2>

fa vérifiée. En d’autres termes, pour une infinité de
valeurs de n, I'une au moins des inégalités

(1) Vin >\ +c¢,
(2) C’/;,—.<7x——s

serait vérifiée : je dis que I'une et 'autre hypothése
sont impossibles. Posons A +¢=02%;, A—e=1,; on
peut prendre ¢ assez petit pour que %, soit positif.

Supposons que l'inégalité (1) soit satisfaite pour une
infinité de valeurs de n et soit z un nombre vérifiant
les inégalités

>x>i~

>~

Considérons de nouveau la série ¢, = u, z"; le rap-

v .. L.
port—%‘”—'— a pour limite Az <<1, donc la série ¢, est
n

convergente ; d’autre part, pour une infinité de valeurs
de n, on a

n

Vo >Mz>1,

ce qui montre que le terme général ¢, ne pourrait

(*) CaucHy, Analyse algebrique, p. 59; QEuvres, 2° série, t. I,
p. 63.
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tendre vers zéro. La premiére hypothése est donc &
rejeter.

Supposons, en second lieu, que l'inégalité (2) soit
satisfaite pour une infinité de valeurs de n et soit x
un nombre vérifiant les inégalités

Il+1

Dans la série v, le rapport —=— apourl:m1te)x> 1

o b
donc, a partir d’un certain ranb, ce rapport est supé-
rieur & 1 et les termes vont en croissant.
D’autre part, pour une infinité de valeurs de n, on a

Vin <laz <1,
Vn < ()\zx)nv

. - , 1. .
et, puisque (1,x)" tend vers zéro avec —, il y aurait
’ n

dans la série une infinité de termes aussi petits qu’on
voudrait, ce qui est impossible. La seconde hypothese
est donc, elle aussi, inadmissible.

Si X est nul, il suffit de supprimer %, dans le raison-
nement précédent; si 2 est infini, il suffit de sup-
primer ), et d’appeler 2, un nombre fini quelconque.

2. On peut obtenir un résultat plus complet en
introduisant la notion de plus grande des limites et
de plus petite des limites d’une suite infinie. Rappelons
les définitions de ces nombres, soit

(3) Ay, Aay wouy Qpy  ouey

une suite infinie de nombres; un nombre A sera dit
une limite de la suite (3), si 'on peut extraire de cette
suite une suite partielle ayant pour limite A. Le plus
grand des nombres A est appelé la plus grande des
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limites L de la suite (3) : ce nombre peut étre + w; le
plus petit des nombres A est appelé la plus petite des
himites de la suite (3) : ce nombre peuat étre — co.

Le nombre L posséde les propriétés caractéristiques
suivantes :

1° Il n’y a qu’un nombre fini de nombres a, supé-
rieurs a L+ ¢, quelque petit que soit le nombre po-
sitif €.

2° Il y a une infinité de nombres a, supérieurs
a L. — =, quelque petit que soit le nombre positif ¢.

La plus petite des limites est définie par des pro-
priétés analogues. Si I'on suppose que les nombres a,
sont les abscisses des points d’une droite, la plus grande
des limites sera l'abscisse du point limite le plus a
droite, la plus petite des limites sera 'abscisse du point
limite le plus & gauche. Nous appellerons aussi ces
points la plus grande et la plus petite des limites des
points a,.

Soient %' et )’, respectivement, la plus petite et la
Un+
Un
petite et la plus grande des limites de la suite V/tn, on

peut énoncer la proposition suivante :

plus grande des limites de la suite et la plus

Le segment )N contient le segment p!' ',
On a, nécessaivement ( fig. 1),
NN, w<
11 suffit donc de démontrer que
(4) prE)
et
(5) NS
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Pour démontrer I'inégalité (4 ), nous pouvons d’abord

admettre que A’ est fini, sinon le résultat serait évident.
Supposons que I'on ait

<

nous nous servirons toujours du méme procédé de dé-
monstration : soit £ un nombre vérifiant les inégalités

I I
?>$‘> ;;7

et considérons la série v, = u,z". Puisque }" est la plus

.. o Upsy .
grande des limites de la suite o quelque petit que

soit le nombre positif ¢, on a, 4 partir d’un certain rang,
Up+
ok S LI
Up
el, par suite,

Cn+1
Yn

< (N'+¢)x;

or, X'z étant inféricur a4 1, on peut prendre : assez
petit pour que
(M +e)yr <,

et la série ¢, est convergente.
D’autre part, u” étant la. plus grande des limites de
part, I 8

. oon e
la suite Vu,, on a, pour une infinité de valeurs de n,
'\)’ up>p'—c.

quelque pelit que soit ¢ et, par suite,

"'/-v_,;> (W'—cz)r:
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or, W'z étant supérieur a 1, on peut prendre ¢ assez
petit pour que
(W—e)xr>r,

et la série v, posséderait une infinité de termes supé-
rieurs & 1, ce qui est impossible. Done p’S X",

Le raisonnement qui précéde suppose que A" n’est
pas nul; mais, si ’=o0, ona ¥=21"=o0 et l'on re-
tombe dans le cas examiné au paragraphe précédent.

Passons a I'inégalité (5); on peut admettre que X'
n’est pas nul, sinon le résultat serait évident; on peut
admettre aussi que X' n’est pas infini, sinon %" étant
aussi infini, on retomberait dans 1'un des cas particu-
liers examinds précédemment. )’ élant un nombre fini
non nul, supposons que 'on ait

P-I< A

el soit z un nombre vérifiant les inégalités

! I
“_7>-T>*):7,

-, . . .ou
2’ étant la plus petite des limites de la suite ZH’ on a,
n

a partir d’'un certain rang, quelque petit que soit le
nombre positif ¢,

Upn 4

>N—c
. Up
et, par suite,
© N
LS (N —e)a.
Yn

Prenons ¢ assez petit pour que
(MN—e)z >1,

ce qui est possible puisque X'2 > 1; & partir d’un cer-

. (4
tain rang on aura —-!

> 1 et les termes de la série ¢,

Yn
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iront en croissant. D’autre part, pour une infinité de
valeurs de n, on a

Vg < '+

Von< (W +e)a;

et

si 'on prend e assez petit pour que
k=(+ce)or <1,

on voit qu’il y a dans la série v, une infinité de termes
inférieurs & k" et, par suite, aussi petits qu'on le veut,
ce qui contredit notre affirmation que les termes vont
en croissant a partir d’un certain rang.

Le théoréme est donc démontré : en particulier, si
le segment 2')" se réduit a zéro, il en est de méme dn
segment p'yu". Mais ce dernier peut se réduire & zéro sans
qu’il en soit de méme du premier; en d’autres termes,

n . .. . u
Vu. peut avoir une limite unique, sans que —L’:‘“ pos-
n

séde la méme propriété.

3. Jai voulu montrer comment 'introduction de la
série u, z" permet d’arriver & des résultats trés précis,
mais on peut établir le théoréme précédent d’'une ma-
niére directe qui en fait apparaitre I'énoncé comme plus
naturel (*). Nous allons voir que ce théoréme résulte
en définitive de ce fait que les moyennes arithmétiques
des n premiers termes d’'une suite infinie ont leurs
valeurs limites toujours comprises entre la plus grande
et la plus petite des limites de cette suite.

Soit

A1y, @3y ey Any  eeey

(1) 1l est aussi bien facile de démontrer cette proposition en mo-
difiant un peu le raisonnement méme de Cauchy.
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une suite infinie admettant pour plus grande des
limites )" et pour plus petite des limites ). Nous sup-
poserons, pour abréger, qu’aucune de ces limites n’est
infinie; formons la suite des nombres

b= a -+ as+...+ a,.;

n
je dis que toutes les limites des b, sont comprises
entre ) et A’. On a, en effet, 2 partir d’'un certain

rang p,
Nee<an<< N +c¢,

lorsque ¢ est un nombre positif donné arbitrairement
petit. Prenons n > p, on a

Ay +az+...+~a a +...+a
b,,:: 1 2 ,,+ p+1 n;

n n
la seconde fraction est inférieure a

A+ _)_1__:_]) e <N +¢,

et supérieure a

A= n:p e> AN —¢e.

p étant fixe, prenons n assez grand pour que

ay+ay+...+ap,
n

—e < <+ &5

on aura a partir de cette valeur de n,
N—2e < bp< N+ 26,

et puisque ¢ est arbitrairement petit, la proposition est
démontrée.
SiT'on pose
an=LA,,
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b,= LnVA]A’.-.A,.;

on en déduit que le résultat précédent s’applique aux
moyennes géométriques.
Pour établir le théoréme que nous avons en vue, il

on aura

n I3 ’
suffit de remarquer que \/u, est la moyenne géomé-

. Uy u
trique des nombres u;, =, - .., —2-:
uy Up—-1
n u u
nm/ 2 n
\/u”r_ Uy, =y o+ .
uy Up—1

4. On peut, en se placant au méme point de vue,
comparer d’autres critéres de convergence de premiére
et de seconde espece ().

. n u . .
Les régles yu, et -;—“ résultent de la comparaison
n
de la série u, a une progression géométrique; en com-
, . . , o 1 . .
parant la série u, a la série —=° on obtient le premier

critére de Bertrand et la réegle de Raabe-Duhamel.
Le premier critére de Bertrand conduit 4 étudier la
suite
(6) Tn’
la régle de Raabe-Duhamel a étudier la suite
Un
(7) n<u”+l—l)'

Nous nous plagons, bien entendu, dans le cas ou

Upq
Un

n . . .
» de méme que /u,, ont pour limite I'unité.

(1) Je dois cette indication 4 M. R. Bricard.
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Nous introduirons dans ce qui va suivre, au lieu des

moyennes arithmétiques des termes d’une suite a,, des
valeurs moyennes plus générales; nous prendrons

Ay Ay —+ dg@y+...+ 2Apap
’

b=
A+ Ag~+...+ Ay

les «, étant positifs et la série Ta, étant divergente. Le
résultat établi au paragraphe 3 subsistera; par une dé-
monstration toute semblable, on montrera que la plus
grande des limites p” de la suite b, et la plus petite des
limites p’ de cette suile déterminent un segment inté-
rieur au segment 2’2" dont les extrémités sont la plus
petite et la plus grande des limites de la suite «,. Et
rien ne sera modifié si I’on remplace la somme

Ay~ g+ .o+ Ap

par un infiniment grand équivalent.

Up , . . C, .
Or, — 1, étant un infiniment petit équivalent
Un+1

Py u .« . .
aL - =, les limites de la suite (7) sontles mémes que
n+1

celles de la suite

u
nL —2.
Upiq
1
Prenons o, = - et
n
a, a, a
4+ 22
1 2 n
b,= in ,

S

S1
Up—
al=L_' ceoey a,,:nL—" lv
1y Up



on aura

b,=

Par conséquent, les limites de la suite de Ber-
trand sont comprises entre la plus grande et la plus
petite des limites de la suite de Raabe-Duhamel.

L. . u LN .
En particulier, si n< 2 — 1) a une limite unique,

Un+1
1
Lo
——Ln" a la méme limite.

5. A chaque critére de Bertrand, on peut faire cor-
respondre un critére dc seconde espéce, comme l'a
montré M. Borel (').

Nous allons retrouver ce résultat et démontrer en
méme temps le théoréme suivant :

Soient 'y les plus petite et plus grande des li-
mites fournies par le p‘me critére de Bertrand,
N et W les plus petite et plus grande des limites
Journies par le critére de seconde espéce correspon-
dant: le segment p!y" est intérieur au segment N\’
En particulier, si le critére de seconde espéce donne
une limite unique, le critére de premiére espéce
correspondant donnera la méme limite.

Posons

Liz = Lz, Loz =LL,17»
et

Ap(2)=x LizLyz...Lyx, hol(z) ==z, Ay (z)=1,

le (p + 2)i¢me critére de Bertrand conduit & étudier les

(') E. BoreL, Lecons sur les series ¢ termes positifs, p. 6.
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limites de la suite
L A (ri)u
(8) bp= il %n,
Lpoa(n)
Posons a, = ———; la série , est divergente et la
"= (n) e on &
somme
Ay Uy, UAp

est un infiniment grand équivalent a
L,,.,_g(n).
SiTon écrit
a1+ Ay ...+ ApaAp

b,=
" Lpye(n)

)
on aura
Ap(R—1)Up—y,

@n@n=bpLpa(n)—bpo1Lpra(n —1) =L =25 or
P n

on est donc conduitau critére de seconde espéce fourni
par la suite
Ap(n—1)Up_y
= A L2 !
(9) Qan p+1(n) )\p(n)un
ou par la suite équivalente (')

)\p“‘)un
Ap(n+1)upyy’

Ap+1(n)L

on peut remplacer le logarithme par 'infiniment petit
équivalent

)\,I(n)un —_—r= xp(n) [ Up - )\p(nﬂl-l)]
Ap(n+1)Upy - Ap(n—+1)| Unyy Ap(n) ’
ou encore par
Up _ )\p(n+1)
Unit O

(') Nous disons que deux suites sont équivalentes lorsqu’elles
ont les mémes valeurs limites.

-
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Nous sommes finalement conduits a étudier les
limites de la suite

x,w,(,,,[_un__lau_l_)].

Unsy )‘I’(n)
Or, ona (')
hplnt) o0 v v 8
Ap(n) no h(n) 77T Ap(n) nt’
Apri(n)

O restant fini quel que soit n; comme —*=—;— a pour

.. ” I . ¢z
hmlte Zero avec ;;{9 on peut remplacer la sulte PI‘ECC—

dente par la suite

u
—_——— — ——_——

., 1
(10) Aps1(n) [un_H nT L T )\,,(n)]'

Nous retrouvons le critere de seconde espéce sous la
forme habituelle. Or, la suite (10) est équivalente a la
suite (9) et la suite (8) est une suite de moyennes rela-
tives a la suite (9) : notre proposition est donc établie.



