
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

DE SPARRE
Agrégation des sciences mathématiques
(concours de 1911)
Nouvelles annales de mathématiques 4e série, tome 12
(1912), p. 549-567
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1912_4_12__549_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1912, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1912_4_12__549_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


( 549)

AGITATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1 9 1 1 )

COMPOSITION DE MECANIQUE.
SOLUTION PAR M. LE COMTE DE SPARRE.

Une boule pesante rencontre le sol supposé hori-
zontal. On demande d'étudier son mouvement ulté-
rieur à partir du moment ou la boule touche le
sol.

I. On suppose? a la boule sphérique et homogène.
On négligera la résistance de Vair et les frotte-
ments de roulement et de pivotement. On admettra
Vhypothèse de Newton diaprés laquelle la compo-
sante verticale de la vitesse du point JJL de la boule
qui vient en contact avec le sol se trouve multipliée
immédiatement après la rencontre avec le sol par un
facteur négatif — e qui ne dépend que de la nature
des surfaces en contact avec o?ie< î.

II. La discussion devra mettre surtout en évi-
dence s1 il y a glissement ou non glissement dans le
contact. Elle montrera que la forme de la trajec-
toire du centre G de la boule dépend essentiellement
{pour des substances données) de Vangle 6, de la
verticale descendante avec la vitesse initiale du
point UL fixe sur la boule^ qui vient en contact avec
le sol.

III. On appellera m la masse de la boule, p son
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rayon, f le coefficient de frottement de la boule
contre le sol. On prendra comme origine des axes
fixes la position initiale O du centre C de la boule
quand elle arrive au sol et comme axe Oz une verti-
cale ascendante. On appellera v.{,ft{,yi,pl,qi,r{ les
projections de la vitesse de C et de la vitesse angu-
laire de rotation instantanée de la boule au moment
où elle louche le sol; a\} j3'4,y\,p\, q\, r\ les valeurs
de ces projections après la rencontre; vt et v\ les
valeurs initiale et finale au moment de la rencontre
avec le sol de la composante horizontale de la
vitesse du point JJL

(tango, = - ^

Comme application de la discussion, on pourra
indiquer, en supposant e = -> ƒ = - les formes de la
trajectoire de G, pour

tangO1 = i, t a n g 6 i = - ou tang0j=4.

On pourra aussi examiner le cas ou

^l=zp1z=0, tangO!<- et (cj— ^ a, )

nul ou très petit.

Nous prendrons Taxe Ox parallèle à la composante
horizontale de la vitesse du point JJL et dans le sens de
cette vitesse, à l'instant où ce point rencontre le sol,
de sorte que nous aurons

P i - + - / > i p = o , a t — ? i p > o .

La force de frottement qui s'exerce en JJL au moment
du choc sera donc parallèle à O# et de sens contraire.
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Désignons par P et Q les composantes de la percus-
sion qui s'exerce en u au moment du choc, Q sera
parallèle à Ox et de sens contraire, P parallèles Oz.

Ecrivons alors qu'il y a équilibre entre les quantités
de mouvement initiales, les forces de percussion et les
quantités de mouvement finales prises en signes con-
traires, et prenons les moments par rapport au pointa;
nous aurons

/n(a, — a',) -+- Q = o, /n(3i — ,3 j) = o , W(YI — Yi) -f- P = o,

- m p'2pi — m Pi p = T ni p2/>i — ni p\ p,

'2. *)J

jmp*q\ -+- mz\ p,

r w p / t / ; « p r , .

On déduit d'abord de ces équations

Pi=?i» P'\=P\, ' ' i^'-i-

On a d'ailleurs par hypothèse

ï i = —eYi

et Ton conclut alors des équations précédentes

(i) P = - m 7 , ( i + e),

Q

» a i—- a'i 5 QJl
A p J

 A mp

On a d'ailleurs, avec les hypothèses faites,

*>i = «i — £ ip>o, Q < o.

Après le choc on a, en vertu des équations précé-
dentes,



de sorte que la vitesse du point [/. après le choc, si elle
n'est pas nulle, est parallèle à ÇXr, comme avant, on a
d'ailleurs pour cette \ liesse

7 Q 7 Q
1 l 1X" 1 ' •> m '2 m

Nous devons inainlenanl distinguer deux ca> :

i° II y a glissement au moment du choc.

Pour qu'il en soit ainsi, il faul ( , >> o cl Ton aura

alors, Q étant négatif,

— Q = !*ƒ = — m ( i - <?; ƒ-;,

On aura alors en \orlu des équations ( a ) et ( 3 )

a t = - or, — ( î - - < ? ) V i ƒ ,

r ' t = r , -̂ - ^ C i L ^ ) V i ƒ

et toujours

D'ailleurs, d'après ce que nous a\ons dit, pour qu'il

v ait glissement, il faut v'K >> o, ce qui donne

( ' ! - ^ ( i — c >Yi ƒ > o ;

mais en posant

cetlc condition devient

> 7 ƒ( i - e )

Après le choc, la boule rebondit avec une vitesse
— yt e et, puisque I on néglige la résistance de l'air,
son centre décrit un arc de parabole situé dans un
plan \erlical, les composantes horizontales de la
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vitesse ainsi que celles de la rotation restant sans
changements jusqu'au choc suivant. La boule rencon-
trera de nouveau le sol au bout d'un temps égal
à LL et la composante verticale de la vitesse du

point C sera à cet instant y, e. De plus, comme la
vitesse de la projection horizontale est constante pen-
dant ce premier bond, ce point aura parcouru, paral-
lèlement à Qx, une distance

cl parallèlement à Oy une dislance

- — r - i - - g Ht-

Ce que nous venons de dire pour le premier bond
s'applique en réalité pour un bond quelconque tant
qiïily aura glissement. Désignons alors par a„, fin,
y,,, p,n qn, rn les projections de la vitesse de C et de
la vitesse de rotation instantanée de la koule au moment
où il touche le sol et par %n, p'/t, y„, //„, q'n, r'n les
valeurs de ces projections après la rencontre, au
début du /iième bond et supposons qu'il y ait encore
glissement pendant cette nlcmc rencontre, nous aurons
alors, en vertu de ce qui précède,

Y« = — e*(ni *(n-*-l z=z — "(n :== e In*

ƒ''„ = Pn — Pu

rn — /*,/ = /*i,

* e
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Désignons de plus par xn et yn les coordonnées
de C au début du /iième bond, nous aurons

D'ailleurs si /„ est la durée du nième bond, on a

On déduit des formules précédentes, d'abord

puis successivement

a', = a i -+ • ( ! -+ -« )

eYi ƒ,

d'où en ajoutant

<x'fl = o^-r- (i -t- ^)YI / ( I - + - e -f- e2-h.. .-f- e"-1)

On aura d'une façon semblable

5 ( i -+- e)v\ f i — e11

(6) v^ = vt -+- ^ (i -H «•)/YI
2 I — C
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Nous aurons ensuite

g 2

d'où l'on déduit en ajoutant

\
-4- e-i-e2-}-...-!-

ou enfin, en remarquant que l'on suppose .ẑ  = jKi = o r

De même

O

d'où, puisque y , = o,

i — e



et, enfin en posant,

on aura
>) (>*r | gil

Ces formules ne doivent toutefois être appliquées
que tant qu'on a

7 .î-c"
^-(i — e )v , ƒ - > o,
.£ 1 D

ou, sous une autre forme,

j — (

do) tangOi > ^ -/(i — e").

On tire de [équation (8)

(i - r ) 2 '.(i — r ^ (i — e)*

d'où

En portant ces valeurs dans ("), on aura, toutes
réductions faites,

On voit que les projections sur le plan des x, y des
points de contact successifs, tant qu'il y a glissement,
se trouvenl sur la parabole

(II) X= a i ~ 4 " " 1 ^ y g f y*

La projection horizontale de C décrit des cordes



successives de cette parabole, chaque corde corres-
pondant à un bond.

On peut remarquer que l'équation de cette parabole
ne dépend pas de e.

Comme nous l'avons dit, les formules précédentes
ne doivent être appliquées que tant que l'inégalité (10)
est satisfaite.

On est, par suite, conduit à partager le cas actuel en
deux, suivant que l'inégalité (io) est ou n'est pas satis-
faite pour n infini.

I.

La relation (10) est satisfaite pour n infini, c'est-
à-dire qu'on a, puisque c < i,

(12) tangO,> '- j—^f-

Dans ce cas, la boule fait un nombre infini de
bonds, pendant la période de glissement, et v'n n'étant
pas nul pour n infini, il y aura encore glissement
lorsque la vitesse verticale sera devenue nulle. D'ail-
leurs les valeurs de a,',, p'n, xn, yn et T„ sont finies
pour n infini; on aura, en vertu des formules établies
plus haut,
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A partir de ce moment, le mouvement du point G se
-fait dans le plan horizontal et est, comme on sait,
<parabck&£fcê tant que le glissement persiste; on a
d'ailleurs, à |N$Ur de cet instant et tant qu'il y a glis-
sement,

d*x -, dïy

Comme, de plus, on a pour les rîdçurs initiales en
posant

/ dx \ , i + f . / dy \ _

> •*- -[zr-e

nous aurons

En éliminant t1 entre ces deux équations, on aura
alors, toutes réductions faites,

g ƒ »
7

C'est Téquation de la parabole (i i), lieu des posi-
tions du point C à la fin de chacun des bonds. On voit
que, lorsque la vitesse verticale est annulée, le point
de contact de la boule et du plan se produif, tant que
le glissement persiste, sur la parabole, lieu des points
de contacts, lors des bonds précédents.

On a d'ailleurs, pendant cette période, au moyen



du théorème des moments des quantités de mouve-
ment par rapport à des axes parallèles aux axes fixes
jpassant par C,

i dq dp dr

d'où Ton déduit, puisque q^ — q^,

p 2 1 — g p 2 p

On a d'ailleurs, pour la vitesse <^ du point de con-
tact,

d

•mais comme, à l'instant initial,

«'i = *i — 7 i

on a, en définitive,

Cette vitesse devient nulle pour une valeur T de t'
fournie par l'équation

•valeur qui est positive en vertu de la relation (12) .

On a d'ailleurs
/=T. + t.

A partir de cet instant, il y aura roulement sans
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glissement et le centre de la boule aura un mouve-

ment rectiligne et uniforme.

II.

Supposons maintenant "que l'inégalité (12) ne soit

pas satisfaite, bien que, au début, il y ait glissement,

c'est-à-dire qu'on ait

(U\) 2 ( l _ i - e ) / < t a n g 0 1 < ^ 1 ± ^ ƒ,

il y aura alors une valeur de n pour laquelle on aura

alors la vitesse v'n du point de contact JJI deviendra nulle

au début du nièmc bond, pour la valeur T , ^ du temps

donné par la formule (9), les valeurs correspondantes

de xn etyn se déduisant des formules (7) et (8).

2° Examinons maintenant ce qui se passe lorsqu'il y

a roulement sans glissement.

Si le phénomène se produit au début du nleme bond ('),

la valeur de n vérifie la relation (17) si n est plus

grand que 1; si au lieu de cela le roulement sans glis-

sement se produit drs le début ( 2 ) , on a

On a, en tout cas, pour celte valeur de n

(18) (/„ = a'n— pq'H = o.

(*) Qui pourraiL être le premier.
( -') Auquel cas n = 1.
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O n a d ' a i l l eu r s t ou jou r s ( ' )

m{%n— %'a) H- Q = o, p „ = j3'/M

n{*(n—in)-±- P =O,

On déduil de ces équations jointes à l'équation (18)

(•20; — Q = -m(zn—pq„) = -mvn,
7 1

(21) P = — »i(n-e)Y« = — /n(n-e )e ' M yi ,

car on a toujours

(22) V/t=e«-iYi.

On a d'ailleurs, ainsi que cela doit être, dans le cas
actuel

- Q i P /
ou

- m va i — m y a ( 1 -h e ) ƒ.

En effet, en vertu de la formule (6) et de l'inéga-
lité (17),

«- i Y l ƒ

On a de plus dans le cas actuel, en vertu des équa-

( l) Les équations du mouvement du centre de gravité et celles
des mouvements par rapport aux axes parallèles aux axes fixes
passant par pi subsistant sans changement.
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tions (19), (4) et (5),

ou

( 2 3 ) OL'nz=-(Xi^ pÇi.

On voit que la vitesse du point C, au moment où le
roulement sans glissement se produit, dépend seule-
ment de la vitesse initiale et est indépendante du glis-
sement qui a pu se produire avant.

Dans le cas actuel, du roulement sans glissement, le
mouvement de la projection horizonlale de G est recli-
ligne et uniforme avec une vitesse qui a pour compo-
sante dn parallèlement àO# , et ^ parallèlement à Oy.
Dans l'espace, le point C décrit, dans le plan vertical
qui projette ce point et dont nous venons de parler,
une série d'arcs de parabole, correspondant à chacun
des bonds successifs.

Pour Tare qui correspond au n"%mo bond, on a

'X

h \ / 7

el la flèche correspondante est

( 2 6 ) ^ , = 1 ^
* A'

La valeur de T est d'ailleurs toujours donnée par
la formule (9)
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et les bonds cesseront pour n infini, donc pour la
valeur

T = -

instant à partir duquel il y aura roulement sans glisse-
ment.

Considérons un point H situé à une distance égale

à-p au-dessus de G (*), les composantes de la vitesse

horizontale de ce point seront :

i° Tant qu'il y a glissement et que la composante
verticale de la vitesse n'est pas nulle,

c'est-à-dire, en vertu des formules (4) et (5),

D>. 2 7
OL i —f- — p Ç i Ct p| T p p 1 = — p i .

'J J 1

Ces composantes sont donc constantes.
2° Lorsque la composante verticale de la vitesse

est nulle, les composantes horizontales de la vitesse
de H sont

dx i ^ Q 2 __ 7 Q

c ' e s t - à - d i r e , e n v e r t u d e s f o r m u l e s ( i 3 ) e t ( i 5 ) ,

5 o 5

Ces composantes sont donc encore constantes et
égales à ce qu'elles sont dans le premier cas.

(*) C'est le centre d'oscillation pour un axe de suspension tangent
à la sphère en \x.
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3° Enfin lorsqu'il y a roulement sans glissement, au
moment du choc, ces composantes sont

c'est-à-dire, en vertu de la formule (s3),

a i + T P ? i et ££„

valeurs encore égales à celles obtenues dans les cas
précédents.

On voit donc que les composantes horizontales de
la vitesse du point de la boule qui se trouve en H sont
constantes comme grandeur et direction pendant toute
la suite du phénomène. D'ailleurs, au moment où le
roulement sans glissement se produit, la vitesse finale
du point C est parallèle à celle du point H et égale

aux ^ de cette vitesse; ces composantes delà vitesse

finale de C sont donc

5 2 n

-ai-+- - pqi et 3!.
7 7

C'est le résultat auquel nous étions déjà arrivé.
Resle à examiner les cas particuliers où

'À

- y

d'où

donc :

Si tang 8, = ;

e —

i, on

i
— y
1

I - h

a

f —

et il y a roulement sans glissement dès le début du
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mouvement, et, en projection horizontale, le mouve-
ment de C est rectiligne et uniforme, le point C décri-
vant dans chaque bond un arc de parabole conformé-
ment aux formules (24), (26) et (26).

2° Si tang9, = - 1 comme - ƒ ( 1 -\-e) = -» on a

tangO1> !ƒ(!+-e) .

11 y a donc roulement sans glissement pendant les
premiers bonds.

Toutefois,

de sorte que
tango, < Z L J L £ / .

Le roulement sans glissement se produira donc au
bout d'un nombre fini de bonds pour la valeur de n
pour laquelle on aura [formule (17)]

relation qui, puisque tang61 = - , sera satisfaite pour

71= 3, car on a

La boule exécutera donc deux bonds pendant lesquels
il y aura glissement et le roulement sans glissement se
produira au début du troisième bond, les deux premiers
points de contact se projetant horizontalement sur la
parabole (11).

3° Si tang91 = 4 ? comme - — : — ƒ = 3, on a
'2. I — C
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II y aura glissement pendant tous les bonds et ces
bonds, en nombre infini, seront suivis d'une période
de glissement pendant laquelle le point C décrit,
d'après ce que nous avons vu, un arc de parabole (i i)
qui est le prolongement de celui de la même parabole
sur lequel se trouvait le point C pendant chacun des
chocs précédents.

4° Si v{ — - a, = o avec p, =pt = o,

tangÔi< - •

La dernière condition fait d'abord voir qu'il y aura
roulement sans glissement pendant les chocs dès le
début. La vitesse de G est parallèle à O#, puisque
[il = pi = o, et l'on a pour sa valeur

d'ailleurs par hypothèse

?! = -}*l

d'où

donc a', = o et aussi, puisqu'il y a roulement sans
glissement,

Donc, dans ce cas, la boule est animée après le
choc du seul mouvement de translation vertical dont
la vitesse est

Elle exécutera donc, sur place, un nombre infini de



bonds verticaux dont Ja hauteur ira toujours en dimi-
nuant, celle du /iièmcbond étant d'après la formule(26)

YÎc2'* _ YÎ / i Y"+1

2<f "" 8 \*J

La boule re\iendra définitivement au repos au bout
du temps

Si v{ — - a , = £ , t étant très petit, les autres condi-

tions restant les mêmes, on aura

d'où

et

Donc, dans ce cas, le point C sera animé d'une très
faible vitesse horizontale et la boule d'un mouvement
de rotation dont la composante horizontale sera très
lente.


