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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1911).

COMPOSITION DE MECANIQUE.

SorutioNn pAR M. LE ComtE pE SPARRE.

Une boule pesante rencontre le sol supposé hori-
sontal. On demande d’étudier son mouvement ulté-
rieur a partir du moment ow la boule touche le
sol.

1. On supposera la boule sphérique et homogéne.
On négligera la résistance de Uair et les frotte-
ments de roulement et de pivotement. On admettra
Ulypothése de Newton d'aprés laquelle la compo-
sante verticale de la vitesse du point y. de la boule
qui vient en contact avec le sol se trouve multipliée
immédiatement aprés larencontre avec le sol par un
Jacteur négatif — e qui ne dépend que de la nature
des surfaces en contact avec oSe< 1.

1. La discussion devra mettre surtout en évi-
dence s'il y a glissement ou non glissement dans le
contact. Elle montrera que la forme de la trajec-
toire du centre G de la boule dépend essentiellement
(pour des substances données) de Uangle 4, de la
verticale descendante avec la vitesse initiale du
point u. fixze sur la boule, qui vient en contact avec
le sol.

1. On appellera m la masse de la boule, ¢ son
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rayon, [ le coefficient de frottement de la boule
contre le sol. On prendra comme origine des axes
fizes la position initiale O du centre C de la boule
quand elle arrive au sol et comme axe Oz une verti-
cale ascendante. On appellera o, 3,%v, pi,qs,r les
projections de la vitesse de C et de la vitesse angu-
laire de rotation instantanée de la boule au moment
ot elle touche le sol; a,,3,,v\,p\, g\, 1, les valeurs
de ces projections aprés la rencontre; v, et ¢, les
valeurs initiale et finale au moment de la rencontre
avec le sol de la composante horizontale de la
vitesse du point w

<tang0,= v'_{ >
— T

Comme application de la discussion, on pourra

. . 1 . % »
indiquer, en supposant e = 52 /=1 les formes de la
/

trajectoire de G, pour
5 ’
tang0, =1, tang 0, = 5 ou tang 0, = j.
On pourra aussi examiner le cas ou

3 -
Bi=pi=o, tang0, < 5 et (r,———iz,)

\

nul ou trés petit.

Nous prendrons I'axe Oz paralléle a la composante
horizontale de la vitesse du point . et dans le sens de
cetle vilesse, a I'instant ol ce point rencontre le sol,
de sorte que nous aurons

Bi+prp=o, Ay — g > 0.

La force de frottement qui s’exerce en p au moment
du choc sera donc paralléle & Oz et de sens contraire.
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Désignons par P et Q les composantes de la percus-
sion qui s’exerce en . au moment du choe, Q sera
parallele 3 Oz et de sens contraire, P paralléle 3 Oz.

Ecrivons alors qu'il y a équilibre entre les quantités
de mouvement initiales, les forces de percussion et les
quantités de mouvement finales prises en signes con-
traires, et prenons les moments par rapport au point j;
nous aurons

m(xy—a)+Q=0, m(3,—3))=0, m@n—vy,)+P=o,

? 2 2 2 ./ (2%
Mo pr—mpip= Smotph—me) o,
2 2 , .
—moq+ ma o= -mpq\ +ma,
> 5

2 2 .

Smtri= -mpri.

) 5

On déduit d’abord de ces équations
Bi=%, pPi=pn  ri=ro
On a d’aillears par hypotheése

'
[1=—Ce7y

¢t 'on conclut alors des équations précédentes

(1) P=--my, (14 ¢),

) Q

2 2 = o+ —

) ! T

. , R TR 5 Q
g, = —_— =y — - —

) Y1=0 T 91735 mo

On a d’ailleurs, avec les hypothéses faites,

<

vr=a1— g9 >0, Q <o.

Aprés le choc on a, en vertu des équations précé-

dentes,
Bi+pPie=Bi+pip=o,
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de sorte que la vitesse du point w aprés le choc, si elle
n’est pas nulle, est parallele & Oxr. comme avant, on a
d’ailleurs pour cette vitesse

- (

’ ’ /
=2\ —qlr=1u—- g1 -F ===+
1 1915 91 > m

m

w1

Nous devons maintenant distinguer deux cas:
1° Il v a glissement au moment du choc.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut ¢, >0 et I'on aura

,

alors, Q étant négatif,
—Q=Prf=—ma -¢)[fy
On aura alors en vertu des équations (2) et (3)
T Y

Y1t e
fs

J1= 91—

R f(l ce)yn f
el toujours
P1= P 4, =85, ro=ry.
Dailleurs, d'aprés ce que nous avons dit, pour qu’il

v ait glissement, il faut ¢, > o, ce qui doune

o= S(t—em f>o:
mais en posant

tangl, = ’

— s

cette condition devient

tanghy > = f(1 -e)

Aprés le choce, la boule rebondit avec une vitesse
— e et, puisque 'on néglige la résistance de l'air,
son centre décrit un arc de parabole situé dans un
plan vertical, les composantes horizontales de la
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vitesse ainsi que celles de la rotation restant sans
changements jusqu’au choc suivant. La boule rencon-
trera de nouveau le sol au bout d'un temps égal
Y 2v71€

a et la composante verticale dc la vitesse dn

point C sera a cet instant y,e. De plus, comme la
vitesse de la projection horizontale est constante pen-
dant ce premier bond, ce point aura parcouru, paral-
léelement & Oz, une distance

—_ %}-dl = — 2‘(;(’[11+ Tl(l r(’)‘f_l.

cl parallélement & Oy une distance
2v1€ 4 2v€
2 ?‘1:“‘ L By

g !

Ce que nous venons de dive pour le premier hond
s’applique en réalité pour un bond quelconque tant
qu'tl y aura glissement. Désignons alors par a,, 3,,
Yus Puy qny I'n les projections de la vitesse de C et de
la vitesse de rotation instanlanée de la boule au moment
ou il touche le sol et par a,, B, Yy Py @us 7 les
valeurs de ces projections aprés la renconlire, au
début du ni*™ bond et supposons qu’il y ait encore
glissement pendant celte '™ rencontre, nous aurons
alors, en vertu de ce qui précéde,

, ,
(n=""€Yn, Tn+1=—"Yn =€ [n.

Ay = Ay = Ap + (14 €) fYn,
;j’u-: Ell: Blv
1",,=Pn=17n
";z =Ty =Ty,

ha+e

2 p

In=4qn— fil'"’

¥n = 9n + i(l -+ e):f“{n-
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Désignons de plus par z, et y, les coordonnées
de C au début du n'*"¢ bond, nous aurons

2€(n ,

Lty = Ip— ——— %y,
&
2¢Yn

.}’IH::_}’n*———g ?l-

D’ailleurs si ¢, est la durée du ri*=¢ bond, on a

2€%(n .

&

ty=—

On déduit des formules précédentes, d’abord

2 enry
P —1a . il
(n= €" 1,’1’ 1, = *_g )

puis successivement
ay=a;+(1+e) nf,
ay=a\+ (1+e)ey, f,

D R I I A IR Y

a;z = aln— (L e)eufl“{lfv
d’ol en ajoutant

ap=a;+ (1-+e)y f(1+ e+ e2+.. .+ er1)
ou

., 1 — en
\l) a$¢=“l+(l+e)k.’lf —e = Ap4q.
On aura d’une facon semblable
5 (1—+e)nf 1—en
(5) 7’::':71"*;_‘“—9—{—"?‘::9714—17
1 —en

(6) V’u="l+,€ (-+e)fipn —— = Vns1



Nous aurons ensuite

2e° 2e
Sy —“J‘jz—-T(‘-d' = — { [a,—r(l+e){|f]
Eal
2e 1—e
= i [1'T(l+€)‘{|f ]’
& I—e
2eYs 2e2y; 1—e?
ry —ry=— 2y = — 2w+ (1+e)nf >
g & 1—e
........ A,
2en 1-—en
Tpyy— Lp= - ———— 2n [%*'(lﬁ‘e) (lf ]’
b

d’ott on déduit en ajoutant

ve 1+
Tppy == X =— ',l <11+l—-—z‘{1f>(l+6+82+...—'y— en—ty.
P —
202} 1 +e
e f1+ et eh . 202
g 1—e
EAE 1+ e 1 — en
=— 220 (g nf
g 1—e 1—e
Coaey? i4+e 1—e
i ’
& 1—e 1—e?

ou enfin, en remarquant que 'on suppose z, =y, =o,

2€ ~+ e 1— e
) Ly = “( + 2 {1f) —
-).e’-(i 1— et
67 (l_.e)i.
De méme
8
Y2 —‘}’:——2—6;7"—”
__2ef
Y3 Y2 5

2%
Yn+r1—Yn=— ‘%ﬁl;

d’oui, puisque ¥, =o,
e 1— et
(8) Yn+1=— 2 “B T2
O




—~
ot
[S13
(=

~

et, enfin en posant,
To=ty--tyn. =1y,

on aura
ey 1-- et
(9) Tp=——" —

g 1—e

Ces formules ne doivent toutefois étre appliquées
(que tant qu’on a
- 1 — et
0 =4 it 1—e)nf — > o,
ou, ~ous une autre forme,

1--¢
fii—en).
'

(1o tangfy >~ <
) AP

On tive de Féquation (8)

1 —-en _ SV
X 1—c _ZC“'lfjl’
l)ll|5
| — 0ol e2n - [ — i o 1--e2n _ gzy%+,
(= =) G—e) qevisy’

d’ol
1 —en EVu+i &)
(T—e)  eii—e)nb  jeyise

in porlanl ces valeurs dans (7), on aura, toules

réductions faites,

T,,.l—w}f 41— m.
T B ! 2P

On voit que les projections sur le plan des x, y des
points de contact successifs, tant qu'il y a glissement,

se trouvent sur la parabole

a4+ 1) sf

(r1) .T:———?—l—y-—;ﬁ_y’.

La projection horizontale de C décrit des cordes
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successives de cette parabole, chaque corde corres-
pondant & un bond.

On peut remarquer que l'équation de cette parabole
ne dépend pas de e.

Comme nous l'avons dit, les formules précédentes
ne doivent étre appliquées que tant que I'inégalité (10)
est satisfaite.

On esl, par suite, conduit i partager le cas actuel en
deux, suivant que I'inégalité (10) est ou n’est pas satis-
faite pour »n infini.

La relation (10) est satisfaite pour n infini, c’est-
a-dire qu’on a, puisque e <1,

1+e€
1--€

(12) tang 0, > ; f

Dans ce cas, la boule fait un nombre infini de
bonds, pendant Ja période de glissement, et ¢, n’étant
pas nul pour 2 infini, il y aura encore glissement
lorsque la vitesse verticale sera devenue nulle. D’ail-
leurs les valeurs de a,, 8/, 24, ¥n et T, sont finies
pour 7 infini; on auara, en vertu des formules établies
plus haut,

o=l f, BL=8,

Pe =P q;th—gi—i-f%i
ru= gy (s S ) e
= 20 (o 1),
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A partir de ce moment, le mouvement du point G se
fait dans le plan horizontal et est, comme on sait,
parabolique tant que le glissement persiste; on a
d’ailleurs, & paxtir de cet inslant et tant qu'il y a glis-

sement,
dzx ary
ar =5h g

= 0.

Comme, de plus, on a pour les valeurs initiales en

posant
t'=1t—T.,

dx . 1o dy\ _
() rimnm ot (%) .

et i
Ty=x, =-— ! <:x['— lf);

g(t—e) 1—e
L - 'll".’lgi
IS =T )
nous aurons
" . 2eqn v/
(t3) °= é’(l—f’)(lwr—e)
s o ft'?
_l_<1l+ :_:-“f>t'——-h'/: )
, 2e71 Py P
/) = — —— t.
(b J gu—e)

Eu éliminant ¢’ entre ces deux équations, on aura
alors, toutes réductions faites,

Ay —+

C'est I'équation de la parabole (11), lieu des posi-
tions du point C a la fin de chacun des bonds. On voit
que, lorsque la vitesse verticale est annulée, le point
de contact de la boule et du plan se produit, tant que
le glissement persiste, sur la parabole, lieu des points
de contacts, lors des bonds précédents.

On a d’ailleurs, pendant cette période, au moyen
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du théoréme des moments des quantités de mouve-
ment par rapport a des axes paralléles aux axes fixes
passant par G,

dp dr .
P =mele ==

d’ott 'on déduit, puisque g, =gq.,

a5) q=q+—£f-t—q‘ ')l—&-('*“fk_

P =Po= P,

ro=ro=ry.

On a d’ailleurs, pour la vitesse ¢, du point de con-
dact,

dzx 1+ e ,
Vp=r — =0t S —&fU—qip
b 1+4+e 5 ,
2 l—(’a‘,lf_—~ ;_)—gfl,
amais comme, a l'instant initial,
1 =21 —q1p
on a, en définitive,
o= Cuf— st

Cette vilesse devient nalle pour une valeur = de ¢
fournie par I’équation

7 l4e _71+e
91+5l_(,‘(|f langﬁ, 2]—8‘f
T= —— =1 )
Zef ‘ Zef
2 27"

valeur qui est positive en vertu de la relation (12).
On a d’ailleurs
t="T, +r~.

A partir de cet instant, il y aura roulement sans
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glissement ct le centre de la boule aura un mouve-
ment rectiligne et uniforme.

1L

Supposons maintenant ‘que I'inégalité (12) ne soit
pas salisfaite, bien que, au début, il y ait glissement,
¢’est-a-dire qu’on ait

7
2

I+ e

(16) /

(l»i-e)f<tang0,<'2 —

il y aura alors une valeur de n pour laquelle on aura

I+ I+

z e
- [—en—1) 2 ned, < [ — en):
) Al ) <tangly - 2 ——— f(1—e");

SRR |

alors la vitesse ¢, du point de contact p deviendra nulle
au début du n¥*mc bond, pour la valeur T,_; du temps
donné par la formule (9), les valeurs correspondantes
de z, et y, se déduisant des formules (5) et (8).

2° Kxaminons maintenant ce qui se passe lorsqu'il y
a roulement sans glissement.

Sile phénomene se produitau début du ni®™ bond ('),
la valeur de n vérifie la relation (17) si n est plus
grand que 1; si au lieu de cela le roulement sans glis-
sement se produit deés le début (2), on a

tang0, = Z(x—+— e)f.

On a, en loul cas, pour cette valeur de n

) ! ! s —
(18) Yn="19%,— pqn=0.

(') Qui pourrail étre le premier.
(%) Auquel cas n = 1.
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On a d'ailleurs toujours (')

m(a,— 'l/n) -+ Q =o, Bltz p;n Pr =P,m 'n= I'Iuv
m(yn—n)+P =o,

2 2 . ,
FMEn+ ManD = z Mo gy ma,p.

On déduit de ces équations jointes a I'équation (18)

, , 5 2
(19) = P Gn= Z o Dpgn
B 2
(20) —Q=-m(2,—pgn) = = moy,
/ /
(21) P=—m@+e)yn=—m(1+e)er-1y,,

car on a toujours
(22) Y= ey

On a d’ailleurs, ainsi que cela doit étre, dans le cas
actluel
—Qs=Pf

ou

o B
—7~ me,S——mya(1+e)f.

En effet, en vertu de la formule (6) et de I'inéga-

lité (19),
[ _”-;(; +e)nf

~ 1— et ! -
= 901+ /;(l +6)f‘{1ﬁ +i‘(l+6)€""‘{1f

1— et

=v,+§(l—r—c)f*(1 So.

I—e

On a de plus dans le cas actuel, en vertu des équa-

(1) Les équations du mouvement du centre de gravité et celles
des mouvements par rapport aux axes paralléles aux axes fixes
P pp p
passant par yu subsistant sans changement.
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tions (|9)’ (4) ( 3),
%, = g [11+(l+e)~(,f'_:‘__%'_]
+ ; [pq:— g(l +e)«“fl_l—__€”e‘_‘]
ou
(23) . 1’,,:50,1;17{9%_

On voit que la vitesse du point G, au moment ou le
roulement sans glissement se produit, dépend seule-
ment de la vitesse initiale et est indépendante du glis-
sement qui a pu se produire avant.

Dans le cas actuel, du roulement sans glissement, le
mouvement de la projection horizontale de C est recti-
ligne el uniforme avec une vitesse qui a pour compo-
sante «, parallélement 3 Oz, et 3, paralltlement a Oy.
Dans I'espace, le point C décrit, dans le plan vertical
qui projette ce point et dont nous venons de parler,
une série d’arcs de parabole, correspondant a chacun
des bonds successifs.

Pour I'arc qui correspond au n*™ hond, on a

. 2eyy /5 2
(24) Tp1—Tp=— ———\ -4+ =041},
- v
g 7 7
DY
(25) Yn+1—)YVn=— : .3h

o
bal

el la fleche correspondante est

2 524
(-)‘6) :”:YI(’ l'

>

l.a valeur de T est d’ailleurs toujours donnée par
la formule (g)
2ey, 1—e”

& 1—e

Tp=—
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et les bonds cesseront pour n infini, donc pour la
valeur

ey
T =— 0
* g(t—e)

instant a partir duquel il y aura roulement sans glisse-
ment.
Considérons un point H situé a une distance égale

L2 .
a zp au-dessus de C ('), les composantes de la vitesse
horizontale de ce point seront :

1° Tant qu'il y a glissement et que la composante
verticale de la vitesse n'est pas nulle,
2 2 7
! = ; et 31— = = L
%p+ 599/1 21 5PP1
c’est-a-dire, en vertu des formules (4) et (5),
2 2 7
< 14 —_ = < 9.
n+zoqr e Bi—sepi=%h

Ces composantes sont donc constantes.

2° Lorsque la composante verticale de la vitesse
est nulle, les composantes horizontales de la vitesse
de H sont

de 2 2
- T307 et 31*59P1=%f3u

c’est-a-dire, en vertu des formules (13) et (15),

2 2
H+ e et ﬁn—ng:%@!-

Ces composantes sont donc encore constantes et
égales & ce qu’elles sont dans le premier cas.

() Clest le centre d’oscillation pour un axe de suspension tangent
a la sphére en .
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3° Enlin lorsqu’il y a roulement sans glissement, aw
moment du choc, ces composantes sont '

0 - o -
ap, -+ = h=*%a et By — = =<
n Jpqn 3 n 21 :)Ppl 5317
c’est-a-dire, en vertu de la formule (23),

2
a1+ T Pq1 et
5

ot
w

valeurs encore égales a celles obtenues dans les cas
précédents.

On voit donc que les composantes horizontales de
la vitesse du point de la boule qui se trouve en H sont
conslantes comme grandeur et direction pendant toute
la suite du phénoméne. Dailleurs, au moment ou le
roulement sans glissement se produit, la vitesse finale
du point G est paralléle a celle du point H et égale
aux :' de cette vitesse; ces composantes de la vitesse

/

finale de C sont donc

11+§pq, et 8.

S S

C'est le résultat auquel nous étions déja arrivé.
Reste a examiner les cas particuliers ot

1 2
6—;1 f—- 5’
d'ou
Z(H—e)f: §,
2 2
donc :

1° Si tangh, =1, on a

gangO, < {;f(l +e),

et il y a roulement sans glissement dés le début du
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mouvement, el, en projection horizontale, le mouve-
ment de C est rectiligne et uniforme, le point C décri-
vant dans chaque bond un arc de parabole conformé-
ment aux formules (24), (25) et (26).
. 5 7 2

2° Si tangf, = . comme if(l “+e)= 30 on é

tangl; > :;‘f(l —+e€).

Il y a donc roulement sans glissement pendant les
premiers bonds.
Toutefois,

de sorte que
1+e

tang0,<§ pp—

Le roulement sans glissemenl se produira donc au
bout d'un nombre fini de bonds pour la valeur de n
pour laquelle on aura [formule (17)]

[ () comensa - (3]

relation qui, puisque I,ang94=;, sera salislaite pour

n— 3, car on a

La boule exéculera donc deux bonds pendant lesquels
il y aura glissement et le roulement sans glissement se
produira au début du troisiéme bond, les deux premiers
points de contact se projetant horizontalement sur la

parabole (11).

I+ef=3, ona

3¢ Si tangh, =4, comme —

[CRES]

1+e€
1—- €

tang 8; > -Z— S
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Il y aura glissement pendant tous les bonds et ces
bonds, ¢n nombre infini, seront suivis d'une période
de glissement pendant laquelle le point C décrit,
d’aprés ce que nous avons vu, un arc de parabole (11)
qui est le prolongement de celui de la méme parabole
sur lequel se trouvait le point C pendant chacun des
chocs précédents.

4° St v.—ﬁa..:o avec B, =p,=o,
3
tang 6y < 5

L.a derniére condition fait d’abord voir gu’il y aura
roulement sans glissement pendant les chocs dés le
début. La viltesse de G est paralléle a Oz, puisque
Bi=piy=o, etl'on a pour sa valeur

, i 2
a, = ; o)+ ;qu,

d’ailleurs par hypothése

—~

vy = ill = —Pqn
d’ot
5 .
=T A,
donc o, = o et aussi, puisqu’il y a roulement sans
glissement,
o,
4
= 1 =o.
71 P

Donc, dans ce cas, la boule est animéc apres le
choc du seul mouvement de translation vertical dont

la vitesse est
’
Y= eYr.

Elle exécutera donc, sur place, un nombre infini de
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bonds verticaux dont la hauteur ira toujours en dimi-
nuant, celle du n**™ bond étant d’aprés la formule (26)

Y2e2n 42 2n+1
(i¢ (1!

2& & \2

La boule reviendra définitivement au repos au bout
da temps

28‘{| _ 2"{1
gi—e) g
Si ¢, ——’im =z¢, ¢ étant trés petit, les autres condi-
tions restant les mémes, on aura

-

/
V= ;1|+3=11—P‘]1,

’ s
d’olt
991:*‘-~11“€
et
, 5 2 2
Ty= 4 o= 8
v /
, o P
« TS e S — -~
=3 70

Douc, dans ce cas, le point G sera animé d’une trés
faible vitesse horizontale et la boule d’un mouvement
de rotation dont la composante horizontale sera trés
lente.



