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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1912).

Mathématiques élémentaires (1).

SOLUTION PAR UN ANONYME.

1. Les relations

2 AM=AQ, B8BN=BM, +CP=CN, 5.D0Q=DP,

=1, B=z1,

donnent lieu aux remarques suivantes, qui nous seront
utiles par la suite. Si (a), (), (¢), (d) sont les plans
perpendiculaires aux plans des angles A, B, C, D,
menés par les bissectrices de ces angles, et ('), (&),
('), (d') les plans analogues menés par les bissectrices
des angles extérieurs, le centre S de la sphére est

dans Je plan (a) pour 1 =—1,

dans le plan (a') pour A=+1;

on doit remarquer que la bissectrice de 'angle A est la
pseudo-bissectrice de I'angle des axes m, n, p, q défi-
nis dans |'énoncé.
On a
M 9 BN CcP

X = X

_— _ = G‘B“/S = y
AQ BM N

2=

et le produit «3y8 ne change pas de signe quand on’
change ’orientation de la droite m, par exemple : o et

(') Voir 'énoncé p. 469 des- Nouvelles Annales de 1912
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B changent de signe. On peut écrire

&X—_N—.E-X E‘E Xg_ll-:-ap'{&:i(,
MB ~ NC  PD QA

et deux cas se présentent ().

a. Avec aflyd =+ 1, les quatre points M, N, P, Q
sont dans un méme plan; ils sont par suile sur un
cercle. Sil’on écrit

a =AB =AM + MB = AM — 3.BN,
b=BC=.. ........ = BN —+.CP,
c=CD=.......... = CP —&.DQ,
d=DX=.......... =DQ —a.AM,

en combinant ces relations de maniére a faire dispa-

raitre BN, CP, DQ, on obtient
a+B.0+By.c+PByd.d =AM (1— afyd) = o;

le contour ABCD A r'est pas quelconque.
Deux des termes devant étre négatifs, on doit
avoir
B By < Brb =1,
done
B =—+1, ay =—+1, "

les sommets A et C (auxquels se rapportent a et )
élant loujours associés, ainsi que les sommets B et D,
on peut avoir

a=v=—1I, a=v1=—1I, a=v=-+I,
Q ou o ou P o
3=0=—1, B=08=+1, 3=08=—1,
MA NB . (.
(') Le nombre des rapports MB’ NG’ - qu sont négatifs est
. AM BN .
de méme gravité que le nombre des rapports A_Q' Bw’ e qui

sont négatifs; mais on pe doit pas perdre de vue que a, §, v, 8 sont
les signes de ces derniers rapports et non les signes des rap-

orts MA
p MB' ..
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ce qui donne les trois cas résumés par P’écriture
(a—b+c—d)(a+b—c—d)y(a—b—c+d)=o;
on peul écrire
a+c=b+d ou la—c|=|d—-6]|;

cela forme seulement deux cas distincts.
Avec a—b—+c—d=o0, on a la figure 1 et des

Fig. 1.

figures analogues ou interviennent les plans (@), (b),
(e), (d).

Aveca+b—c—d=o0, les cOLés a et b ayant cn
commun le sommet B, les cdtés c et d ayant en commun
le sommet D, onalatigure 2 et des figures analogues ol
interviennent des plans (a), (0'), (¢), (d'); on a, en
effet

B =-+1, ° =-+1.

On peut remarquer que les plans «, b, ¢, d, ou a, U,
¢, d' perpendiculaires aux cordes QM, MN, NP, PQ
du cercle MNPQ), ont une droite commune.

SiI’on veut, par la suite, avoir dans tous les cas

AB — BC + CD — DA = o,
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ce qui exige a =y =—1, B ==8=—1, il faudra con-
server, pour le premier des trois cas précédents, les
axes AB, BC, CD, DA; changer pour le second cas le

Fig. a.

sens des axes n et p qui se croisent en G, changer pour
le troisieme cas le sens des axes p et ¢ qui se croisent
en D. En méme temps, on pourrait désigner par a le
plan perpendiculaire au plan de I’angle A mené par la
pseudo-bissectrice de 'angle des axes qui se croisent
en A, etc.; on mettrait b et d, au lieu de &' et d', dans
la figure 2, ou le sens d’un axe serait changé en B et
en D (axes passant en C).

b. Avec 2By =—1,le point Q, par exemple, est
Fig. 3.

le conjugué harmonique, par rapport aux poinls D
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et A, dw paint ou la droite DA est rencontrée par le
plan MNP; aa eucore les plans MNP et MPQ sont
conjugués harmemigues par rapport aux plans

Fig. &

A

(MP, AB) e¢ (MP, CD). On a, par exemple, les figures
3 et 4, la premiére avec a seul positif (plan ), la
seconde avec a seul négatif (plan a).

La suite montrera que les deux cas précédents se
présentent effectivement.

II.

2. Supposons donnée la sphére (S). Soient m et p
(fig.5) deux droites fixes tangentes a cette sphére aux
points M et P. Pour obtenir une droite n qui s’appuie
sur les droites m et p et qui soit tangente & la sphére,
prenons un point B sur la droite m, considérons le
petit cercle qui est la section de la sphere par le plan
(B. p), cercle non représenté sur la figure, et menons
du point B des tangentes A ce cercle : nous obtenons
deux droites n et n’ répondant & la question.

Soit BNC une de ces droites; si 'on reporte la divi-
sion de points C, N, B sur la droite p en C, P, E, on
a PE = NB = MB, et le point C est a l'intersection de
la droite p avec le plan perpendiculaire a la droite BE
en son milieu. La droite m étant orientée dans un sens
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bien déterminée, si 'on  .ente la droite p dans un cer-
tain sens, et si 'on prend PE = MB, le plan perpendi-
culaire a la droite BE en son milieu fait correspondre
au point B un pointunique C; sil’on oriente la droite p

dans le sens contraire au sens adopté d’abord, en
prenant PE' = MB, on fera correspondre au point B
un point unique C'; la correspondance entre les points
B et C sur les droites m et p, correspondance double-
ment quadratique au premier abord, se décompose en
deux correspondances homographiques (B, C) et
(B, O, les droites n forment deur systémes (n) et
(n'). Cela tient a ce que les directrices m et p sont tan-
gentes 4 la sphere (S).

Soit BNC une position de la droite n; le plan MPN,
déterminé par la droite fixe MP et le point variable N,
est également incliné sur les droites m et n, sur les



(512)

droites n et p, donc sur les droites m et p qui sont
données. Réciproquement, si N est un point de la
sphére tel que le plan MNP soit également incliné sur
les droites m et p, le plan tangent en N rencontre ces
droites en des points B et C qui sont alignés avec le
point N : la droite BC est tangente & la sphére, au
point N. Or, il passe par MP deux plans, et deux seu-
lement, qui sont également inclinés sur les droites m
et p: ces plans passent par I'une ou I'autre des bissec-
trices des angles que forme, par exemple, la droite m
avec la paralléle 4 la droite p menée par le point M;
le lieu des points N et N' se compose donc de deux
cercles (T') et (I') passant en M et P. (On arrive au
méme résultat, d’'une maniére moins simple, en proje-
tant la division de points B, N, G paralléelement & MP
sur le plan mené par la droite m parallélement a la
droite p.) Quand on se donne le point B, ainsi qu'on a
fait au début de ce numéro, comme le cercle déter-
miné sur la sphére par le plan (B, p) rencontre chacun
des deux cercles (') et (I') en un seul point, N ou N/,
distinct du point P, le point N par exemple est sur le
cercle (I'), le point N’ est sur le cercle (T”).

La droite n est dans le plan tangenten N a la sphére,
et fait avec le plan du cercle (I') un angle égal a celui
que fait la droite fixe m avec ce méme plan; de la cette
conséquence : Le lieu des droites n qui correspondent
aux points N du cercle (T') est la surface de révolu-
tion (%) engendrée par la rotation de l'une des
droites n autour de l’axe (A) du cercle (T'); cette sur-
Jface contient les droites m et p. Le lieu des droites n'
qui correspondent aux points N' du cercle (T') est
de méme la surface de révolution (¥)...; avec la
disposition de la figure 5, le cercle (I") est a peu prés
de front, 'axe (A') est & peu prés de bout.
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La droite A est I'axe de la rotation qui améne la
demi-droite M sur la demi-droite Pp, en amenant le
point M au point P; la droite A’ est de méme I'axe de
la rotation qui améne la demi-droite Mm sur la demi-
droite opposée a la demi-droite Pp, en amenant le
point M au point P. Deux tels axes existent a priori :
pour obtenir le premier, on porte sur les demi-droites
Mm et Po deux vecteurs égaux MB et PE, et 'on
prend lintersection des deux plans’ perpendiculaires
aux droites MP et BE en leurs milieux; on obtient le
second d’une maniére analogue en remplagant le seg-
ment PE par le segment opposé PE'. Si Pon veut uti-
liser le point S, comme chacune des droites A, A" doit
faire le méme angle avec les deux droites m et p, on
ménera par ce point S des paralltles aux droites m
et p, on fera passer par les bissectrices des angles obte-
nus des plans perpendiculaires au plan des deux paral-
Itles, et 'on coupera ces deux plans par le plan qui
est perpendiculaire a la corde MP en son milien (');
on aura ainsi les axes (A) et (A').

Le point M est a la fois un point N et un point N';
la droite n,, qui joint le point M au point d’intersec-
tion C, de la droite p avec le plan tangent en M a la
sphére, est a la fois une droite n et unc droite n'. Le
point P est de méme un point N et un point N'; la
droite ny, qui joint le point P au point d’intersection B,
de la droite m avec le plan tangent en P, est ala fois une
droite n et une droite n'. Les deuz surfaces (X) et (L)
ont en commun les quatre droites m, p, ny, n,.

(1) Les axes () et (A") sont, sur le paraboloide hyperbolique
équilatére qui est le lieu des points équidistants des droites m et p,
les deux génératrices perpendiculaires a la corde MP; les plans
directeurs de ce paraboloide, si on les méne par le point S, sont les
deux plans dont on vient de parler.

Ann. de Mathémat., 4® série, t. XIL. (Novembre 1912.) 33
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La corde MN du cercle (T') faisant constamment des
angles égaux avec les droites m et n, la tangente en M
i ce cercle est bissectrice de I'un des angles que for-
ment les droiles m et n,; les tangentes en M et P aux
deux cercles (T) et (T') sont les bissectrices des
angles que forment les droites m et ny, les droites ny
el p, droites qu'on peut regarder comme les
traces des deux plans (MP, m) et (MP, p) sur les
plans tangents M ev P a la sphére. Les deux cercles
(T') et (T) sont orthogonaux. [Si Pon projette la divi-
sion de points B, N, C, parallelement & MP, sar le
plan (m, n,) qui est le plan tangent en M & la sphére,
en menant CC’ paralléle & PM jusqu’a MC, <t NN’
parallele & PM jusqu’a BC', on voit divectement que la
droite MN’, qui est la tangente en M au cercle MNP,
est bissectrice de P'un des angles que forment les
droites me et n,; on a ainsi une nouvelle solution du

probléme proposé. ]

3. Les deux plans (m, n) el (p, n) déterminent sur
la sphére deux petits cercles variables, tingents
en M a un grand cerce u, tangents en P a
un grand cercle =, tangents entre eux au point N;
soit v le grand cevcle variable qui lear o<t tan-
gent en N. On voit sur la figure (en imaginant le
grand cercle qui est sur la spherve le lieu d - oints
équidistants de M et de ), comment on peu obtenir
Penveloppe du grand cercle v, et le lien du oim N.
Les axes (A) et (A') se présentent ici comme ey inter-
sections par le plan perpendiculaire a la corde MP, en
son milieu, des plans bissecteurs des diedi s que
forment les plans (S, m) et (S, p). :

Dans le méme ordre d’idée~, un point Nest le point
de contact d’une sphére de centre B, tangente en M
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a un plan fixe U perpendiculaire & la droite m au
point M, et d’une sphére de centre G, tangente en P
a un plan fire W perpendiculaire & la droite p
au point P. On peul obtenir le lieu du point N en
cherchant d’abord 'enveloppe du plan 'V qui est tangent
en N aux deux sphéres considérées. Les axes (A) et (A")
se préscntent ici comme les intersections par le plan
perpendiculaire a la corde MP, en son milieu, des plans
bissecteurs des diédres que forment les plans U et W

On pourrait, dailleurs, employer une inversion de
poéle M pour traiter I'un ou I'autre des deux probl¢mes
dont on vient de parler.

4. Si Pon prend deux droites AD et BC du sys-
téme (2), on a un contour quadrangulaire ABCDA
circonscrit & la sphére, les points de contact M, N,
P, Q é1ant dans un méme plan; il en est de méme si
I'on prend deux droites A'D’ et B'C’ du systéme (n').
Le contour est alors tracé sur un hyperboloide de révo-
lution. Si, & partir du cercle de gorge, on oriente m
et p daus un cerlain sens, » et ¢ dans le sens contraire,
il saffit de projeter le contour sur 'axe de I'hyperbo-
loide pour obtenir la relation

AB —BC +CD —DA =o;

imversement, on pouvait traduire cetle relation, obte-

nue au paragraphe I, en disant que, si m, n, p, a sont
les semi-dr ites qui y donnent liew, les semi-droites
dé-luites de celles-1a, en changeant le sens de la
seconde el le sens de la quatriéme, sont paralléles a
quatre semi-génératrices d’un semi-cone de révo-
lution.

Sil'on prend une droite AD dua systéme () et une
droite B'C’ du systeme (n'), onaun contour AB'C/'DA,
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pour lequel les points de contact M, N, P, Q ne sont
pas dans un méme plan: les plans MPN' et MPQ
forment d’ailleurs un faisceau harmonique avec les plans
MP, AB' et MP, C'D, soil parce que ces plans passent
par 'une ou Plautre des bissectrices des angles que
forme la droite m avec la paralléle & la droite p menée
par le point M, soit parce que les traces des quatre
plans sur le plan tangent en M & la sphére sont le sys-
téme formé par deux droites m, n, et les bissectrices
de leurs angles.

Inversement, les faits établis au paragraphe I
auraient permis d’établir que le lieu des points N et N
se compose de deux cercles : on aurait considéré une
droite fixe AQD, tangente & la sphére au point Q, et
les tangentes mobiles BNC, BN'C’; mais ce n’est pas
la, évidemment, ce que demandait I’énoncé.

II1.

5. Supposons maintenant donné le contour ABCDA,
et cherchons les sphéres (S) tangentes aux quatre
cOtés. Si lon veut dabord une telle sphére avec
points de contact dans un méme plan, le contour
doit vérifier une relation de la forme

a+83.0—+8v.c+ 3y8.d = o;

ou encore les quatre droites m, n. p, q doivent étre
paralléles a quatre genératrices d’un céne de révo-
lution, ce qui donne le moyen de réaliser le contour.
Or, d’aprés ce qui précéde, le systéeme formé par un
contour quadrangulaire et une sphére tangente aux
quatre cotés, méme pour le cas ou les points de con-
tact doivent étre dans un méme plan, dépend de
12 paramnétres, & savoir : 4 paramétres pour la sphére,
6 paramétres pour les deux droites m et p, 2 para-
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métres pour les droites n et g. Comme le contour
ABCDA ne dépend ici que de 11 paramétres, la
sphere (S) doit dépendre d’un paramétre ('). Ce rai-
sonnement suppose d’ailleurs que la propriété indiquée
est la seule que posséde un contour quadrangulaire cir-
conscrit a une sphére, avec points de contact dans un
méme plan; on verra qu’il en est bien ainsi.

Prenons le point M a volonté sur la droite m (fig. 1
ou 2), et déterminons les points N, P, Q) par les rela-
tions nécessaires

5BVN=BM, ~.CP=0CN, ¢&DQ=Dr,
les valeurs de 3, v, ¢ étant celles qui figurent dans
la-relation

AB+4.BC+3y.CD+Bve.DA =0
vérifiée par le contour; un calcul inverse de celui du
paragraphe I donne
2. AM = AQ,

avec 23yd =1. Les points M, N, P, Q sont dans un
méme plan II.

11 faut montrer que ces points appartiennent a un
cercle. On a vu comment, par une orientation conve-

(') Quand on crée un contour quadrangulaire circonsciiptible a
une sphére, avec points de contact dans un méme plan, en partant
de la spheére (/fig.5), il semble au premier abord que ce contour
dépend de 12 paramétres, dont 4 pour la sphére; mais 1l se trouve
que le méme contour peut étre obtenu a partir d’une infinité de
sphéres, de sorte que la sphére fournit seculement 3 paramétres
pour le contour.

J'observe en passant que les notions de paramétre et de condition
devraient étre introduites dans Penseignement tout au début de
1’é¢tude de la Géométrie, a propos du parallélogramme par exemple.
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nable des droites m, n, p, ¢, on peut avoir

AM = —AQ, BN =— BM, e,
AB—BC +CD — DA =o;

supposons les droites ainsi orientées. Projelons la
figure sur le plan I1 ( fig. 6), et soient A/, B/, G/, D’ les

I'ig. 6.

Q

T .

(99

projections des points A, B, G, D; prenons comme
axes m/, n', ..., les projections des axes m, n, ....
Les droites AB, BC, ... étant également inclinées sur

le plan MNPQ), on a
A'B =AB x £, BC=BCx &,
et la relation ci-dessus donne
AB—B 0+ UD—DA=o;
il en résulte, comme on sait, que les axes m’, n', ...,

sont tangents & un cycle, en des points M,, N,, P,, Q,.
On a d’ailleurs

B'M =—B'N et aussi B'M; = — B'N,,

B'M, et B'N, étant deux tangentes menées d’un point
a un cycle; on en déduit la premiére des relations

MiM=—NN=PP=—Q;Q;
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tes points M, N, P, Q appartiennent a un cercle
concentrique au cercle M; N, P, Q,.

Considérons alors la sphére qui passe par le cercle
MNPQ et qui est tangente en M a la droite AB (le con-
tour ABCD étant supposé gauche); cette sphére
est tangente en N & la droite BC puisque l'on a
BN =BM, ...; elle est bien tangente aux quatre cétés
du contour.

Observons maintenant que les plans I1 sont paral-

\ BM ,
léles entre eux : en effet, le rapport = étant constant,
L

les droites MN sont paralléles entre elles, et il en est
de méme des droites NP, .... Imaginons que I'on pro-
jette la figure sur un plan fixe () parallele & la direc-
tion des plans (II), la projection du point A étant
désignée par a, celle du point M par m, celle du point
M, par m, (on en verra plus loin la raison); soit A la
perpendiculaire au plan (=) menée par le centre v du
cycle tangent aux quatre axes qui portent les cotés ab,
be, .... Les cercles MNPQ ayant leurs centres sur la
droite A, cetle droite est le lieu des centres des
sphéres (S); c’est la droite commune aux quatre plans
a, b, ¢, d dela figure 1, ou aux quatre plans a, &', ¢, &’
de la figure 2. Celle des sphéres (S) qui a le plus petit
rayon s'obtient en mettant les points m, n, p, ¢ en
Mg, N, Poy ¢o; les points M, N, P, Q occupent alors
certaines positions My, Ng, Py, Q.

6. Si l'on imagine, pour plus de clarté, que I'on a
pris comme plan () le plan (1) quicontientles points
M,, Ny, Py, Q,, on voit que le contour quadran-
gulaire ABCDA, avec I'hypothése

a+B3.6+By.c+By.d=o,

relative au systéme d’axes AB, BC, ..., appartient a
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une surface (I) engendrée par une droite tournant au-
tour d'un axe A (cf. ci-dessus). Cette surface est le
lieu des cercles MNPQ, l'enveloppe des sphéres (S).
Réciproquement, si I'on considére un contour qua-
drangulaire ABCDA tracé sur une surface (X), en
orientant les génératrices de maniére que leurs projec-
tions sur le plan (II,) du cercle de gorge soient tan-
gentes & un cycle porté par ce cercle de gorge, on a en
projection
ab —bc+cd —da = o,

et, par suite,

H—F(_J+()D—m.—_o;

on aurait encore cette relation en projetant sur I'axe
de révolution de la surface (X). Il existe une série
continue de sphéres tangentes aux quatre cétés du
contour, avec points de contact dans un méme plan;
ce sont les sphéres qui sont tangentes a la surface (I)
le long d’une parallele. Cette réciproque est intuitive.

Une surface (I), définie & partic d’un contour
quadrangulaire qui doit vérifier la relation ci-~dessus,
dépend de 11— 4 ou 7 paramétres, puisque chacune
des quatre droites m, n, p, ¢ a un degré de liberté.
Comme toute surface (X) peut étre obtenue ainsi,
une telle surface dépend de 7 paramétres; et, en
effet, une surface (I) est définie par son axe (4 para-
meétres) et par une génératrice ayant un degré de
liberté (3 paramétres).

7. Dans ce qui précéde, on s’est un peu écarté de
I'énoncé dont la rédaction laisse ici a désirer. Si I'on
voulait supposer I'existence d’une sphére tangente aux
quatre co6tés du - contour, avec points de contact
dans un méme plan, sous la condition nécessaire
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a—+ B8b-+ ...= o, on saurait, d’aprés la seconde par-
tie, que le contour est tracé sur un hyperboloide de
révolution, et les sphéres inscrites a cet hyperboloide
seraient des solutions du probléme; cela ne prouverait
pas, d’ailleurs, qu’il n’y en ait pas d’aulres. Sans
recourir a la seconde partie, on saurait que les quatre
plans @ ou @', b ou ¥/, ... qui sont perpendiculaires
aux cordes QM, MN, NP, PQ du cercle MNPQ ont
une droite commune (A), et 'on pourrait utiliser ce fait
pour résoudre la question posée. On doit en
réalité, comme nous P’avons fait, supposer simplement
que le contour satisfait & la condition nécessaire
a+ B3b—+...=o, et chercher a partir de la les
sphéres demandées.

8. Proposons-nous maintenant d’obtenir une
sphére (S) avec points de contact non situés dans un
méme plan, le contour ABCD étant d’ailleurs quel-
congue. Silon pose

m:z‘, E\T:/. CP = 3, m:l,

en orientant les droites m, n, p, ¢ de A vers B, de B
vers G, ..., les conditions nécessaires a. AM=AQ), ...,
se traduisent, quel que soit le cas envisagé, par les rela-

tions
K axr=1t—d,
f =T —a,
) YRy
' vza=y—b,
0t =3 —c;

on en déduit, en posant a 378 =¢,

(1—e)z=a+ B.b+ By.c + Byd.d,
(1—e)y=>b+~y.c +v8.d+ dz.a,
(1—e)z =c +8.d+8x.a + ¢xP.b,
(t—e)t =d+2.a+aB.b +aly.c;

(2)
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mais, pour former un systéme équivalent au systéme (1),
nous écrirons, par exemple

(1—aByd)r =a—~+B.b+ By.c+ 3y8.d,

. 8. TN — BN,
(3) PN =
v.GP = CN,
3.DQ = DP

L’hypothése aBy8 =1 (points M, N, P, Q dans un
méme plan) exige que le contour vérifie une relation
de la forme

a—+B.b+By.e+pri.d=o.
et correspond aux spheres étudiées précédemment pour
un tel contour : les conditions (3), conditions néces-
saires, se réduisent alors aux trois derniéres; nous
devons laisser de coté cette hypothese, et prendre
icl
a3y8 = — 1.

Pour chaque systéme de valeurs de o, 8, v, ¢ véri-
fiant cette relation (il y en a huit), les formules (3)
fournissent quatre points M, N, P, Q non situés dans
un méme plan. Ces quatre points déterminent une
sphére, et je dis que cette sphére est bien tangente
auzx quatre droites qui portent les cétés du contour;
en effet, si 'on désigne par M/, N', P/, Q' les points ou
elle coupe encore ces droiles, on a

rr'=(t —d)(t —d), axr'=t'—d,
)y =(r—a)(r'—a), d’ou By'=a"—a,

de sorte que z', ¥/, 5, ¢’ sont égaux a x, ¥, 3, t.
D’aprés la relation 23y8 =—1, a chaque systéme
de valeurs des quantités a, 3, v, & correspond le sys-
téme de valeurs obtenu en changeant tous les signes;
on peut ainsi classer les huit solutions en qualre
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groupes de deux solutions :

a seul positif, solution (1),
o seul négatif, solution (1'),

et 'on a de méme les solutions (2) et (2/), .... Les
figures 3 et 4 représentent une solution (1) el une solu-
tion (1'), avec indication des plans (o, 0,¢,d) ou
(a,b,c',d') qui déterminent le centre de la sphére.

9. Examinons ce que deviennent ces solutions isolées
lorsque le contour vérifie une relation de la forme

a+B b+ f3'y.c+fy¥.d=o,
soit o' défini pour I’égalité
a' By =+1.

Dans la séric continue de <olutions qui correspond
aux valews a=4a', 3 ={’..., se trouvc une sphére
tangente en A au plan de I'angle A; on a alors z=o,
t=d, .... Ces valeurs satisfont au systéme (1) pour
3=, v=v.0=20, a==d indifféremment; en
prenant x = — o/, 3= 7', y =17/, 6 =27/, on aura donc
une solution isolée, avec £ = o, t =d, ..., c’est-a-dire
une sphére tangente en A au plan de l'angle A. On
aura de méme, parmi les solutions isolées, une sphére

tangente B au plan de I'angle B, .. .. Les quatre aulres
solutions isolécs ne présentent rien de remarquable, et
sont d’ailleurs en dehors de la série continue de solu-
tions.

Examinons d’un peu prés les trois cas signalés au
n° 1 '

a:'*(._.—l, 1:‘{::—[, 1:*{=+]’
3’:8"“-—[, ’:8’:-{—[, B’:a’:—l.
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qui correspond 2

o =—I, ﬁ,::‘“ls Y,=—|, 8’=—-l:

les solutions dont on vient de parler s’obtiennent,
comme solutions isolées, en donnant & o, B, v, 5 les
valeurs

(1) I, —I, —1i, —1,

(2) — 1, 1, —1, —I,

ce sont les solutions (1, 2, 3, 4). On obtient les centres
des sphéres considérées ici en coupant la droite A,
intersection commune des plans a, b, ¢, d (fig. 1),
par les plans o', V', ¢, d'. Pour la solution (1), les
points M et Q des figures 1 et 3 sont confondus
en A.
Avec
a+b—c—d=o,

qui correspond a

@'= —1, g'=1, y=—1. =1,

les solutions en question s’obtiennent, comme solulions
isolées, en donnant & «, 2, v, ¢ les valeurs

(3 1, 1, —1, 1,
1) -1, —I. —I, I,
( ) — 1, I, 1, I,

) —1I, n —1, —1

ce sont les solutions (3, 4, 1', 2). On obtient les cen-
tres des sp/tél:es'consz'dérées ict en coupant ladroite A,
intersection commuhne des plans a, b', ¢, d' ( fig. 2)
par les plans a', b, ¢', d. Pour la solution (1’), les’
points N et P des figures 2 ‘et 4 sont confondus en C.

Avec
a—b—c+d=o,
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on auraitles solutions (3, 4, 1, 2’). Pourla solution (1),
les points N et P de la figure 3 seraient confondus

en C.

10. 2. On peut avoir a la fois

a—b+c—d=o,
a+b—c—d=o;

on doit avoir pour cela

Le plan bissecteur @ du diédre que forment les demi-
plans ACB et ACD est un plan de symétrie pour le
contour; les deux plans b et &' (fig. 1 et 2) coupent
ce plan a suivant deux droites A, et A, dont chacune est
un lieu de centre de sphéres tangentes aux quatre cotés
du contour, avec points de contact dans un méme plan;
ces deux droites ont un point commun O.

Que deviennent les huit sphéres qui sont les solu-
tions isolées du cas général? Les plans (a, ¢, 0,d, 0, d')
ayant en commun le point O (fig. 1 et 2), deux de ces
sphéres se confondent avec la sphére de centre O, com-
mune aux deux systémes continus de solulions, et qui
est tangente en B aux droites BA et BC, en D aux
droites DA et DC; deux autres ont leurs centres aux
points d’intersection de la droite A; ou («, ¢, b, d) par
les plans @’ et ¢/, et sont tangentes en A aux droites AB
et AD, ou en C aux droites CB et CD; deux autres ont
de méme leurs centres aux points d’intersection de la
droite A, ou (a, ¢, b', d') par les plans «’ et ¢', et sont
encore tangentes en A aux droites AB et AD, ou en C
aux droites CB et CD; les deux derniéres, qui sont
vraiment des solutions isolées, ont leurs centres aux
deux points (d, &', a', ¢') et (b, d',a, c’) : I'une cor-
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respond aux valeurs AM = AQ =0, CN=CP =—q,

et 'autre aux valeurs opposées.
B. On peut de méme avoir a la fois

a—i—b—C——d_—:n,

a—b—c+d=o;

on doit avoir pour cela

les cOtés opposés étant égaux deux a deux. Les quatre
plans «, 'y ¢, d' (fig. 2) se coupent suivant une
droite A,, les quatre plans @', b, ¢/, d se coupent sui-
vant une droite Ay, et chacune de ces deux droites est
nn lieu de centres de sphéres tangentes aux quatre
cOtés du contour, avec points de contact dans un méme
plan.

Des huit sphéres qui sont les solutions isolées du
cas général, quatre ont leurs centres aux points d’inter-
section de la droite A, par les plans qui déterminent la
droite A,, ct sont respectivement tangenls en A aux
droites AD et AB, en B aux droites BA et BC, ...; les
(uatre auatres ont de méme leurs centres aux poinls
d'intersection de la droite A; avec les plans qui déter-
minent la droite A,, etc.

v. Enfin, on peut avoir a la fois

a—b+c—d=o,
a—+b-—c—d=o,
a—b—c+d=o;

on doit avoir pour cela
a = b =C = d.
Chacune des trois droites (a, b), (a,b',d'), (b,d,c'),

ou A, Ay, Ay, est un lieu de centres de sphéres tan-
gentes au quatre cOtés du contour, avec points de con-
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tact dans un méme plan; les deux derniéres de ces
droites rencontrent la premiére en deux points O et Q.
Des huit sphéres qui sont les solutions 1solées du cas
général, deux se confondent avec la sphére de centre O
qui est tangenle en B aux droites BA et BC, en D aux
droites DA et DC; deux autres se confondent de méme
avec la sphére de cenlre Q qui est tangente en A aux
droites AB et AD, en C aux droites CB ¢t CD; deux
ont leurs centres sur la droite (a, V', d') ou (¢, ' d'),
droite A,, aux points ot elle est coupée par les plans o’
el c', etsont tangentes en A ou en C au plan de I’angle A
ou de 'angle C; deux ont de méme leurs centres sur
la droite (b, @', ¢') ou (d, @', ¢'), droite A,, .. ..

11. Relativement & I’hypothése afByS =1, pour
laquelle il y a impossibilité ou indétermination, la
notion de correspondance donne naturellement la
meilleure compréhension des choses par U'introduc-
tion d’un invariant; et cette méme notion présente
d’une maniére intéressante la solution qui correspond
a un systeme de valeurs de a, 3, v, 8 vénifiant la rela-
tion afyd =—1.

Le contour ABCDA étant quelconque, prenons arbi-
trairement un point M sur la droite m, et déterminons
sur les droites n, p, g, m les points N, P, Q, M, par

les conditions
B.BN=BM, +.CP=C\, 4.DQ=DP, «AM, =AQ.

[ensemble des points M est symétrique de I'en-
semble des points N par rapport au plan b s1 3 = —1,
par rapport au plan b si 8=-1; I'ensemble des
points N est de méme symétrique de I'ensemble des
points P, et ainsi de suite; dés lors la division formée
par les points M, est égale a la division formée rar
les points M.
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Pour f = —1, les divisions (M) et (N) sont de sens
contraire sur les axes m et n; de la deux cas :

a. Avec a3v6 =1, les deux divisions (M) et (M, )
sont de méme sens sur ’axe m; elles sont généra-
lement distinctes, et le point M, ne peut se confondre
avec le point M ; si les deux divisions sont confondues,
on a pour tout point M

@F\T:W, ey 1.m=m,

et 'on achéve comme précédemment;

b. Avec 2378 = — 1, les deux divisions (M) et (M,)
sont de sens contraires sur l'axe m, les points M
et M, sont symétriques 'un de I’autre par rapport a
un certain point de la droite m, et 'on doit mettre M
en ce point; on achéve comme précédemment.

12. Pour préciser ce qui précéde, observons que les
égalités

donnent
a+ 8.0+ fy.c+ Bys.d =AM —afys. AM,.
«. \vecz@ys=1,o0na
MM =a 3.6+ By.c+Byd.d,
d’ou la condition

a+8b+ .=o.

b. Avec a3y6=—1, on a pour I'abscisse du milieu
du segment MM,

M—AM, a+§b+...
2 - 2 )




