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[C2]
EXPOSITION D'UN MEMOIRE DE M. W. CROFTON (');
Par M. Henat LEBESGUE

Je desire attirer 'attention des lecteurs des Nou-
selles Annales sur des énoncés éléganls qui sont &
peu prés ignorés en France, bien qu’ils soient suscep-
tthles de suggérer un grand nombre d’exercices inté-
ressants.

I. Son
(1) zsin) —ycosb—p=o (00 < m)

I’équation d’une droite D en coordonnées rectangu-
laites.

(') Philosophical Tiansactions, 1868, Comptes 1endus, t LXYV,
et LAVIII

J -\ Seutel a verific les deuxn principaux enonces de Crofton
(Comptes rendus, v LXVIII, Annales de l’Ecole Normale supe-
1teure, 1869°.

On tiouvera un expose des raisonnements de Crofton dans un
Ouvia.e de E Czuber dont une traduction belge, intitulee * Pro
babuilites et moyennes geometriques, a ete publiee chez Hermanao.
Ci)ftor obtient ses resultats en utilisant les theoremes generaux
sur les probabulites pour le calcul de ceirtaines probabilites géo-
metri jues, cela le conduit en somme tout simplement 3 évaluer
des 1ntegrales multiples par des changements de variables. Ici, je
suis exaclemcnt les 1a1sonnemeants de Crofton, en supprimant
seulement les allusions aux probabilites, ce qni ne diminue en rien
leur caractere suggestif, on pouriait s’ecarter moins encore des
rar~onnements de Crofton en remarquant que certaines de ses
demonstrations sont en somme des considerations de geométrie
mfinitesitmale susceptibles de remplacer les calculs de determinants
foactionnels qne j'effectuc directement.
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L'intégrale

(2) I=ffdpd6,

étendue a toutes les droites D remplissant une certaine
condition, par exemple coupant une courbe C donnée,
a un sens trés clair : si Pon considére p, § comme deux
coordonnées ordinaires d’un point @, c’est I'intégrale
étendue au domaine A du plan (p, 8) dont tous les
points d correspondent & des droites D coupant C.

Si. 'on dit qu’on compte dans I chaque droite D
autant de fois qu’elle a de points de rencontre avec G,
cela vent dire qu’on décompose A en régions Ry, R,, ...,
les points  de Ry correspondant aux droites D coupant
C en k points, et qu’on prend pour 1 la somme kI,
Ix élant I'intégrale étendue a Ri. Ceci étant, nous
démontrerons, avec Cauchy ('), le théoréme suivant:

La longueur L d'une courbe C est la moitié de
/ [dp db dans laquelle on compte chaque droite D
du plan autant de fois qu’elle a de points com-

muns avec G (2).

Soit M, de coordonnées .r, y, 'un des points de ren-
contre de D et de C; soit s 'abscisse curviligne de M
sur C et soil « 'angle de Oz et de la tangente & ( au

(') Comptes rendus, t. XIII.

(?) Pour éviter des difficultés inutiles a considérer ici, {'introduis
les restrictions suivantes : C a une longueur finie et est formée
d'un nombre fini d’arcs le long de chacun desquels C a une tan-
gente variant d’une facon continue; le nombre maximum des points
communs a C et & une droite D est fini.

w
L’intégration en dp étant effectuée, I s’écritf Pdb, ou P est
0
la longueur totale dela projection orthogonale de C sur une droite
de direction 6. C’est sous cette forme que Cauchy énonce so. résultat.
Oa pourra transformer de méme les énoncés suivants.
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point M. Les parametres p, § de la droite D vérifient
I'équation (1) qui, différentiée, donnc

sin(0 —a)ds =dp;
donc ona

I=ffdpd0=f [ sin(0 — a) | ds db
=[L[fﬁ+asin(0—a)d0]ds=2L.
0 o

Si l'on étendait Pintégrale I & toutes les droites cou-
pant G, mais chaque droite n’intervenant qu’une fois
dans I, la valeur de cette intégrale serail évidemment
la longueur de la plus petite courbe convexe fermée T,
telle que tout point de C soit point de T ou soit point
intérieur aI'. Aprés avoir donné cette forme d’énoncé,
Crofton en déduit de jolies conséquences : Soient C
et ¢, deux contours convexes fermés, extérieurs 'un a

I'autre; menonsles quatre langentes communesa C et C/

etdésignons par I I, a, 3, v, Jy, Js les valeurs de Pin-

tégrale [dpd@ étendue successivement aux droites
J o

coupant respeglivement les contours convexes G, ¢,
ABTEFP, ANOGFP, BHOKET, aux droites coupant
) ) p
4 la fois C et ¢/, aux droites passant entre G et C'.
Dans ces intégerales, ne faisons compter qu’une fois
8 ) pter q
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chaque droite considérée; alors on a évidemment

a=1+I'—=J+J,,
B+y=1+T1 +1J,

Mais I et I' sont les longueurs L et L' de C et (U,
o est la longueur Y du contour ABTEFP, c’est-a-dire
«la longueur d’un fil tendu entourant extérieurement
Cet C», B + v estlalonguear X du «fil tendu croisé
entourant G et C'» et 'on a

(3) h=X—Y (1),
(4) Jh=X—L—L.

Pour définir les droites qui donnent J,, il suffit de
connaitre les arcs NQG, HRK; la valeur que nous
trouvons pour J, ne dépend évidemment que de ces
arcs. En faisant grandir ces arcs on pourra supposer,
par exemple, qu’ils deviennent les deux branchesd’une
hyperbole et NOK, GOH deviendront les asymptotes
de cette hyperbole. Alors I'intégrale J, nous fait con-
naitre « la différence entre la longueur d'une hyper-
bole et la longueur de ses asymptotes ». Expression
dont le lecteur précisera facilement le sens.

2. Nous allons évaluer maintenant des produits
d’intégrale. Un tel produit sera une intégrale qua-

druple
) =/fffdp dp' do db.

Les deux droites D, D', qui déterminent les valears
des variables dans celle intégrale, se coupent en un
point M dont les coordonnées vérifieny I'équation (1)

(') On prouvera facilement quc, si les deux contours C et C' se

coupem, on a
J=L+L'—Y.
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et 'équation analogue relative ap et . En différen-
tant ces relations on a dp et dp’, donc le déterminant
fonctionnel

D(p,p') | sinb — cos0

D(z,y) —

= sin(4 — 0),
sin 6’ —cosﬁ" sin )

et, par suite;

J=ffffdpdp'dwo'
='/‘fff|sin(O'—o”dede'dzdy.

Supposons que D et D' soient assujetlies comme
précédemment a rencontrer des courbes C, C/, com-
posées chacune d’'un nombre fini d'arcs convexes ('),
ou a rencontrer a la fois deux telles courbes ou a
passer entre elles ; alors on connait la valeur de J. Or,
dans ces cas, § et § sont assujetlis a varier entre des
limites fonctions de z, ¥ qui correspondent aux diverses
tangentes issues du point 2 y aux courbes C et C. Donc
on peut effectuer les intégrations en § et ' et Pon
exprime ainsi J sous forme d’une intégrale double en
dx dy.

Considérons une courbe fermée convexe. Soient (C)
Pensemble des droites qui la rencontrent, (T') l'en-
semble complémentaire. Nous allons considérer, avec
Croflon, lc cas ou DD et D' font partie de (C) et (I').

Supposons que le point M (x, y) soit extérieur a C/
et que de ce point on voit G sous un angle o ; cal-
culons le coelficient de dx dy dans I'intégrale double.

(') Lorsque cette condition n’est pas remplie, I'interprétation géo-
métrique def/ |sin {6'—86) | &6 db" ne parait guére possible si 'on

ne veul utiliser que les éléments géométriques usuels.
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Si D et D’ font partie de (C), on a

(5) f[[sm(ﬁ—-@' | db dby
- de[ [ sin(6—6') ay’ +f sin(®" —ﬁ)dO’]

©0

= 2(2 —sina);

pour D appartenant a (C) et D" a (T'), on a
(6) ff|s:,(o_oi|fmd0 |
=/0 do[l sm(o'—e)de'] = asina;
pour D et D’ faisant partie de (T'), on
ff|s..1<e_e)|dedo'
_f do[ ' sin(h — 0') 0’ +[ siu(f)’—ﬁ)dﬂ’]

@
=a(r" —a—sina).

o

Comme vérification remarquons que, pour o. = o, ce
dernier résultat se réduit a 2w, ce qui est bien lasomme,
pour 2 quelconque, du premier, du troisi¢cme ct du
double du deuxiéme vésultat, c’est-a-dire ce qu’on
doit obtenir quand D et D’ sont absolument quelcoun-
ques. De 13 résulte aussi que, pour M intérieur a C,
le coefficient de dx dy est 2= quand D et D’ font partie
de (C) et est nul dans les deux autres cas considérés.

Pour ce premier cas ou D et D’ font partie de (C),
I'intégrale quadruple J est égale a L2 et la contribution
du domaine intérieur a C dans l'intégrale en dz dy-
est, on vient de le voir, 2% fois I'aire de ce domaine.
Concluouns avec Crofton, que :

St lon désigne par x, y les coordonnées d’un point

\

extérieur a un contour convere fermé C de lon-
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gueur L et limitant une aire S, et si a est Uangle
sous lequel on voit le contour C du point x, y, on a

ff(a~sina)dxd_y= iL’—ﬂS,

Uintégrale étant étendue a toute la partie du plan
extérieure a C.

Pgur le cas ot D faisant pattie de (C) et D' de (T),

ona
J = ‘)_f [sinzdxd_y;

mais, comine cette intégrale élendue a tout le plan est
infinie, Crofton ne I'étend qu’a un anneau limité par C
et par une courbe convexe enveloppante C,, ce qui
revient & calculer //.dp db [ffdp’ dﬂ’] pour toute
droite de (C) associée atoute droite de (I') qui la coupe
dans Vanneau. Pour des valeurs données de p et 6,
l’intégralef dp'di est étendue aux droites ne ren-
contrant pas C et rencontrant la droite D (p, ) dans
Panneau limité par C et C,. Soient A; A'; A, A] les
points de rencontre de D avec C et avec G, ; I'intégrale

Fig. 2.

en dp' db’ est étendue aux droites passant entre Cet la
courbe infiniment petite réduite & A, et aux droites
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analogues passant entre C et A'. Donc, formule (4),
cette intégrale est égale a

X+ X'—2L,
en désignant par X la longueur du contour convexe
formé par un arc de C et les deux tangentes a G issues

de A,; X' est la quantité analogue relative a A|. Donc
on a

J=[f(x-1—X’)dpd@—2‘.2=2ffsinadxd_y.

Le cas intéressant est celui ot X est constant, alors

on a
ffsinzdxd_y:l.(X—-L)

Dans tous les cas, comme X est fonction de I'abscisse
curviligne s, de A, sur C,, par un changement de
variable analogue & celui du début dun° 1, ona

J::2ffsinadxdy:f(cos)\—coslu)x dsy —2L2,

A et @ élant les angles des tangentes & G issues de A,
avec la langente a C. en ce poiut; on suppose
6 <h<p<mw, p — k=o0. Au changement de varia-
bles ic1 employé est lié la formule

2L=f(cos)\—cos,u) ds,
qui devient

. oa LA . a
L = sin = [sm ! dsy, L=fsm—ds,,
2, 2 2

respectivement si, le long de C,, a est constant ou si
X est constant, auquel cas, d’aprés le raisonnement
bien connu qui conduit aux théorémes de Grave et de
Chasles sur les arcs d’'ellipse et d’hyperbole, on a
& + p==. On pourra appliquer ces formules au cas
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ou, G étant une ellipse, G, est le cercle orthoptique
de C ou est une ellipse homofocale a C.

Crofton considére aussi le cas od D faisant partie
de (G), D’ n’est assujettie qu’a rencontrer G, ; alors
J:2‘/ﬁ‘/1 dz dy, V'intégrale élant étendue a l'an-
neaua [formules (3) et (6)].

Conservant les mémes notations que ci-dessus, rai-
sonnons d’une facon anmlogue.[fa’p’ d¥%' sera mainte-
nant élendue a tloutes les droiles rencontrant AA,
ou A'A’; donc ce sera 2 (AA, + A'A"), par suile

%: [/1d.z‘zzfy=f dO[f(AA.—!—A'A’,)dp].
o 0

L’intégration en dp donne comme résultat 1'aire de
la pariie de Panneau limité par G et C, qui se trouve
entre les tangentes d et d, qui sont paralleles a D.
Appelons O I'aire de 'anneau, 2 1'aire du segment EFG
extérieur & C et limité par d a 'intérieur de C,; mar-
quons un sens de parcours sur G et soit © I'inclinaison
de d; o sera égal a § ou a § 4 =; I est une fonction
degetlona

113
[f 1(/x'dy:7re——f 2 ds.
. anncau 0

formule particuliérement intéressante quand I est
constant. On pourra en particulier Pappliquer a deux
ellipses homothétiques ct concentriques ().

J'ai déja dit qu’il n’y aurait aucune difficulté théo-
rique nouvelle si 'on étendait I'intégrale J a des droites
D, D" assujetties a occuper certaines situalions vis-a-vis

(') Une formule analogue peut étre établie pour deux hyperboles
homothétliques, concentriques et situées dans le méme angle des
asymptotes.
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de courbes C, C' convexes ou non. Seulement il faudra
se rappeler que I’intégvaleff[sin(e—e’) | d8d¥, qu’il
faut calculer, pourra changer d’expression chaque fois
que le point z, y traversera C, (/, une tangente singu-
liere de Cou (Y ou une tangente commune a ces courbes.
Ces courbes et droites partagent le plan en régions et
les énoncés ne peuvent étre simples que si le nombre
de ces régions est petit. Crofton examine entiérement
le cas ot D et D’ rencontrent deux courbes convexes
C et ¢, (! entourant C, anquel cas il n’y a que trois
régions. Il obtient aussi le résuliat suivant pour le cas
ou D et D' sont assujettis a passer entre les branches
d’une hyperbole ou d’une courbe analogue.

Soit o celui des angles des tangentes a une
hyperbole, issues du point extérieur xz, y, dans
lequel ne se trouve aucun point de la courbe; on a

ff(ot——sina)dxd_y: 55‘1,

lintégration étant étendue & toute la partie du plan
extérieure @ Uhyperbole et A étant la différence
entre la longueur de Uliyperbole et la longueur de
ses asymplotes.

Comme autre cas ot il n’y a que deux régions, on
peut encove signaler celui o D et D’ devraient ren-
contrer une méme épi ou hypocycloide fermée n’ayant
pas d’autres points singuliers que ses points de re-
broussements. Le lecteur pourra faire le calcul pour
une courbe ayant la forme d’une hypocycloide a trois
rebroussements.

3. Considérons maintenant le produit K de £ inté-
grales I, relatives a des droites Dy (pi,8,); ...;

Dy (pk, B1). Désignons par 2y, y4 les coordonnées du
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point A de rencontre de D, et de D, ,. A, dési-
gnera aussi 'angle compris entre o et = de ces deux
droites. a, sera la distance de A,_, et Ag. Lesindices 1
et k4 1 seront considérés comme identiques. On a

K:f.../dp,...dpkde,...dOA
24 -

=f...fdx, dy1 dps...dps dOy...dby sin A,
24

De la dérivation des égalités

2y sinfy— yp cosy =z sinf,— y, coshy,
g sinfy— y,y cosb; = p,,

faite en supposant z,, ¥, ., p;, seuls variables, on

Lire
‘ D (6, p3) _ l sin (03— 6,) __sin A‘_,'
Dz, yy)|  [(@i—@2)cosOy—+ (y1—y2)sinby| ~  a,
Donc
(8) K:f.A..fdmd_y,dxid_ygdpg...dp/.
2
< db, df,.. do, sinAfi;‘A*

2
:/‘..,fd$1d}’1...d1’/_-1 d_}’A_l

< d0y db; smA1 nA2 . -S-LZA——,——I-
h—1

En supposant 2y, 3, 8, 04 seuls variables. dérivons
les égalités

xy siny — y4cosby =2, sin0; — y, cosl,
2z sinbp — yy cosb, = x4 gsinf,— y; cosly;

on a
I D(6,,04)
D(zw, y4)
sin(0;,— 0y) __sindy
[(xy— 1) cosb+(y1— yu)smb,] T oayay

X [(xs—y— @4) cosOp+ (yr-1—y1) sin0;]
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Donc :
_ sinAy...sinAg
(9) K—[‘_,‘,r::/_Tt-Tk_dxl dyy...dx;dy;.

Dot des énoncés tels que celui-ci : L'intégrale pré-
cédente, étendue 4 tous les groupes de & points Ay, ...,
Ay tels que chaque droite D, coupe un contour con-
vexe fermé C, de longueur Ly, est égale au produit
L,L,... L, des longueurs de ces contours.

Un tel ¢noncé fait intervenir un domaine d’inté-
gration fort compliqué et ne permet pas d’abaisscer
Pordre de I'intégrale K dont on est parti. Ceci peut
cependant se faire dans une certaine mesure; pour le
cas de trois droites, par exemple, on avu, formule (8),
que

K:ffffffdz,dyldndy,dﬁldﬁail—nA;ls—lmA’-;
2

ov les intégrations en dfi, et «/f; peuvent étre effec-
tuées de suite. Mais apres le domaine d’intégration est
cncore formé de tous les couples de points tels que la
droite qui les porte rencontre une courbe donnée.
Laissons donc de coté ce mode de généralisation,
qui fournit cependant des exercices précieux pour les
professeurs, et essayons maintenant de généraliser en
vemplacant Vintégrale [ primitive par une autre inté-
grale. Cela cst possible d’une infinité de maniéres ;
choisissons les intégrales qu'étudie Crofton.

4. Prenons pour 1-Pintégrale double f/.a'.z‘dy,

d’ot J ::f [ffd.r, dy,dxydy, et introdaisons les

coordonnées p,§ de la droite joignaut les deux points
Ty ¥4y Ty )y, ainsi que les distances p, oo de ces
points au pied de la perpendiculaire abaissée de Pori-
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gine sur la droite. On a
ry=—p sinb + p, cos®h, Zy=—p sin0 + p, cosH,
Yi= pcosbh + o sinb, ye= pcosd+ p,sind,
d’odi, par un calcul facile et qu’on pourrait d’ailleurs
supprimer en partie & P'aide de ce qui précéde,

J:[f/flP?”Pl‘deed91sz-

Or les intégrations en d3, dp, peuvent étrve effectuées;
supposons que l'intégrale 1 soit étendue & Uintérieur
d’un contour convexe C, alors p, et g, peuvent varier
entre deux limites a, b (a > 0b), fonctions de p, b et
telles que ¢ =0 —a soit la longueur de la corde
découpée dans G par la droite p,§. Et I'on a

/flpe—m | dpy do

" b N
:f dp,[[ (lol—~pz)(lpz+f
a “a e

1

b
1
(22— P:)dP?.J = zc3,
3
d’ou le résultat de Crofton :

C étant un contour convexe limitant une aire S,
et c étant la longueur de la corde de C quiest portée

par la droite
zsin® — y cosh —p =o,

f[c3dp(16=352;

Uintégrale étant étendue a toutes les sécantes de C.

on al’égalité

Ce théoréme est susceptible des mémes modes de
généralisation que celui précédemment étudié. On
pourra supposer que les deux intégrales I, dontJ est
le produit, nc sont pas relatives au méme domaine. Si,
par exemple, la droite (p,0) considérée a dans un
domaine convexe C, d’aire S, un segment ¢, et si lest
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la distance des milieux de c et ¢,, on a

ffcc,la’p do = SS,,

quand les courbes C et G, sont entiérement extérieures
I'une a Pautre.

On pourra aussi multiplier plus de deux intégrales;
pour trois intégrales nous aurons trois points x, ¥;
Zyy Va3 X3, 33 dontil sera naturel d’exprimer les coor-
données a I'aide du rayon R de la circonférence passant
par ces trois points, des coordonnées &, n de son centre
et des inclinaisons ¢, ©,, ©;des rayons des Lrois points.
On verra que les intégrations en do,dg,dp; peuvent
étre effectuées et 'on exprimera ainsi le produit de trais
aires par une intégrale triple étendue a une famille de
cercles. Pour obtenir nn énoncé simple, il faut, comme
précédemment, que le nombre des régions soit petit.
Un cas ou l'on n’aurait qu’une région serait celui ot
les courbes limitant les domaines seraient extérieures
les unes aux aulres et telles que Loute circonférence
qui les coupe toutes trois ne coupent chacune d’elles
qu'en deux points. Je laisse au lecteur le soin de for-
muler le résultat qui est relativement simple.

Crofton considére encore l'intégrale 1= [d:;,oiu;
représente linclinaison de la tangente dirigée a une
courbe convexe C. Pour avoir toutes les tangentes on
prendrag deoaam et | =2w. Pour calculer J =1 =4=2,
introduaisons les coordonnées x, 3 du point de rencontre
des deux tangentes d’inclinaison o et ¢’. Si§ et « sont
les coordonnées du point de contact de la premiére
ona:

(10) xsing — y cose = Esing — 7 coso.

Eu dérivant et en se rappelant que di et dx sont
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proportionnels a cosg etsin @, on a
(11) dxsing —dycose =[(§ — z)cos¢ + (n —y)sing] dy
et une égalilé analogue en ¢'. Or la quantité enire
crochets est la distance des points £, n; z, ¥, c’est-a-dire
la longueur T de I'une des tangentes issues de z, y a C.
T’ étant 'autre tangente et a 'angle de ces deux tan-

gentes, en remarquant que les deux combinaisons v, o
et @', o donnent le méme point z,y, on a

sina
J=2V[fﬁ7dxdy.

Crofton considére aussi I’intégrale fds élendue a la

méme courbe. Puisque 1'on a
ds = R dy,

R étant le ra_yon de courbure en &, ; on aura aussi

f/dsd.s =2 [fsmaﬁdxdy

D’ou ces deux résultats de Crofton :

z,y étant les coordonnées rectangulaires d’un
point extérieur a une courbe convexeC de longueur
L; T, T les longueurs des tangentes & C issues de
x, y; aleur angle; R et R' les rayons de courbure
de C' aux points de contact des tangentes consi-
dérées, on a

dx dy . *. RR’ .
27?2 _f[ sin %~ I‘_zfu/snnawdtdy,

les intégrales étant étendues a la partie du plan
extérieure a C.

Au lieu de faire le produit de plusieurs intégrales I
de méme expression, on peut aussi multiplier des inté-
gralesdeformes différentes. Laa considération du produit
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des deux précédentes intégrales I conduit a un résultat
qui, avec les notations priécédentes, est exprimé par

Iégalité
an-[fsmz (Izd}f

Combiuons aussila premiére intégrale [ avec les deux

derniéres et calculons par exemple/f fdpded:‘o.

x, 1 élant les coordonnées du point commun i ladroite
(p,%) et alatangente d’inclinaison o, passons des
variables p, 9,0 aux variables z,y,0. La différentielle
totale deo vient d’étre calculée (11) et la dilférentiation
de I'équation (1) donne dp, d’ou

D(p, 8,
|U(r 7

lsm(O - <p)|
T

L’intégration en df peut étre effectuée; elle donne
L, , .
I—cosz =" sin® —; donc, en étendant toujours les

intégrales a la partie du plan extéricure a C, on a

im I (L L .

=L —.[fslll 2 (T -+ T’) dz dy;
. a/R R

2= 2‘/\L[S]n-;<,—l:—r—ﬁ;7) dI“d}’

5. L’inlégraleffdpdﬂ présente un intérét qu’il
faut signaler. On peut définir la mesure d’'un ensemble
quelconque de points en disant que ¢’est un nombre
positif ou nul attaché a I'ensemble el tels que deax
ensembles égaux, ¢’est-a-dire superposables, aient méme
mesure, et que I'ensemble formé par la réunion de
plusieurs (*) autres, sans éléments communs deux a

(') Si par « plusieurs » on entend un nombre fini, la définition
s'applique aux ensembles mesurables au sens de M. Jordan; si
« plusieurs » peut signifier une infinité dénombrable, la définition
s’applique a tous les ensembles dits mesurables.
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deux, ait pour mesure la somme des mesures des
ensembles composants.

Cette définition suffit pour définir la mesure & un
facteur prés, dont Uexistence correspond 4 la possibilité
de choisir a volonté I'unité de mesure. On peut prendre
la méme définition pour la mesure d’un ensemble
quelconque dont les éléments sont, non plus des points,
mais d’autres éires géométriques. Pour étudier le cas
des ensembles de droite, faisons correspondre comme
au début a chaque droite D (p,0) de I'ensemble un
point d de coordonnées ordinaires rectangulaires p, 0.
Un déplacement dans le plan des D revient au chan-
gement de variables

Ol =10 + a,
(12)

P1=p + bcosh + csinb,

ou a, b,c sont des constantes. Nous avons donc & déter-
miner la mesure des ensembles de points d en consi-
dérant comme superposables deux ensembles transfor-
mablesl’un dans 'autre par une des transformations (12).
Or ceciesttres simple. Divisons le plan en quadrilatéres
curvilignes par les droites x =nh et les courbes
1 =nh -+ cosz, h étant un nombre positif fixes et n
prenant toutes les valeurs entiéres positives, négatives
ou nulles. Ces quadrilatéres sont superposables au sens
indiqué, ils ont donc méme mesure. Ils ont, d’autre
part, évidemment méme aire.

Soient alors = et =, deux domaines simples, deux
domaines polygonaux par exemple, du plan des .
Soit m (ou m,) le nombre des quhdrilatéres qui sont
contenus dans = (ou =) et soit M (ou M,) le nombre
des quadrilatéres qui contiennent des points de =
(oum). Ona

m airew M
M; T aire ™, T my
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et I'on sait que, quand A tend vers zéro, les deux
membres extrémes ont la méme limite. Mais on a

aussi
m mesure T Sﬂ,
M, = mesure ™ T my
donc
mesure T mesure T
(13) = =A;

airew  aire 7

X estarbitraire. On peut prend X =1. Partant de la on
peut construire une théorie de la mesure des ensembles
de droitesqu’on peut résumer en disant qu'un ensemble
E de droite D est dit mesurable lorsque 'ensemble e
des points d correspondants est mesurable (') et qu’ils

ont méme mesuref /”dpdﬂ ().

Ces conclusions supposent toutefois qu'onait donné
une valeur finie a la constante A de I'équation (13) et
il est obligé qu’il en soit ainsi si I'on désire qu’un
ensemble I dedroites, auquel correspond un ensemble e
de points d couvrant une partie du plan, ait une
mesure finie. Mais si ¢ est une courbe ordinaire, un
arc analytique par exemple, et si 'on ne s’occupe du
probléme de la mesure que pourles ensembles & formés
de droites appartenant 4 E, on pourra donnet a X une
valeur infinie. Il est facile de voir que le probléme
de la mesure est alors indéterminé; soit, en effet, R le
rayon de courbure de la courbe A enveloppe desdroites
D, formant E, au point d’abscisse curviligne s de cette
courbe; quelle que soit la fonction positive f, I'inté-

(') Au sens ordinaire du mot, c’est-a dire la superposition étant
définie par la considération des déplacements ordinaires dans le
plan des d.

(*) Le raisonnement précédent s’appuie uniquement sur le fait
qu'une transformation quelconque du groupe (12) est biunivoque,
continue, qu'elle conserve les aires et qu'elle dépend de trois para-
meétres.
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dR d*R
SIR G G )
étendue a I’ensemble des points de contact des droites
de &, donne une solution du probléme. Les deux inté-

grale

grales fd?, [ds, considéi ées par Crofton, sont des cas
particuliers de celle-ci qui ne fournit cependant pas la
solution la plus générale du probléme ().

L'insuffisance des conditions du probléme de la
mesure ue nous tencontrons ici est analogue a I'insuf-
fisance connue de ces mémes conditions pour caracté-
riser la longueur d’une courbe plane ou gauche ou
I’aire d’une surface.

(') Le probleme est d'ailleuts fort 1mprecis Si A est donnee et si
I'on ne s’occupe de satisfane aux conditions du probleme de la mesure
que pour des ensembles de tangentes a A, 1l se pcut méme que la
seconde condition de ce probleme perde tout sens, cela arrivera
notamment st R ne reprend jamais deux foirs la méme valeur,

auquel casfa(s)ds donnera une solution du probleme, quelle

que soit o (s) positive

St 'on veut 1esoudre le probleme pour tous les ensembles de
droites qui enveloppent des courbes formees d’'un nombre fini d’arcs
analytiques, le probleme se precise beaucoup plus et 1l se pourrait
que I'integrale du texte en fournisse la solution la plus generale.

Quand on ne s'occupe que d’ensembles dont les elements, depen-
dant des coordonnees p,, p,, sont definis par des egalités analy-
tiques de la forme p = f, (¢, ¢, . .,t), 1l est naturel d’attacher
une 1mportance paiticuliere aux solutions du probleme de la
mesure de la forme

- - d d?pa
[j . /‘l‘ <p|,. 7[1'_,[)1".“, '—d:—f$'“>dtl.. dta

La theorie des groupes donne des procedes permettant la recherche
de ces integiales Dans un article du Bulletin de la Societe mathe-
matique, 1596, M. E Caitan aetudie toutes celles de ces intlegrales
qm ne portent que sur des fonctions des paramelres, pour le cas
des droites dans le plan et pour les cas des plans et des droites
dans V'espace, en signalant leur importance au point de vue de la
mesure.
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6. Il est facile maintenant de faire comprendre com-
ment des questions de probabilités ont pu conduire
Crofton a I'étude des intégrales indiquées. Supposons
qu’on jette au hasard une aiguille sur le sol et que la
position de cette aiguille détermine la droite prise au
hasard dans le plan. On pourra se demander quelle est
la probabilité pour que cette droite satisfasse a cer-
taines conditions. Cette probabilité a un sens statis-
tique assez net; il s’agit de la définir et de la calculer
mathématiquement. Comme dans tout autre essai de tra-
duction mathématique d’un probléme physique, il nous
faut ici introduire des hypothéses. Celles que l'on
adopte sont velatives a ce que I'on doit appeler des
circonstances également probables, comme dans le cas
des probabilités ordinaires. Nous supposerons que la
facon de jeter 'aiguille au hasard est telle qu’il ya
probabilité égale pour que la droite appartienne & un
ensemble E ou & un ensemble E,, pourva que E et E,
se¢ déduisent I'un de ['autre par un déplacement du
plan ().

On est alors conduit a admettre que le rapport des
probabilités pourquela droitelassepartied’un ensemble
e ou d’un ensemble ¢, est le rapport des mesures de e
et de ¢,. D’ou la définition et la détermination mathé-
matique des probabilités.

Les considérations du paragraphe 1 sont utilisées
par Crofton pour des problémes de probabilités rela-
tives & la droite. Les considérations du paragraphe 2

(') I n’est raisonnable de supposer cette condition a peu prés
réalisée physiquement que si I'on ajoute que les droites composant
E et E, doivent étre a une distance inférieure a2 une longueur donnée
d’un point donné. Toutes les positions que 'aiguille peut effective-
ment prendre forment un ensemble dont la probabilité doit étre
prise égale a un.
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sont relatives a des problémes ou l'on étudie les angles
dont, par exemple, les deux cétés rencontrent une
méme courbe convexe. Lamesuredesensembles d’angles
présente cetle particularité nouvelle que, tous les élé-
ments des ensembles n’étant plus nécessairement super-
posables, il est bien certain a priori que les conditions
du probléme de la mesurc seront insuffisantes pour
la définition d’une mesure unique (*).

Par exemple, f(§—18) étant une fonction positive

f_ﬁ[ff (8 —8)dpdp' did¥, étendue aux para-

metres p, p', 6,8 fixant la position des deux c6tés de
I'angle, sera une solution du probléme de la mesuve.

Crofton suppose qu’on choisisse au hasard, indé-
pendamment 'un de I'autre, les deux cotés de Pangle
et il applique le théoréme des probabilités composées,
ce qui est trés légitime si on a égard 4 la définition
statistique de la probabilité. Il est donc conduit &

prendre f =1 (2).

(') Cette insuffisance n'est pas de nature différente de celle déja
vep-ontrée. Dans les deux cas il y a insuffisance, parce que le groupe
de transformations, qui nous est donné comme conservant la mesure,
ne contient pas assez de paramétres pour qu’il nous soit possible de
décomposer tous les ensembles 4 mesurer en ensembles infiniment
petits de mesures égales.

(*) On peut noter qu’il se présente ici une circonstance, qu’on
rencontre fréquemment; il suffit d'admettrela partie qualitative du
théoréme pour que la partie quantitative en soit une conséquence
nécessaire. Admettons, en effet, que la probabilité relative a une
position d'un angle ne dépende que des probabilités relatives aux
positions de ses cotés. 1l faudra évaluer celte probabilité avec une
mesure des angles qui soit seulement fonction des mesures m et n
des ensembles formés par les cOtés de I'angle. Or cette fonction,
f (m,n) doit étre croissante et par rapport & m et par rapport a n
et Pon doit avoir

Sm+m'yn+n)y=f{m,n)+f(m,n')+ f(m,n)+ f(m',n'),

d'oa I'on déduit de suite f = Cmn. D’ou le théoréme des probabi-
lités composées.
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Les intégrales du paragraphe 4 sont considérées par
Crofton & Foceasion de questions relatives a des eonples
de points dans un domaine convexe et a des couples
de tangentes d’une courbe donnée.

Le lecteur, qui s’intéresserail a ces questions de
mesure et qui désirerait connaitre ce qui a été fait
relativement aux mesures d’ensembles de plans ou de
droites de lespace, devrait se reporter aux travaux
déja cités de Cauchy, de Crofton, de M. Czuber et de
M. Cartan, ainsi qu’aux travaux de géométrie de Min-

kowski ().



