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[C1a]
SUR LA NOTION DE DIFFERENTIELLE TOTALE;

Par M. Mavrice FRECHET,

Professeur a4 la Faculié des Sciences de Poitiers.

INTRODUCTION

1. En cherchant a préciser dans le Calcul fonction-
nel la notion de différentielle, j’ai été amené & exami-
ner de prés la définition de la différentielle totale d’une
fonction de plusieurs variables. Je me suis alors aper¢u
que non seulement la définition ordinairement adop-
tée (') n’est pas propre a la généralisation que j'avais
en vue, mais encore qu'elle n’est pas en soi satisfai-
sante.

On dit généralement (%) qu’une fonction de plu-
sieurs variables indépendantes f(z, y, ..., u) posséde

)
(') Dans la suite, Je renverrai par des chiffres romains aux

ouvrages suivants:

I. BAIRg, Lecons sur les theories generales de U Analyse, L. 1,
Paris, 1907.
IIL. GoursaT, Cours d’Analyse, t. 1, Paris, 1910, 2° éditioa.

III. Huwsert, Cours d’Analyse, t. 1, Paris, 19o3.
IV. Dk vA VauLie PoussiN, Cours d’ Analyse, 2° édition, Paris,
l()()g
V. J. Piervont, Theory of functions of real variables, t. 1,
Boston, 1905.
VI. Stovz. Grundsiige der Differential und Integral-Rechnung,
t. I, Leipzig, 1893.
VII. W.-H. YouNe, The fondamental theorems of Differential
Calculus, Cambridge, 1910.
VIII. TANNERY, Introduction a la théorie des fonctions d’une
variable, 2* édition, Paris, 19o4.
(*) I. p. 715 IV, p. 117,
Ann. de Mathémat. 4 série, t. XII. (Septembre 1912.) 25
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une différentielle totale au point x4, 3%, ..., U, si

. L., . /)
cette fonction admet des dérivées partielles d;xf ,
0
ﬂ_, coey A » par rapport a chacune de ses variables;
Iy ouy ’
et alors cette différentielle est par définition
of of of
= —=— A7 —_— PR —— A
df P Az 4+ . Ay +...+ Jus u,

ot Az, Ay, ..., Au sont des accroissements arbi-

traires des variables z, y, ..., u.

2. Si maintenant on examine les théoréemes ot inter-

vient I'existence de la

différentielle, on observe que

les énoncés généralement adoptés pour le cas de plu-
sieurs variables contiennent des hypothéses restrictives

qui ne figurent pas dans les énoncés velatifs aux cas

d’une variable. Donnons les exemples suivants :

Une fouction f(z) qui
est différentiable pour
x = x,, est nécessairement
continue pour x = .

Si une fonction w(x)
admet une différenticlle
poeur z =z, et si une
fonction f (u) admet une
différentielle en « pour

=u(xy), la fonction
Slu(x)] admet une diffé-
renlielle en z pour z =z,

Si une fonction f(z, ) ) est déri-
vable par rapport a x ¢t a y au
point xy, ¥, eteen son voisinage
et si de plus ses dérivées partielles
sont bornées dans ce voisinage, la
fonction / (@, y) est nécessaire-
ment continue au point zy, ¥,
(et en son voisinage) par rapport a
I'ensemble des variables (z, y)
(I, p. 69; VIHI, p. 361).

Sides fonctions u (x, y), v(z, ¥),
w(z, y) sont différentiables au
point (xo, ¥¢) et si une fonction
S (u, v, w) est différentiable au
pointu(zy, ¥0), v (%o, ¥0), w (%o, Yo),
enu,v,w; st enoutre les dérivées
partielles par rapport a u, v et w
existent au voisinage de ce méme



et cette différentielle s’ob-
tient en remplagant, dans
la différentielle de f(z),
Paccroissement de u par
sa différentielle.

Si une fonction f(z)
admet une différentielle au
pointaglacourbe y = f ()
a en ce point une tangente
non paralléle a oy dontle
coefficient angulaire est le
coefficient de Az dans la
différentielle de /.

3. Or on ne peut se
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point et sont continues en ce point,
la fonction

Sflu(z, y),v(, ), w(z, )
est différentiable par rapport a x et
a y au point &y, y, et sa différen-
tielle s’obtient en remplagant dans
la différentielle de f(u, o, w), les
accroissements de u, ¢, w par leurs
différentielles (VIII, p. 369).

Si une fonction f(z, y) est
conlinue et admet une différen-
tielle continue au point =z, y,
et en son voisinage, la surface
s=f(x, y)admet au point [xy, ],
[f(z¢, yo)] un plan tangent non
paralléle a 0z, dontles coefficients
angulaires sont les coefficients de
Az, Ay, dans la différentielle de s
au point (e, ¥o)-

servir de la notion de différen-

tielle sans avoir & utiliser 'une des propriétés précé-
dentes. De sorte que pratiquement lu définition que
U'on emploie véritablement, ce n’est pas la définition
théorique précédemment rappelée, mais celle-ci :
une fonction f(x,y, ..., u) admet une différentielle
au point (&g, Yo, ... U,) si elle est continue, si elle

oo Y
Ju

oxr  dy
., Uy) et au voisinage de ce point, et si ces

admet des dérivées partielles au point

/
(Loy Yoy - -
dérivées partielles sont continues au point z,,

et alors cette différentielle est

of 9f

T

ey Uy

Jd
Ar + Ay+...+-d—'f;Au.
0

df =

122

Ainsi la simplicité de la définition théorique rappe-
lée plus haut n'est qu’'un trompe-I'eil. Mieux vaudrait
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adopter franchement la définition pratique que nous
venons de formuler (') ; moyennant une telle définition,
on rétablirait Panalogie entre les énoncés relatifs au
cas d’une variable et ceux qui concernent le cas de
plusieurs variables.

Mais apres avoir reconnu que la définition théorique
est trop large, nous devons observer que la définition
pratigque, telle qu’elle résulte des Ouvrages classiques,
est Lrop étroite et inutilement compliquée comme nous
le montrerons dans la suite.

On est donc amen¢ a chercher une définition de la
différentielle qui se place pourainsi dire entreles deux
précédentes. Jétais ainsi arrivé & formuler une défini-
tion que je croyais nouvelle (2). Mais je me suis apercu
qu’on trouve déja cette définition dans Storz, Grund-
stige der Differential und Integral-Rechnung,t. 1,
p. 133, et Javies Piervont, The theory of functions
of real variables, t. 1, p. 268. Mais c’est W.-H.
Young qui en a véritablement montré le premier tous
les avantages dans son petit Livre : The fundamental
theorems of Differential Calculus et dans quelques
Mémoires. Apres lui, le travail actuel pourrait paraitre
superflu. J'ai cru cependant utile de le publier parce
que la simplification apportée dans les principes fonda-
mentaux du Calcul différentiel me parait assez grande
pour qu’on puisse désirer au point de vue pédagogique
que les conséquences de la nouvelle définition fussent
exposées en francais. J'al donné en outre & la définition
de Stolz une forme analytique équivalente a la sienne
et d’ailleurs a peine diflérente, mais qui a 'avantage

(') En fait, c’est peut-étre ce qui convient le mieux a une expo-
sition ¢lémentaire; voir IV, p. 28, II1, p. 36.

(%) Comptes rendus de I’ Academie des Sciences, t. CL1I, 1911,
p- 843, 1050.
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d’étre plus rapprochée de la définition historique par
les infiniment petits et de se préter en outre immédia-
tement a l'extension au Calcul fonctionnel qui était
mon but principal. De plus, j’ai indiqué une propo-
sition sur les relations entre la différentielle seconde
et la différence seconde qui n’avait pas été, je crois,
obtenue jusqu’ici rigoureusement.

Jajoute, et ce sera avec le précédent le seul point
véritablement nouveau de ce travail, qu’on serait con-
duit & la méme définition de la différentielle premiére
que celle de Stolz, si 'on partait d’'une définition des-
criptive basée sur I'interprétation géométrique de la
différentielle. Ce n’est pas celle que je prendrai comme
point de départ. Néanmoins, il me semble que si 'ex-
posé de W.-H. Young a déja fait ressortir la commo-
dité de la définition de Stolz, la définition géométrique
a laquelle je fais allusion lui confére en outre en
quelque sorte un caractére de nécessité. Clest la sui-
vante.

Définition. — Une fonction f(x, y) admet une dif-
férentielle & mon sens au point (24, y,) sila sur-
face 2=/ (x, y) admel au point (z,, y) un plan
tangent non parallele 2 O3

3 —20=p(&—20) + q(¥ —Jo)-
La différenticlle de f(x, y) en (z,, ¥o) est alors
d f(z,y)=pAr+qby,

oi Az, Ay sont des accroissements arbitraires de x, y.

NOUVELLE DEFINITION ANALYTIQUE DE LA DIFFERENTIELLE.

4. On a abandonné depuis longtemps la définition
de la différentielle au moyen des infiniment petits, telle
qu’elle parait résulter naturellement de ce théoréme :
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La différentielle d’une fonction f(x) au point z,
est la partie principale de Uaccroissement de f(x)
a partir du point x,. Cette définition est évidem-
ment insuffisante (on sait par exemple que si f, = o
et st f12S o, la partie principale de Uaccroissement
de fest la différentielle seconde).

Il y alieu de le regretter, parce que c’est la défini-
tion qui s’est trouvée historiquement et pratiquement
la plus intuitive et la plus utile.

Or on peut, en rvestant rigoureux, retrouver une
partie des avantages de la définition précédente en la
modifiant ainsi :

Une fonction f(z) est différentiable au point z,, s’il
existe une fonction lindaire AAx de 'accroissement de
la variable qui ne differe de I'accroissement de la fonc-
tion f & partir de x, que d’une quantité infiniment
petite par rapport a l'accroissement Az de la variable.
Et AAx est appelée la différentielle de f(z) en z,.

La condition imposée & AA.x signifie que la quantité

[f(.’l'()—i— AJ‘)—‘/.(TQ)]—AA‘T
Ax

tend vers zéro en méme temps que Az. Et1'on voit ainsi
que cette définition est exactement équivalente & la
définition rigoureuse ordinaire.

Il pourrait y avoir des avantages pédagogiques a
adopter cette forme de définition qui met bien en évi-
dence le fait que la différentielle est une fonction linéaire
approchée de l'accroissement de la fonction. Mais
c’est pour le cas de plusieurs variables qu’elle possede
une supériorité marquée sur la définition ordinaire &
laquelle elle ne reste plus équivalente.

5. Définition. — Une fonction de plusieurs
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variables f(z, y, ..., «) admet une différentielle a
mon sens au point (Xo, ¥o. ..., u,) 'il existe une
fonction linéaire des accroissements des variables, soit

df =AAr +BAy +...+LAu

gui ne diffcre de Paccroissement de la fonction / a
partic du point (&g, 14, ..., %) que d’une quantité
infiniment petite par rapport i ’ensemble des accrois-
sement Az, ..., Au des variables. Et I'expression
AAz +...+ LAu est appelée la différentielle de
Sz, ..., u)au point considéré.

Jai laissé, dans ce lexte, 'expression un peu vague
infiniment petite par rapport a lensemble des
accroissements, parce qu’on peut la préciser de plu-
sieurs fagons équivalentes. Dansle cas de trois variables,
par exemple, on aurait pu dire (nfiniment petite par
rapport au vecteur (Ax, Ay, As), c’est-a-dire par
rapport a

VAZ: - Ay2 4 Az2,

D’une facon générale, la condition imposée a dfsignifie
que

[f (o Ax, Yot AY, ooy Uo==AU)— f(Z0, Y05 -y Uo)] — (A AT + BAy +...+ LAu)
A

tend vers zéro avec A, A désignant Vécart des

points (2y—+ Az, Yo+ AY, ..., 20+ Az) eL (2o, You .-, Uo)-
On peut prendre pour A 'une des expressions

Vazi+ Ayt .+ Au?,

ou |Az|+|Ay|+...+]Au|; ou encore, on peut
prendre pour A la plus grande, 9, des quantités |Az],
[Ay], ..., |Au]. Ces trois choix sont équivalents a
notre point de vue actuel, comme on le voit immédia-
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tement d’aprés les inégalités

vV Az . .+ Awr<y/n3,

8=
82 |Az|+...+|AulS n3d,

qui montrent que les trois expressions considérées sont
des infiniment petits du méme ordre.

Dans une exposition simplifice il y aurait lieu de se
borner a prendre A = |Ax|+...+[Au|. comme
nous le ferons dans la suite; mais j'ai indiqué cet arbi-
traire parce qu'il correspond a des définitions diffé-
rentes dans le Calcul fonctionnel.

[l est important de remarquer que si tous les accrois-
sements sont nuls sauf, par exemple, Az, les trois
expressions se réduisent a | Az |.

On peut faire maintenant une remarque essentielle :

Si une fonction f(z,y, ..., u) admet une diffé-
. ’ ]
rentielle @ mon sens, elle a aussi une différentielle
au sens ordinaire (et c'est la méme).

En effet, si I'on applique la définition en faisant
Ay =...=Au=o,
on voit que la quantité

[floo+ A2, yo, ..., %) — f( %o, Yo, .-, Uo)] —A

Ar
. of . 5
tend vers zéro avec Az. Done 5o existe et est égal A A;
0
. 0 . , N . ;.
de méme pour 5;‘{— qui sera égal a B, etc. Mais la réci-
0

proque n’est pas vraite.

Par exemple, la (onction f(2,y) = /| zy | est partout conti-
nue et elle est dérivable en z et en y a 'origine ol ses déri-

vées sont nulles [puisque f(x, 0) = f(o, y)=o0]. Sielle avait
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une différentielle & mon sens a I'origine, on aurait donc

lim _VIaz Ay

_Viaray|
[az |+ |Ay| ’

quand [ Az |+ |Ay| tend vers zéro, ce quin’a pas lieu comme
on le voit en prenant, par exemple, Ay = Ax.

6. On voit maintenant que la définition précédem-
ment indiquée peut s’énoncer ainsi :

Une fonction f(z,y, ..., u) est différentiable au
point (Zay Yoy «+ -, Uy) st elle admet en ce point des

(o . .0, 9 .
dérivées partielles finies S A e si ces
9y, du,

oz,
dérivées partielles sont telles que l'on ait

(1) f(aro+ Az, Yo+ Ay, ..., Uo+ Aly)

- . o 9 o
.__f(d‘o,)o, ...,uo)—Q—L\.Z‘(—)}—o—FA}’*(B,—(; e e EI-‘—;AUO

)| Az |+ Ay | . Az,
ou ¢ est une quantité qui tend vers zéro quand
[Az|+]|Ay|+...4+]Au]

tend vers zéro.

C’est la définition méme de Stols, Pierpont et
Young,
nier terme par

a cela pres que ces auteurs remplacent le der-

€ AT + €Y ...+ €, AU

(otiey, ey, ..., 24 lendent vers zéro quand Ax, Ay, ..., Au
tendent simultanément vers zéro) ce qui revienl au
méme. Je dirai donc, & partir de maintenant, di fféren-
tielle au sens de Stolz au lieu de différentielle a
mon sens.

On observera que la définition de Stolz ajoute ala
définition ordinaire I'hypothése que la formule (1) est
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vérifiée. Un cas trés général o il en est ainsi est le
suivant :

Si une fonction f(z, y) est dérivable par rapport a z
et par rapport a ¥ au point (z,, yy) et par rapport a
I'une des variables en son voisinage et si la fonction et
cette dérivée sont continues au point (&g, ¥, ) par rap-
port & I’ensemble des deux variables, la fonction f(z, )
admet une différentielle au sens de Stolz au point (z,, ¥,)
(VI, 134). Mais la réciproque n’est pas vraie. Non seu-
lement pour qu’une fonction ait une différentielle
au sens de Stolz au point (x,, y,), il n’est pas
nécessaire que ses dérivées partielles soient conti-
nues en ce point, mais il n’est méme pas nécessaire
gu'elles existent au voisinage de ce point.

Si 'on considére d’abord la fonction
f(z,y):(.z"—%_y?)sin—': pour 2+ y*So
Var+y?
avec f(0, 0) = o0; on voit que cette fonction est par-

tout dérivable.

Mais on a, par exemple,

. I
Sf(x, 0) = x2sin T’ f(o0.0)=0o0.
De sorte que
, L I
fx(0,0) =0 et fx(a‘.o)zzmsm;—cos;
pour 2 > o; et par suite

lim fi.(x,0) =—1=% f;(0,0)

I NP
quand on prend x = —— et que n croit indéfiniment.
2NT

Ainsi les dérivées existent, mais ne sont pas conti-
nues. Pourtant on a
. 1
(Az2 + A}’2) SI ———————
VAZ? 1 Ay?

lim
|az|+[ay|

0,
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quand [Az |+ |Ay] tend vers zéro, c’est-a-dire que
cetle fonction admet a 'origine une différentielle an
sens de Stolz (cette différentielle étant d’ailleurs
nulle).

Soit ensuite o(z) la fonction de Weierstrass qui est
partout continue et qui n’est nulle part dérivable.
Envisageons la fonction

Sz y) =vVar+ yie(Vai+ i) —¢(o)].

Elle est dérivable par rapport & z et & y, a Porigine
(etses dérivées y sont nulles). Au contraire, il est facile
de voir qu’en un point quelconque non situé sur les
axes, la fonction n’est dérivable ni par rapport & x ni
par rapport a y. En sorte qu’il est impossible de déter-
miner autour de l'origine, une région si petite qu’elle
soit, dans laquelle f(z, y) soit partout dérivable.

Cependant la fonction admet une différentielle au
sens de Stolz a l'origine. On a évidemment

lim Vazr i Ay o(y/Az2 1 Ay?) — ¢(o0) | -
|Az | + [Ay | ’

quand |Az |+ | Ay | tend vers zéro.

Si une fonction est différentiable au sens de Stolz en
tout point d’'un domaine D, elle a nécessairement des
dérivées partielles en tout point de ce domaine. Mais
ces dérivées ne sont pas nécessairement continues en
tout point intérieur a D.

Tel est le cas de la fonction citée précédemment

(22+ y?) sin .
Vaiy?

En résumé, on voit bien que la définition de la diffé-
rentielle au sens de Stolz se place entre la définition
théorique et la définition pratique mentionnées plus
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haut. Elle est moins large que la premiére, moins
restrictive que la seconde.

THEOREMES FONDAMENTAUX DU CALCUL DIFFERENTIEL.

7. Nous allons montrer maintenant qu’au moyen de
cette nouvelle définition, on peut simplifier les énoncés
classiques donnés plus haut de facon a les modeler
exactement sur ceux qu'on obtient dans le cas d’une

variable. Nous nous bornerons généralement au cas de
deux variables.

Thtorivue. — Si une fonction f(x,y) admet une
différentielle au sens de Stols au point (z,, y,), elle
est en ce point continue par rapport a lensemble
des deux variables x, y .

En effet, d’aprés 'hypothése, on a en appelant Af
I'accroissement de f

Af=AAr+ BAy +c|Ax |+ ¢| Ay,

¢ tendant vers zéro avec [Az |+ | Ay|.

Ce théoréme n’est pas vrai <i 'on définit la différentielle au
sens ordinaire, sans ajouter une hypothése supplémentaire. Il
suffit pour le voir de prendre par exemple (1) pour f(z, y)la

L .o sy
fonction égale a —_:’—y—z- quand 2+ y2z=o et a zéro quand

x?
z?+y2=o0. Elle a une différentielle, évidemment nulle a
R 1
Porigine, et pourtant sa valeur 5 pour y = rSo ne tend pas

vers f(o, o) quand 2+ y2 tend vers zéro. Ce seul fait suffit
a prouver que si une fonction a une différentielle au sens
ordinaire, elle n’en a pas nécessairement au sens de Stolz.

8. Tutonkme. — Si des fonctions u(z, y), v (z, ),

(") L, p. 6g.
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w(x, y) admettent une diflérentielle au sens de Stols
au point x,, y,, et st une fonction f(u, v, w) admet
une différentielle au sens de Stols au point
Uy = u (Lo, ¥o); vo=19(Zy, ¥s), Wy =1(Zo, Ya), la
Sfonction F(z, y) = flu(z, y), v(x, y), w(z, y)]
admet une différentielle au sens de Stolz au point
(o, ¥0) et sa différentielle s'obtient en remplacant
dans la différentielle de f(u, v, w) les accroissements
de u, v, w par leurs différentielles (VI, p. 138).

Il s’agit de prouver que /F existe et est égal a
-+—f‘/4,‘,(w,',.n Ax + “’30 Ay),
c’est-a-dire que
dF = f, du —+ f., dv + fu,, dw.

Pour cela, il faut montrer que la quantité

p_ F@o+82, o+ 87)—F(@, o) = (fuedtt+ fo,dv -+ fiv, dw)
- A

tend vers zéro avec A = |[Ax |+ |Ay|.
Or par hypothése I'accroissement de F peut s’écrire

AF = Af = fr, Au~+ fi, A0 + fiv, Aw + €| Au| + €| Ao | +e|Aw |,

ou ¢ tend vers zéro avec (JAu|+|A¢|+|Aw]|). Donc

Au— du® , [Av —d . [Aw — d
p=ﬁ40<1A_%)+ﬁ,o<¥>+fWO<_L_°)

A

|Aw |+ |Av|+ | Aw |
“+e X .

Les coefficients de f,,, f'., f., tendent vers zéro par
hypotheése. Il suffit de montrer que le coefficient de ¢
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reste borné. Cela résulte de Vinégahité.

Auf _[Au —du ‘uf..” Az -+ uy, Ay
at= A [az ]+ [Ay|
Au — du |
s 3 +|u-"o[+lu.;'n|‘

Le théoréme actuel n’est plus exact si I'on emploie la défi-
nition ordinaire de la différentielle sans ajouter d’hypothéses
supplémentaires comme au n® 2. Prenons, par exemple, la fonc-
tion f(u,v)=¢y|u, o] L(u2+9¢2) pour ul4¢2Zo, et
f(o,0) =o0. Elle a des dérivées partielles en «, v méme a
Porigine ol elles sont nulles, En appliquant le théoréme pré-
cédent a la fonction F(z) = f(x, x), on aurait Fy (o) =o.
Or F(z)=2 L2* pour z >0, F(0) = o et alors Fy n'existe
pas pour z = o.

On remarquera en outre combien la démonstration
du théoréme est plus naturelle que la démonstration
classique (') qui utilise un artifice de calcal.

9. Le théoréme actuel met en évidence un autre
avantage de la nouvelle définition par rapport a la défi-
nition ordinaire. C'est que {’existence de la différen-
tielle au sens de Stolz de la fonction f(x,y, 3) est
indépendante des axes choisis pour Oz, Oy, Oz,
tandis qi’elle ne U’est pas pour la définition ordi-
naire. Si 'on opére en effet une subtitution linéaire
sur z, ¥, 5, et si la fonction avail primitivement une
différentielle par rapport a z, y, 3 en un point &y, ¥o,
5y, la fonction obtenue aura une différentielle par rap-
port aux nouvelles variables au point correspondant.

Cela n’a pas lieu pour la définition classique. Si, par exemple,
LA
Var+ y?

on envisage la fooction f(z, y) = pour z*+y2< o

(') Voir par exemple 1, p. 6g9-70.
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avec f(0, 0) = o, cette fonction est partout continue et déri-
vable ; elle a donc partout la différentielle classique. Prenons
. . . , z't — y'2
pour axes les bissectrices, elle devient f(z',y') = -——2—
. 2y/Z' 4y
et elle n’est plus dérivable a 'origine.

10. Tukoreme. — Si une fonction f(x, y) est uni-
Jormément continue dans le rectangle limité par
les abscisses a, a + h et les ordonnées b, b+ k et si
elle admet une différentielle au sens de Stolsz en
tout point intéricur au sens strict a ce rectangle, il
existe au moins un nombre 4 tel que Uon ait

(‘2) f(a+h7 b+k)—f(a7b)
= fi(a-+0h b +0k) +«kfi(atOh, b+0k)

avec
oLl <.

La démonstration classique s’applique ici griace au
théoréme précédent.

Mais si, en utilisant la définition ordinaire de la différentielle,
onn’ajoutepasd’hypothésesupplémentaireal’énoncé précédent,
onn’a plus, comme nous 'avons vu au n®9, le droit d’appliquer
le théoréme précédent. Nous donnerons aussi un exemple prou-
vant que non seulement la démonstration, mais aussi I’énoncé

vy
Var+ 2
pour x2+ y22o0 avec f(0, o) = o. Elle est partout continue et
dérivable en o et y. Cependant si on luiappliquait la formule(2)

ne seraient plus exacts. Soit la fonction f(z, ¥) =

avec, par exemple, @ =b = —1, h =k =3 on obtiendrait :
2 1 1
a—+h b+h—(a,b = —— —— = —
S ) )—f(a, b) VAR
D’autre part a +0h=—1+360 =06+ 0k. Si Pon avait

0= %, c'est-a-dire a+ Oh = b+ 0k = o, les deux dérivées
1

3

. . .o .
seraient nulles, on obtiendrait —= =o. Si 65, alors les

V2
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» on obtiendrait

A . . s 3
deux dérivées seraient égales a 5
2

L
Vo v
11. Tukorkve. — Soit (x4, Yo, 30) un systéme de
solutions de Uéquation F(z,y, z) =o. S la fonc-
tion F(z, y, 3) est continue par rapport a Uensemble
des variables x. y, 5 au point (z,, )9, 50) €t en son
voisinage et si elle admet au point zy, y,o, 5y une
dérivée partielle par rapport a s différente de
séro, il existe une fonction s = f(x,y) bien déter-
minée dans le voisinage de x,,y, qui prend la
valeur sy au point x,, y,, qui est continue en ce
point et qui constitue dans le voisinage de ce point
une solution de ’équation implicite F (z, y. z) = o.
De plus, si¥ (z, v, z2) admet une différentielle totale
au sens de Stols au point z,, ¥, 5o la solution pré-
cédente admet elle-méme une différentielle totale
au sens de Stols au point x,, y,, cette différenticile
étant donnée par la formule.

df =— F\ (2o Y0, z")Aa; __ F;.,(-To-}’o. 3) A\
’ F’:.,(-""O,_}’o, So) F’:‘,('Z‘o‘}’m 39)

Nous suivrons, pour la premiére partie de la démons-
stration, le raisonnement de Young (I, p. 38).

Par hypothése F. < o. Supposons, par exemple,
I'. > o. Puisque F(x,, ¥, 3) =0, F(xy, ¥, 3) sera
positif pour 5>> 3, et négauf pour 3 << 3, si |3 — 3,|
est inférieur a un nombre 7 assez petit. Comme
F(x,y, s) est continue au voisinage de x,, ¥, 59, DOUS
pouvons choisir ce nombre » de sorte que F(x, y, 3)
soit en outre continue daas tout le domaine D défini par

|z — 2o+ |y —yol +|3— 3|2
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Mais soient Zy, ¥y, 21, €t Z,, ¥,, 52 deux points de
ce domaine. En supposant z,>5,, 5,< 5, on aura
F(xo, y0, 31)>0, F(xe, y0, 32)<<0 eL 'on pourra
trouver un cylindre C ayant pour axe la droite x = x,,
¥y =1y, telle que F(z, y, z) soit d’un signe constant
sur les sections de ce cylindre par les plans 5 =z, et
% = 3,. On voit alors que, sur toute paralléle a Oz con-
tenue dans le cylindre G, F(z, y, 5) est une fonction
continue de z qui est positive pour z = 5,, négative
pour z==3,, donc qui s’annule au moins une fois
entre 3, et 3. Pour chaque point z, y de la base ¢ de
ce cylindre dans le plan des z, y, il y a donc au peiat
une racine de 'équation F(z, y, 5)= o entre 3, et z,;
désignons-la par f(z, y). Pour z = z,, y = y,,
F(z, y, z) ne s’annule entre 3, et z, que pour z = z,.
Donce f(zy, yo)= 30. De plus si le point z, y tend vers
le point x4, ¥, f(, ¥) restant compris entre 3, et 3,
a une limite supérieure z, et une limite inférieure z,
comprises entre ces limites; et, puisque F(z, y, 5) est
continue dans le cylindre C, on doit avoir

F (2o, 30, 5 ) = F(20, y0,55) = 0,

n

o = Zo. Nous avons

ce qui n'est possible que si 5;=3
donc hien une fonction 5 = f(z, y) vérifiant 'équation

F(z, y.z)=0

dans le cylindre précédent, telle que zo= f(x,, ¥,) et
continue pour & = Zg, ¥ = J,-

Supposons en outre que F(z, y, z) ait une différen-
tielle totale au sens de Stolz au pointz,, ¥o, z,. On
aura

F(z, y,2)=F(xo, Yo, 50)
+(J:——xo)F.',n—+—(‘y—yn)F.',o—f—(z——zo)F';o
+elfz—z| + |y —yol+12—30l{s
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ou ¢ tend vers zéro quand le point z, y, 5 tend vers z,,
Yo, Zo-

On pourra choisirle nombre nde facon que |z | soit plus
petit qu'un nombre fixe winfévieur & |F (2o, 37, %0)],
quand z, y, 3 reste dans le domaine D défini plus haut.
Alors on aura, pour z = f(z, y),

o= (2 —x0)Foy+ (¥ —y0) By, [ f(r, y) — 2] F5,
+ejlz—ao| + |y —yol +1f(2 ¥)— 20|15
d’ou
(r—ay) (Fh, ) + (¥ —¥o) (Fy,F¢)

(1) | flr,y)y—aze| =

Fl*e
3 P Fo ] +1F) ]+
}be‘ﬁ'\lf"’“i}’_}’ou[%l_il_—"]
I :'ul_(")
et
F, F,
lf(r,y)——Z-o+ o (r—20)+ F‘T"(}’—J’o)!
(5
| —ao| + |y — ol
| fla, ¥)— 24 )

= M% ' (e —ro] +1¥ =20l V'
D’apreés (4), le second membre de la derniére égalité
est au plus égal &

[Fyy + [ Fy| + o)

T —e )

lel

Quand |x — x|+ |y — yo| tend vers zéro, nous
avons vu que |f(x,))— 3| tend aussi vers zéro,
donc = tend vers zéro et par suite le premier membre
de (5) tend vers zéro. C'estdire précisément quef(x,y)
admet au point z,, ¥, une différentielle au sens de
Stolz, et que cette différentielle est hien celle que nous
avions annonceée.

12. Remarque. — Si F(z,y, z) est différentiable
au sens de Stolz, non seulement au point z,, )¢, 3o,
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mais dans le voisinage de ce point, la solution précé-
dente sera unique dans le voisinage de z,, y,, 5, et
elle y sera continue et différentiable au sens de Stolz.

I1 suffit évidemment de montrer que la solution est
unique. Or on pourra choisir 3 assez petit pour que,
dans tout le domaine D, F, existe et soit d’un signe
constant. Alors F(x, y, ) ne pourrait s’annuler dans
le domaine D pour les mémes valeurs de z, y, mais
pour deux valeurs distinctes de 3, sans quoi F, s’annu-
lerait dans D.

La démonstration classique (I, p. 9g; II, p. 81-85; IV, p. 141;
VIIL, p. 371) suppose l'existence des dérivées de F au voi-
sinage du point 29, yo, 50 et la continuité de l'une d’elles
dans ce méme voisinage. Elle est donc moins générale que la
précédente.

(A4 suivre.)




