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[04g] ,
SUR LA DEFORMATION INFIN!MENT PETITE
DES SURFACES REGILEES;

Par M. J. HAAG, a Clermont-Ferrand.

Je me propose de développer ici quelques résultats
intéressants qui serattachent & la déformation infini-
ment petite des surfaces réglées et que j'ai résumés en
partie dans deux Communications a I’Académie des
Sciences (19 avril et 24 avril 1gog).

1.

1. Rappelons d’abord (') que les équations de toute

(') Voir G. DarBoux, Théorie des surfaces, t. IV, p. 24 etsuiv.
b b} p
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surface (S) non développable rapportée a ses lignes
asymptol,iques peuvent s’écrire

x_.[(ezﬂel-ea )da <eg%%i (?;)d{i,
@) ! vf(();ae, 91‘904>d <04 ?,}-0,%) ds,
5= <e,%%_ -ﬁ)@-(e,% 02‘%') ds,
ou 0, f,, 85 sont trois solutions d’une équation de la
forme
2
(B) oiwo—g = k8,

etreprésentent d’ailleurs des quantités proportionnelles
aux cosinus directeurs de la normale en M (2, 3), et
liées, de plus, par la relation

02+ 02+ 02=\ —RR,

ou R et R’ désignentles rayons de courbure principaux
de la surface en M. De sorte que, pour une surface
et un point donnés, ces trois fonctions ont des valeurs
parfaitement déterminées (1).

Si w est une solution quelconque de (B), la surface
(S4) la plus générale qui correspondea (S)avec ortho-
gonalité des éléments est donnée par les formules

x,:f (,‘«;g de‘)da (o,‘(’;é rj)da
@ Lie (e
' z,=f(0;%——wgpi>da <(‘)3?;:j— Mg)d@,

(1) Il convient cependant de remarquer que la surface ne change
pas si l'on change les signes des 6, et qu’elle se transforme en sa
symétrique par rapport & lorigine si l'on multiplie tous les 6,
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Remarquons que deux solutions différentes v et '
de (B) ne peavent jamais donner la méme surface (S,),
car s'il en était ainsi, on aurail

g, S — )

' 4 1
o (0—w)5 =0

et les équations analogues en B, et 0;. Ces équations

ne sont compatibles que pour v =o', car les déter-
: 99, 90,

minants tels que 6, == ng

trois nuls, sans quoi la surface (S) se réduirait a une

ne peuvent étre tous

courbe.

2. Cela posé, cherchons ce que doivent étre les
fonctions 8§, 8,, 83, &£ pour que la surface (S) soit une
surface réglée, dont les génératrices rectilignes aient
pour parameire a.

Considérons le point m de coordonnées 6, 6, 6.
La droite Om est paralléle a la normale en M a (S);
elle est donc duns le plan (=) mené par O perpendi-
culaivement & la génératrice D qui passe par M. Ce
plan enveloppe, lorsque « varie, le cone supplémentaire
du céne directeur de la surface. Nous supposerons que
ce dernier ne sc réduit pas & un plan, nous réservant
d’examiner plus tard le cas des surfaces a plan
directeur. Dans ces condilions, soient a, b, ¢, les
coordonnées (fonctions de o) d’un point quelconque n
de la caractéristique du plan (w), c’est-a-dire de la
perpendiculaire OA au plan asymptote de (S), lequel
est, comme on sait, paralléele au plan tangent au cone

par ' —1. Ceci prouve en particulier qu’on ne peut avoir toutes
les surfaces réelles & lignes asymptotiques réelles en se bornant a
considérer les solutions réelles de (B); il faut leur adjoindre les
solutions imaginaires pures.
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directeur. Quand a varie, n décrit une courbe tangente
au plan (=), de sorte que les dérivées a', &', ¢’ de a, b, ¢
par rapport & a sont les coordonnées d’un poiut de (=)
non situé sur On ('). 1l suit de la que 8, 8,, 85, qui
sont les coordonnées d’un point de (w), peuvent se
mettre sous la forme

(1) 0= 2ra—+ pa’, 05= b + nb', 63 = hc + puc',

et i désignant deux fomctions convenables de a et .
Ecnvons que §, vérifie (B)
(2) a(dd;}i /\')\>+ (gg j:;p—ky)%—a”?.'f:
On a deux équations analogues obtenues en rempla-
cant a par b cL c. Remarquons & présent que le déter-
minant || @ @ &’ || ne saurait étre nul, sans quoi la
courbe licu de n serait dans un plan passant par O et
la droite D serait constammment perpendiculaire 4 ce
plan, ce qui n’est pas possible, puisque la surface (S)
serait alors cylindrique. Les équations telles que (2)
entrainent donc les suivantes

92 o ot
(3) —-—-—'k)\z(), ‘(ﬁ dzd@ kl-k o, -0—3—-——0

La derniére nous montre que p ne dépend que de .
Rappelons-nous maintenant que le point n a été choisi
arbitrairement sur la droite OA; nous pouvons donc,
sans rien changer a la surface (S), remplacer a, b, c,
par ga, ob, pc, p étant une fonction quelconque de a.
Dans ces conditions, 8,, par exemple, devient égal a
(7\9 -+ }1.9’) a-+poa. Comme |+ ne peut étre nul (sans
quoi Om décrirait un céne, la surface serait dévelop-

(') Ceci serait précisément en défaut si la surface était a plan
directeur, car, dans ce cas, la droite OA serait fixe, puisque
perpendiculaire au plan directeur.
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pable), on peut prendre pp =1. Cela revient évidemment
a supposer w.=1 dans les formules (1). Moyennant
cette hypothése, les équations (3) se réduisent &

LED © oL
(/I) m—-/\l:o, D—Xg'—'k=0.
Eliminons £, il vient

LD NN
(5) m_b_ﬁ)\:o.

Aoy Iy & .
Intégrons par rapporta 3 :

(6) 23 1 I

en appelant A, une fonction arbitraire de «. Nous
obtenons une équation de Riccati, dont nous connais-
sons une solution particuliere A,. Enl'intégrant par la
méthode habituelle, on est conduit, pour éviter les
quadratures, & poser successivement

L’intégrale générale de ’équation (6), et par suite

de (3), s’écrit alors

A’I 2A'

A=A A

A A+ B
ou A et B sont deux fonctions arbitraires de « ct {3
respectivement. La deuxiéme équation (4) nous
donne ensuite

_ 2A'B

T (A+B)

Nous pouvons d’ailleurs simplifier ces expressions
par un choix convenable des paramétres a et B, qui,
jusqu’a présent, ont été supposés pris d’une maniére
quelconque. Si I'on remarque qu’aucune des fonctions
A et B ne peut se réduire a une constante (comme on
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le voit en portant, dans une telle hypothése, la valeur
de ) dans les expressions (1) de 8,,8,, 8;), ona ledroit
de choisic A pour paramétre a et B pour paramétre 8.
Dans ces conditions, on a

2 2
_ Lty A Py T
puis,
2a , _—2b , _—ac ,
(7) 61——— B—’.—a, 02—-—a+p+b, 03——:@‘*"0.
Quand & I'équation (B), elle devient
(8) 020 20

0203~ (a+p)t
On reconnait ’équation a invariants égauzx dont
Uintégrale générale est du second rang (cf.
G. Darsoux, Théorie des surfaces, t. I, p. 143).
Celte intégrale générale est, comme on sait,
2( A+ B)
a+ B

(9) — (A'+B"),

cn appelant A une fonction arbitraire de o et B une
fonctlion arbitraire de f3.

Si nous portons maintenant ces valeurs de ,, 0,, §,,
o dans (A) et (G), nous obtenons sans difficulté

\ o= 2“:’:;0) f(b' " V) da,

(D) « y_z_(a::pca )+f(c' "—a'c") da,

= f-(";‘+—”(3“l’)+f(a'b”—b'a")da,
zy=a'B + 2 (“A'—“;\:p“B ““B)+f(A'a"— A'a')da,
e 20 A’——b'1A+-—pbB’-—b’B)+f(A,b,,_A,,b,)dz’

’ —_— I—’
[ mep 2 —cA—cB CB)-l—f(A’c"—A”c')dx.

%+
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Dans ces formules, les trois fonctions a, b, ¢ peu-
vent étre choisies arbitrairement, sous la seule condi-
tion

(10) s=|la a a[=o;

car, quelles qu’elles soient, 8, 6,, 0, vérifient bien (8)
et, en outre, les lignes (o) de la surface représentée
par les équations (D)sont visiblement des droites.

Finalement, nous avons, en (D), les équations de
la surface réglée (S)la plus générale n’ayant pas
de plan directeur et rapportée a ses lignes asympto-
tiques; les équations (E) définissent la surface (Sy)
la plus générale qui corresponde & (S) avec ortho-
gonalité des éléments.

M. Goursat est arrivé a ces résultats dés 1896, en
cherchant des applications de certaines propriétés géné-
rales des équationslinéaires ct dela méthode de Laplace
(Sur les équationslinéaires et la méhode de Laplace,
American Journal of Mathematics, t. XVIII, n° 4;
Surleslignes asymptotiques, Bull. de la Soc. math.
de France, 1896; Comptes rendus,gmars 1896). Il a
méme indiqué le moyen de se débarrasser des quadra-
tures qui figurent dans les deux groupes de formules,
ce qu’avait d'ailleurs déja fait M. Keenigs, pour les
surfaces réglées seulement, par une méthode entiére-
meut différente (Comptes rendus, 2 janvier 1888).

3. Avant d’aborder I’étude des propriétés géo-
métriques qu'on peut déduire des formules pré-
cédentes, nous allons présenter quelques remarques,
qui seront trés utiles dans la suite.

Posons-nous d’abord la question suivante : Une
surface réglée (S) étant donnée, y a-t-il plusieurs
maniéres de mettre ses équations sous la forme (D)?
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Autrement dit, peut-on trouver trois nouvelles fonc-
tions ay, by,cy de o donnant naissance & la méme
surface que les trois fonctions a, b, ¢? S’ en est ainsi,
a tout point M de (S) correspondent deux systemes
de coordonuées (a,B) et (a4,83¢), et comme, pour
chacan d’eux, les lignes coordonnées sont les asymp-
totiques, o, est nécessairement une fonction de a et
B8, une fonction de 2. De plus, les fonctions 8}, 8}, 6, de
49, B0 qui correspondent au deuxiéme systéme prennent
nécessairement, au point M, les mémes valeurs que les
fonctions 6y, 0,,0; de a, 3 ou que les fonctions — 6,
—Hf,, —8;, commec cela résulte de la signification
géométrique de ces quantités (n° 1) (1).
On a donc, par exemple, l'identité suivante

(11) 0% (@0, Bo) =01 (2, B).
En outre,

o2
(12) ﬁ:k(a,ﬁ). 04,

0% (e 8.6
m—/\(ao,po).e‘.
Or, de (11) on tive

920, 020, dx df

en portant dans (12), il vient
k(x, B)dadB =k (2, Bo) dxodBs.

Le changement de variables (o |ay, 3|8,) doit donc
transformer en lui-méme ’élément linéaire

(13) dst=k (2, 3) dxdp.

(') Cette condition necessaire est aussi suffisante, car les
formules (A) conservent la méme forme aprés tout changement de
variables qui ne change pas les lignes. coordonnées.
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Or, dans le cas actuel, cet élément linéaire est

a2dad}

e =nrer

On reconnait I'élément linéaire d’une sphére et 'on
sait que la transformation la plus générale qui le laisse
invariant est donnée par les formules

ma—+n
= —
pa+q

mB —n

(14) %o =T+q’

Bo
ou m, n, p, q sont quatre constantes arbitraires (').

Si maintenant on remplace, dans (11), 6, et ¥, par
leurs valeurs tirées de (7), on a l'identité

20, dao__—za_}_da'
ag+ B¢ drg a-+ B da’

d’ott 'on tire, en tenant comple de (14), Punique
condition

mqg—n
(15) a():a—q-———p—_z-
(pa+gq)
Si Pon avait supposé 6, = —0,, on serait encore

arrivé 4 (13), donc 4 (14); seulement (135) aurait é1é
remplacé par
(161 ay=—a Mg P

(pr-+q)*

Finalement, la question que nous nous étions posée
est enticrement résolue et admet la réponse suivante :
La surface (S) étant donnée sous la forme (D), la
maniére la plus générale de Uobtenir sous la méme
Jorme consiste & faire le changement de variables
(14) et a remplacer les fonctions a, b, ¢ de o par les
fonctions ay, by, cq de 2y déduites des précédentes
par les formules (15) ou (16).

(') Cf. DarBoux, loc cit., t. L. p. 30, 31.
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4. On peut se poser une question analogue pour la
surface (S,): Les fonctions a, b, ¢ étant données,
peut-on trouver deux couples de fonctions (A, B) et
(A, B)) qui, substituées dans les formules (E),
donnent les mémes valeurs pour z,y,,5,?

Nous savons (n°1) que les valeurs correspondantes
de v doivent étre nécessairement identiques. D’ou il
vésulte, suivantla formule (g), que les différences
A,=A,— A, B,=B, — Bdoiventsatisfaire a I'identité

a(As+By) _

Ay + B — Py

Or, si l'on donne 4 3 une valeur numérique quel-
conque, on a une équation différentielle linéaire du
premier ordre en A,; en I'intégrant, on constate que
A, doit étre un trinome du second degré en a. De
méme, B, doit étre un trinome du second degré en §.
En employantla méthode des coefficients indéterminés,

on arrive immédiatement au résultat suivant :

Pour que les fonctions A,,B, donnent pour z,,
Yy 31, les mémes valeurs que les fonctions A, B, il
Saut et il suffit qu’on puisse trouver trois constantes
m, n, p telles que

(17) Ay=A +ma?+ na +p, Bi=B—mf2+n3— p.
3. Nous terminerons nos remarques préliminaires

par I'introduaction de I'équation différentielle

(18) 0”4+ N0"+ u8' +v6 = o,

dontles coefficients X, u,v sont entiérement déterminés

par la condition que I’équation soit vérifiée par les trois
fonctions linéairement indépendantes a, b, c.
b b

Cette équation caractérise la surface (S), aux
Ann. de Mathémat., * série, t. XII. (Juillet 1912.) 21
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transformations homographiques prés qui conser-
vent le plan de l'infini.

En effet, soient a,, by, ¢y trois quelconques de ses
solutions, qui soient linéairement indépendantes, on a

‘a(,:ma—}—mib—i—m,c,
(19) ? by=na + nid + nse,
co=pa +pb +psc,

m, my, ..., p, désignant neuf constantes dont le déter-
minant n’est pas nul.

Calculons les valeurs correspondantes de zy, ¥, 30
que donnent les formules (D). A cet effet, nous
v i~ M Ae ! ’
remarquons que les quantités ¢, by—b,c, et
”n ! ” ! A r :
¢y by— by cy peuventétre regardées comme les produits
ny n,

respectifs de la matrice
P1 P2

a b a b ¢

ct ” " ”
a b - a” 0" ¢
M,, M,, ...,P, sont les mineurs de A relatifs & m, my,

Ipar les matrices

- On en conclut que, si M,

Ma, ..., P2, on a en négligeant les constantes additives
qui proviennent des quadralures,

xy=Mz + M,y + M,z,
(20) cpe=Nar+ Ny +Nyz,
50 =Pax+ Pyv +Pys3,

formules qui définissent bien la transformation homo-
graphique la plus générale conservant le plan de
'infini. )

On peut utiliser celte proposition pour simplifier
(*étude des propriétés projectives de S. Par exemple,
cherchons la condition pour que la ligne (B) soit une
droite. Daprés ce qui préceéde, celle condition ne doit
intéresser que les fonctions A, w, v. Pour Dobtenir
rapidement, nous pouvons supposer qu'on aramené la
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droite en question & étre dirigée suivanl Oz. Si nous
écrivons alors que la normale le long de la ligne (B)
reste perpendiculaire a Oz, ce qui s’exprime par ;= o,
nous obtenons (1)

d’ou
c=m(a—+ )2 (m = const.).
En portant dans (18), nous obtenonsla condition chee-
chée :
(21) 2h+ap(a+8)+v(a+B)=o.
Pour que la surface posséde deux droites (B), il

faut et suftit que I’équation (21) admette deux racines
constantes en 3, ce qui donne les deux conditions

—— 4+ a2= const.
v

W
~ + o = const.,
v

2k 2
28 2ne
v

Pour que la surface (S) soit du second degré, il faut
et suffit quel’équation (21) soit vérifiée quel que soit 3
d’ou les conditions

A=p=v=o.
Dans le cas o il y a une seule droite (3), on peut,

grace a la transformation (14), supposer qu’elle corres-
pond a la valeur 3 =o0; la condition (21) se réduit

alors 4 v =o. Il peut arriver que cette droite compte
pour deux, cest-a=dire que la valeur correspondante
de 3 soit racine double de I'équation (21); en suppo-
sant loujours celte racine infinie, cela se traduit par les

(') Cette condition évidemment nécessairc est aussi suffisante,
car si le plan tangent en chaque point de la ligne () est paralléle
a Oz, cette ligne est forcément une droite paralléle & Oz, puisque
tous ses plans osculateurs sont paralléles a cette droite.
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conditions . =y = o. Ce cas se distingue du précédent
par le fait que la variation du plan tangent le long
de la droite considérée obéit a la loi de Chasles. Geci
peut s’établiv d’une maniére intuitive en supposant que
la surface posséde deux droites (B) infiniment voisines.

Quant a la démonstration analytigne rigoureuse, elle
peut se faire de la maniére suivante. Prenant, comme
plus haut, la droite ponr axe des z, on trouve sans
peine que le plan tangent au point M (a, ) a pour
équation

adX+ 0¥ =

d’autre part, la cote de M est
z =f(a'b"——b'a’) dx.

Le lecteur établira alsement que pour que 3 soit

fonction homographique de = 1l fauL et suffit qu’on

ait une identité de la forme.
ma' + nb'=p (m, n, p = const.).

On peut d’ailleurs, par une substitulion telle que
(19), supposer n= o, c’est-a-dire égaler @’ 4 une cons-
tante, d’ailleurs non nulle a cause de (10). En portant
cette hypothése dans (18) (ou l'on suppose, bien
entendu, v=0), on trouve immédiatement que la con-
dition cherchée est p = o.

.

II.

Nous allons maintenant passer en revue les consé-
quences diverses qui découlent des formules (D) et (E),
des remarques précédentes et des propriétés générales
de la déformation infiniment petite des surfaces.
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6. Etudede(S).— Voyons, en premierlieu, comment
les équations (D) permettent d’étudier les principales
propriétés de la surface réglée.

Rappelons d’abord que les cosinus directeurs de la
perpendiculaire au plan asymptote sont proportionnels
a a, b, c; nous les désignerons par z, g, g. en posant,
par suile, ?

(22) p¥= a?~+ b+ c2.

Ceux de la génératrice sont, de méme,

(23) cb' — bc’ ac' — ca’ ba'— ab'
) o y o 9 o ’

avec

(24) p1=S (cb'—be')r=p2(a?— ),

en posant

(25) ot=a't+ b2+ c'2

Enfin, ceux de la normale en M sont

en posant

2
(26) P§=0'§+93+0§=°2—P"+< o7 —9’)-

On sait d’ailleurs que p; =—RR’ (n°1). On sait
aussi, d'aprés la formule d’Enneper, que ¢} est égal,
au signe prés, au rayon de torsion < de la ligne (3) qui
passe par M. C’est ce qu’il est aisé de vérifier par une
méthode directe, qui vous donnera, du méme coup, le
signe de 7.

D’apreés ce qui a été vu au n°3, nous pouvons nous
borner a considérer la ligne B = o. La courbe étant
supposée orientée d'une maniére quelconque et s dési-
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gnant son arc, les cosinus directeurs de sa tangente et
de sa binormale sont respectivement

' 1uda ron Illda (B4 ,,,d:z_
(bc——cb)z, (ca—ac);z;, (ab——ba)m,

0, a 6, & 6, ¢
L 2=, ==

pr o pe© P2 ©
On en déduit ceux delanormale principale, qui doit
former un triédre trirectangle positif avec les deux
autres droites; le cosinus relatif 2 O.x est, par exemple,
1 dx

;—C-{—;[[)(ab—ba)—c(ca——ac)]

_ld7'</ ’ a’ 2\_({1 [ "
__—7 a 3 — G)—E as —agag)-

En appliquant une des formules de Frenet, on a alors

a" al c’ a/ G’_ a”c .

s gt T ’
d’olt = = — 2. Donc, dans le cas général, on a
(27) T =—p}

Cherchons maintenant le point central M,. La
normale en ce point doit étre dans le plan asymptote;
d’ou la condition

aly+ b0y+ ch; = o,

dont on tire
2

(28) Bo= ?‘3—— a

En poriant cette valeur dans (D), on auara les équa-
tions de la ligne de striction.

Calculous le paramétre de distribution . La géné-
ratrice étant orientée par les cosinus directeurs (23),
la mesure algébrique 2 du vecteur (MyM) est

. . 22 _ 2 __g_): .
(29) h—P‘<a+@ a+@o>_p’<a+§ o>
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D’autre part, soit V I'angle du plan central avec le

plan tangent en M, angle mesuré autour de la géné-
ratrice orientée. On a, par définition,

h

T == ———
tg V

Or, pour calculertangV, il nous suffit d’avoir les cosi-
aus divecteurs de la demi-droite qui forme avec la géné-
ratrice et la normale au plan asymptote un triédre tri-
rectangle positif. Comme nous connaissons les cosinus
de ces deux derniéres droiles, nous pouvons en déduire
ceux de la premiére; le cosinus rvelatif a Oz, par
exemple, est

L . . , .
gﬂlb(l)a —ab') —c(ac'—ca )]
- [Q'Pa_wr] ~%ep—ar,
P1

On a alors

Par conséquent,

(30) w=p'2—0g2 (1)

La comparaison des équations (24), (26), (27), (29

(1) On peut remarquer que ce parameotre de distribution est essen-
tiellement négatif, tant que a, &, c sont réels. Il en est de méme du
rayon de torsion < calculé plus haut. Mais, ceci ne doit pas nous
étonner, car nous savons (n°1) qu’en ne donnant que des valears
réelles 4 a, b, ¢ on n’obtient pas toutes les surfaces réelles. Pour
les avoir toutes, il faut admettre les valeurs imaginaires pures, ce
qui donne alors un paramétre de distribution et un rayon de torsion
positifs.
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et (30) nous conduit alasuivante

p2h2 h?
T T =

TE—

S

g

-t

d’ou la formule trés élégante

(31) h?— w2 =w,

qui peul sc traduire par la construclion suivante :

Etant donnée une surface réglée, soit M un de
ses points et My le point central de la génératrice
qui passe par M. Elevons en My une perpendi-
culaire A a MyM et portons-y une longueur M K
égale au paramétre de distribution. Le plan mené
par M perpendiculairement & KM rencontre A ern
un point K’ tel que KK’ est égal aurayon de torsion
en M de laligne asymptotique qui passe par M. De
plus, ce rayon de torsion a méme signe que le para-
métre de distribution.

Bien entendu, on peut dirve aussi que la courbure

1
—
KK’

. 1
courbure totale au pownt central est — =

totale en M est égale a— - En particulier, la

l.a formule (28) nous donne immédialement la
solution du probléme suivaul: Trouver les surfaces
réglées dont la ligne de striction est en méme temps
ligne asymptotique. En effet, nous pouvons supposer
(u* 3) que cette ligne asymptotique correspond 2
3 =, ce qui nous donne la condition nécessaire et
sulfisante o' = o0. On aura toutes les solutions duw
probleme en prenant pour a, b, ¢ trois fonctions
quelconques vérifiant U'identité

a4 b2 cr=1.
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Dans ce cas le paramétre de distribution est égal,
en grandeur et en signe, au rayon de torsion de la
ligne de striction. Il se réduit d'ailleurs a3 —o?, de
sorte qu’il sera constant si 'on prend

a'? 4 b'? + ¢'? = const.

7. Etude de (S,). — Les seules propriéiés de cette
surface qui semblent intéressantes sont relatives aux
lignes (a). A priori, celles-ci doivent éire planes, le
plan de chacune d’elles étant perpendiculaire & la géné-
ratrice correspondante de (S). C'est ce qu'il est aisé de
vérifier sur les équalions (E). Posons, pour abréger,
nous avons

uzf(A’a"—— A'a’)da, vzf(A’b'—A”b')dz,
w=/(A’c”—A”c')d1;
(32) (xy—u)(cb'—bc')
+ (y1—v)(ac'—ca')+ (23— w) (ba'— ab’) = 0.

Telle est 'équation du plan de la ligne («), si l'on
regarde x,, ¥, 5,, comme les coordonnées courantes.
Ce plan enveloppe une développable A dont le cone
directeur est supplémentaire de celui de (S). Elle
dépend de la fonction arbitraire A, ce qui incite a
penser qu’elle constitue la dévcloppable la plus géné-
rale admettant le céne directeur précédent. Effec-
tivement, si 'on se donne cette développable, il faat
déterminer la fonction A de fagon qu’on ait

(33) u(eb'—bc')+v(ac'—ca') + w(ba'—ab')=p,

p désignant une fonction donnée de a.
Si P'on remarque que

u=Aa—2A"a+ 2fA”'a da,
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P’équation précédente s’écrit
(cb'—bc") [A”’a dz—i—(ac'—ca’)[A’”bdz
+ (ba'— ab')fA”’cda =L.

Si on la dérive trois fois de suite, en remplagant, au
fur et a mesure qu’elles apparaissent, les dérivées
troisitmes de @, b, ¢ par leurs valeurs tirées de (18),
on obtient, Lous calculs faits,

2A"S=— AP +pp+p")+vp—Np'—Np —pp'—u'p—p".

Donc, se donner la développable A équivaut & se
donner A" et méme A, puisqu’on peut, sans changer
(S,), ajouter a cette fonction an trinome du second
degré quelconque en a, quitte & modifier B (n°4).

En particulier, s/ la développable A est un cone de
sommet O, ona p = o0; on peut donc prendre A =o.
Alors u, ¢, w sont des constanles nécessairement
toutes nulles, car, si elles ne I'étaient pas, I'équation
(33) exprimerait que (S) admet un plan directeur.

On voit quel est le role de la fonction arbitraire A.
Celui de B est, au contraire, de fixer la nature des
lignes planes (a). Mais, on ne peut indiquer, d’une
maniére géomélrique simple, quel est le degré de
généralité qui subsiste dans le choix de ces lignes
quand on s’est donné la développable enveloppe de
leurs plans, c’est-a-dire la fonction A. Tout ce qu’on
peut affirmer, c'est qu’il est permis de choisir arbi-
trairement ['une d’elles; la fonction B est alors déter-
minée par une équation différentielle du premier ordre,
de sorte qu’il semble exister encore une constante
arbitraire dans la solution. Sans vouloir approfondir
cette question, qui ne présente d’ailleurs pas un bien
grand intérét, nous ferons seulement Pobservation sui-
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vante : St une ligne (a) particuliére est une droite,
les autres sont aussi des droites et la surface (S))
est développable.
En effet, si 'on écrit que z,, y,, 5, satisfont aux
équations des projections de la droite sur les plans de
coordonnées, on obtient des relations de la forme

2B mg

BI
a+§>+mgﬁ——@+a+{i

ou les m; sont des constantes, les deux premiéres

“+ m, = o,

(36 m <B'—

n’étant pas nulles pour 'une au moins des projections.
Cette équation linéaire s’intégre aisément et donne
pour B un trinome du second degré en 3, lequel peut
étre réduit & zéro, quitte a changer A (n° 4). Or, s
Uon fait B= o dans les équations (E), on reconnait
sans peine qu'on obtient une surface développable dont
I'aréte de rebroussement a pour équations

A’ A’
—_ o2 It — il r__p \
r=u- A(aA a'A), y v+A(bA b'A),

3= w 4+ AX(cA’—c'A\,.

On pourrait déduire de 1a une solution du probléme
de la déformation infiniment petite des surfaces déve-
loppables, pour lesquelles la méthode des formules de
M. Lelieuvre est en défaut. Mais, nous ne pouvons le
faire ici, d’autant plus qu’on peut résoudre directe-
ment la question en partant de la déformation finie.

(A suivre.)



