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[R8a] .
SUR LES FORCES VIVES EQUIVALENTES;

Par M. Er. DELASSUS.

1. En se placant au point de vue de la Mécanique
analytique, la force vive apparait uniquement comme
fonction des ¢, des ¢’ ct de ¢ servant & former les équa-
tions de Lagrange du mouvement du systéme matériel
de sorte ¢u'on est naturellement conduit a considérer
comme fonction équivalente a la force vive toute fonc-
tion des ¢, des ¢’ et de ¢ qui conduit aux mémes équa-
tions de Lagrange.

Nous conviendrouns de dire que toutes ces fonctions
sont des forces vives équivalentes et, lorsqu’il y aura
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lieu, nous distinguerons la force vive vraie du sys-
téme.

2. Considérons d’abord un systéme holonome dont
les équations de Lagrange, écrites avec la force vive
vraie, sont

d (0T oT
® a(ag1) = g, =
et soit
T,:T +0,

une force vive équivalente a T; clle donnera les équa-
tions de Lagrange

(2)

d <0(T+0))_ (T +6)

dt oq, 0q, = Qo

qui devront étre équivalenles aux équations (1) et cela,
quel que soit le systéme des forces données. Des équa-
tions (1) et (2) on déduit immédiatement les équations

d /0 Ll
®) 7 (571) =g, =

qui ne dépendent plus des forces el doivent étre véri-
liées quelle que soit la solution da systéme (1). Mais,
en choisissant convenablement les forces, c’est-a-dire
les Q, on peut obtenir une solution de (1) dans laquelle
les valeurs initiales des ¢, des ¢’ et aussi des ¢” sont
arbitraires, et il en résulte immédiatement que les
équations (3) doivent étre des identités en y considérant
¢, les g, les ¢’ et les ¢" comme des variables indé-
pendantes.

. 20 .
Les ¢" ne figurent pas dans les 5—; pour qu'ils ne
{

d [/ 09 . 209
figurent pas dans les 7 (d_q—z>’ il faut que les 37 ne

conliennent pas les ¢ c’est-a-dire que § soit une fonc-
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tion linéaire des ¢’

0=Ayqi+... +Auq, + B;

les identités (3) deviennent alors
OA; OB oA: 0AR\ |,
(%~ &) 2 (i ) oie=e

et nous obtenons les conditions

oA _ 0B _
ot oq; i =1,2,...n
l)Ai dA/.- </{=l,'l, n>
oqk  Oqi

qui expriment que A,, ..., A,, B sont les dérivées
partielles, par rapport a ¢,, ..., ¢, tp, d’'une méme

fonction
9(71, ey qny t)a

c’est-a-dire, d’aprés U'expression de 6, qu’on a

de
0=

donc
Pour que deux forces vives d’un systéme holonome
sotent équivalentes, il faut et il suffit que leur dif-

férence soit la dérivée totale d’une fonction des
parameétres et du temps.

3. Le fait que la condition est suffisante peut se
véritier immédialement en remarquant que de I’égalité
supposée

de

p =22

dt

on déduit immédiatement, par des identités bien
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connues,
M 9 de>_ 90
og; — dgi\dt)” dg;

B 9 de)_d dg:
ﬁ,"dq,-('ii _E(_Jé_)

de sorte qu’on a bien les identités

d(ﬂ b
ai\og;) o =

Ce calcul ne suppose pas le systéme holonome. Dans
le cas des systémes non holonomes, les forces vives
équivalentes véritablement a la force vive vraie ne sont
pas forcément de la forme

de
T+ —
de’
mais nous ne considérerons que celles qui sont de cette
forme simple.

4. Nous devons maintenant nous proposer de cher-
cher comment se transforment les propriétés de la force
vive vraie quand on la remplace par une force vive équi-
valente.

Décomposons la force vive vraie en groupes homo-

genes
T = T2+ T1+To,

. de . .
et faisons de méme pour TR ¢’est une fonction linéaire

des ¢'
2 o erc
-(-i; = (o1 4+ (g.
On aura donc

T'==T-+-ég=='r24-(T14-6|)4‘(T04-50%

de sorte que la transformation par équivalence ne
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modific jamais la portion homogéne et du second
degré de la force vive.

Plus particuliérement, supposons qu’une force vive
T du systéme soit indépendante du temps; pour qu’une
autre force vive soit aussi indépendante du temps,

. . de \
il faut que © necontienne pas ¢; alors — est homogéne

dt
par rapport aux ¢’ et 'on a
(-]
T=T %Z = Ty (Ty+ &) + Ty,

c’est-a-dire :

Toutes les forces vives équivalentes et indépen-
dantes du temps ont les mémes portions T, et T,.

De ce que la force vive vraie est une forme essen-
tiellement positive résulte immédiatement que sa por-
tion T, est essentiellement positive. C’est cette pro-
priété de T, et non celle de T, qui intervient dans les
discussions de problémes de dynamique; aussi, pour
abréger, nous conviendrons de Dappeler propriété
essentielle de la force vive. Du fait que la transfor-
mation n’altére jamais T, résulte donc :

Toutes les forces vives équivalentes & la force
vive vraie possédent la propriété essentielle de la
Jorce vice.

Enfin, & un point de vue tout a fait pratique, remar-
quons que si, en formant la force vive vraie, nous ren-
controns un ensemble de termes formant une dérivée
cxacle, nous pourrons le négliger; on n’altérera pas
ainsi les équations de Lagrange. En particulier, si nous
rencontrons un terme additif qui soit fonction de ¢ seu-
lement, nous pourrons le supprimer et nous suppo-
serons toujours qu'on ’a fait.
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8. Considérons le cas on, dans I’expression
Qisqr+'-~+'Qn89m

du travail virtuel des forces données, les coefficients
Qi ..., Qn sont les dérivées partielles

9u 9U
071 0qn

d’une fonction U pouvant contenir le temps. Celte
fonction U ne correspond plus & la notion de fonction
de forces c’est-a-dire a celle de travail ne dépendant
que des positions initiale et finale, mais, au point de
vae de la dynamique analylique, cette distinction n’a
pas d’importance puisque, dans tous les cas, on arrive
dla méme forme

d (9T _oT _ U
dt<0q£> og: ~ 9g:

des équations de Lagrange lesquelles, en posant

G=T + U,
peuvent s’écrire
d(9G\_ 96 _
@\og) = 93 =

ce qui montre que, pour les former, il est inutile théo-
riquement de connaitre les deux fonctions T et U; il
suffit de connaitre leur somme G, le calcul séparé de
T et de U apparaissant seulement comme un moyen
commode de calculer G ¢n la décomposant en deux
parties dont on connait des interprélations mécaniques
simples.

Pour ces raisons, nous conviendrons de dire que U
est une fonction de forces et que, s’il y a une fonc-
tion de forces, le systéme de Lagrange posséde une
Sonction génératrice qui est la fonction G.

Ann. de Mathémat., 4° sérvie, t. XII. (Juillet 1g12.) 20
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La fonction génératrice ne diffétre de T que par U
indépendaunt des ¢'. Si l'on décompose G et T en
groupes homogénes, on aura :

G2:T27
G’1=T1,
Goz T0+U,

il résulte de la premiérc de ces trois égalités que la
Sonction génératrice d’un systéme de Lagrange
posséde la propriété essentielle de la force vive.

La notion de fonctions génératrices équivalentes est
identique a celle de forces vives équivalentes et les
calculs développés alors nous donnent ce résultat :

Deux fonctions génératrices équivalentes ne dif-
feérent que par la dérivée totale d’une fonction des
parametres et du temps. Toutes les fonctions géné-
ratrices possédent la propriété essentielle de la force
vive.

6. Supposons que le probléme posséde l'intégrale
des forces vives. C'est que T est homogeéne et que ¢ ne
figurc ni dans T, ni dans U; cette intégrale est

T—U=h.

Les équations de Lagrange ont alors uune fonction
génératrice T + U indépendante du temps et, par
suile, une infinité de fonctions génératrices satisfaisant
a cette condition et données par

de
G=T+U+E)

. . dae , C L
la fonction © ne dépendant pas de ¢. —- étant linéaire

et homogeéne par rapports aux ¢', on aura donc
Gg = T, Go == U,
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de sorte gu’au moyen d’une quelconque de ces fonctions
génératrices indépendantes du temps, l'intégrale des
forces vives prendra la forme

GQ—G0= h.

7. Réciproquement, supposons qu’un systéme de
Lagrange soit tel que, parmi ses fonctions génératrices,
il y en ait qui soient indépendantes de ¢. Soit G I'une
d’elles au moyen de laquelle nous écrirons les équa-
tions de Lagrange. Si nous multiplions ces équations
respectivement par les ¢/, puis qu'on additionmwe et
qu’on fasse les réductions indiquées par M. Painlevé (1),
on arrive a I’équation

d
5 Et(Ga—-Go) =0,

c’est-a-dire a I'intégrale premiére
Gl _ Go = const.

Cette intégrale a rigoureusement la méme forme que
celle des forces vives exprimée au moyen d’une fonc-
tion génératrice et I’on peut montrer, ce que nous ferons
dans un Mémoire ultérieur, que le role particulier de
'intégrale des forces vives dans 'intégration tient uni-
quement a cette forme. Pour ces raisons, nous convien-
drons d’appeler intégrale des forces vives I'intégrale
précédente qui existe quand G est indépendante de ¢
en remarquant que les hypothéses restrictives relatives
A l'existence de ’intégrale ordinaire des forces vives
servent simplement i mettre en évidence un cas fréquent
ou I'on sait @ priori qu'il y a une fonction génératrice

(') PAINLEVE, Legons sur ('intégration des egquations de la
mécanique, p. 89.
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indépendante du temps, fonction dont on sait former

Pexpression immédiate au moyen de la force vive vraie
et de la fonction de forces.

8. On est ainsi amené & se poser la question sui-
vante :

Ayant calculé les fonctions T et U et formé la
Sonction génératrice T + U qu’on suppose dépendre
de t, reconnaitre si le systéme de Lagrange admet
des fonctions génératrices indépendantes de t et les
Sormer?

Soit

dae
G'=G+ —
-+ at’
une fonction génératrice indépendante du temps. On
devra avoir
G’

— =0,

ot

0G _ o/de\_ d [ 08
w3 =a-%)

- , 0G . , .,
donc la condition chepchée est que —7 SOit une dérivée

c'est-a-dire

totale exacte. Cette condition exige que d—? soit linéaire

par rapport aux ¢, donc que la portion G, soit indé-
pendante de ¢. S’il en est ainsi, on aura

oG  0G,  9G,

% T e Yot

b

el le calcul de vérification a faire pour voir si c’est une
dérivée totale exacte est bien connu.

.. . . 0G o
Supposons cette condition remplie; — seraladérivée

ot
dw

totale —= d’une fonction W qu’on formera, par le
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procédé connu, au moyen de quadratures successives
et 'égalité écrite plus haut s’écrira

adw d< de)
b

dr T dt\" ot
d’ou
08
-;)-E———~W+K,

ce qui donnera © par une quadrature partielle. Ainsi :

L’existence des fonctions génératrices indépen-
dantes du temps se reconnait par de simples différen-
tiations et ces fonctions s'obtiennent ensuite par des
quadratures.

9. La condition précédente permet de généraliser
encore plus la notion d’intégrale des forces vives.

Le calcul de M. Painlevé, fait sans aucune hypothése
sur la fonction génératrice, conduit & 'équation

d oG
m(G-z——Go)"- 5 =0

\ . oG e
d’ot 'on conclat que si — est une dérivée tolale exacte

ot
9G _ dW
0t T dt

On a une intégrale premiére
Gy—Gy+ W=+

Nous remarquons immédiatement que I'’hypothése
faite est précisément celle qui est relative a I’existence
des fonclions génératrices indépendantes du temps.
Ces fonctions seront données par

de L)
! = —, —_——= K
G'=G+ I 5t W + K,
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d’ot1 'on déduit
' / i
2=G2, GO=G0+-0—(=G0'—‘W+K,
ce qui permet d’écrire I'intégrale considérée sous la
forme
G, — G, +K=h,
ou
G; -— G, = const.,

qui est celle d’une intégrale des forces vives. Donc :

Quand ily aune fonction génératrice, l’intégrale
de M. Painlevé entraine l'existence de fonctions
génératrices indépendantes du temps au moyen
desquelles elle devient une intégrale des forces
vives.

Cetle remarque montre que tous les cas d’intégration
qui supposent l'existence de l'intégrale ordinaire des
forces vives s’appliqueront sans aucune modification
au cas de l'intégrale complétement généralisée de

M. Painlevé.

10. Ce qui précéde nous ameéne a dire un mot des
cas de décomposition de Vintégrale des forces vives
dans sa forme générale.

Il arrive trés fréquemment que, dans un probléme a
fonction génératrice, les paramétres se répartissent en
plusieurs groupes (a,, a,,...), (by, b3,...) et que la
fonction génératrice immédiate, ou cette fonction con-
venablement modifiée par équivalence, se décompose

sous la forme
G=Gg+ Gp+...

G, ne contenant que les @ et les @', G; ne contenant
ue les b et les &/, etc. Il est alors évident que le sys-
q ) q Yy
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teme de Lagrange se décompose en systémes partiels
ayant respectivement Gg, G, ... comme fonctions
génératrices, s’intégrant indépendamment les uns des
autres, et déterminant chacun les paramétres d'un
groupe; il est d’ailleurs facile de démontrer que Gg, Gy
possédent, comme G, la propriété essentielle de la
force vive, donc sont de vraies fonctions génératrices.
Si G est indépendant de ¢, on a 'intégrale des forces
vives
Gy — Go=h;

mais Gg, Gy,... sont alors forcément indépendants de ¢
de sorte que chaque systéme partiel donne une inté-
grale des forces vives. On obtient ainsi

(Gu)ﬁ—(Ga)(): hy
(G2 — (Gp)o= hy

et, si I'on fait la somme de toutes ces intégrales, on
retrouve l'intégrale des forces vives du systéme total de
Lagrange. Donc:

S’il y a séparation des paramétres en plusieurs
groupes, le systéme de Lagrange se décompose cn
systémes partiels indépendants; si U’intégrale des
Jorces vives existe pour le probleme total, elle se
décompose en plusieurs intégrales de forces vives
correspondant aux divers groupes de parameétres.

En particulier, si un paramétre est isolé c’est-a-dire
forme un groupe a lui seul et si le probléme total posséde
Pintégrale des forces vives, on aura cctte intégrale
pour le groupe composé de ce seul paramétre a, c’est-
a-dive une équation

f(a)ar—g(a)=h,
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de la forme classique
a't=F(a),

qui déterminera ce paramétre indépendamment de
tous les autres.

Il est a remarquer que si G dépend de ¢, on ne peutl
en conclure que Gg, Gy... dépendent tous de ¢; il peuat
arriver que certaines portions de G soientindépendantes
de ¢, mais elles ne peavent I’étre toutes. Les portions
Gg,... indépendantes du temps donneront des inté-
grales de forces vives, de sorte que :

S'il y a séparation des paramétres en plusieurs
groupes, il peut arriver que le probléme total
r'admette pas U'intégrale des forces vives et que,
néanmoins, [’on ait une ou plusieurs intégrales de
Sforces vives fournies par les problémes partiels.



