NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

G. VALIRON

Expression asymptotique de certaines
fonctions entieres

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 12
(1912), p. 1-17

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1912_4_12__ 1_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1912, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1912_4_12__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[D4b]
EXPRESSION ASYMPTOTIQUE
DE CGERTAINES FONCTIONS ENTIERES ;

Par M. G. VALIRON.

L’étude des produits canoniques d’ordre fini dont la
distribution de zéros est simple a été faite par un grand
nombre d’auteurs ('); maisles cas plus généraux ne me
semblent avoir é1é abordés que par M. Lindelsf (2) et

ar M. Leau (3). Les résultats de M. Leau comprennent
ccux de M. Lindelof comme cas particulier ; wais ils
laissent échapper certains cas de distribution trés ré-
guliére, c’est ainsi qu'ils ne s’appliquent pas au cas ol
la relation entre le module 7, du ni™ zéro, et n est

logr,= plogn + K(logsn)?, x>1, K>o.

Je me propose ici d’obtenir la méme approximation

(1) Parwmi lesquels MM. Wiman, Barnes, Mattson, Littlewood.

(?) Voir LINDELO®, Mémoire sur la theorie des fonctions entiéres
de genre fini (Acta Societatis Scientiarum Fennicee, t. XXXI,
ne 1), .

(3) Etude sur les fonctions entiéres orientées (Annales_de
UEcole Normale, 1906, p. 33).
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(2)
que M. Leau, en faisant sur la distribution une hypo-
thése qui me semble plus souple, et par une méthode
de calcul plus directe.

1. H pothéses et notations. — Je considére un
produil canonique dont je supposerai tout d’abord que
tous les zéros ont le méme argument, par un chan-

-4 ' P
gemen! de variable, je puis supposer cet argument
ézal & =. Je suppose également que ’ordre o n’est
g pp o q hy
pas entier; le genre p est alors égal & la partie entiére
de p, et si 7, est le module du niéme zéro, le produit
s'écrit
o«
0 PR | )
n
1
en posanl

z sl

R z 3\ —e— -1 —

(2) lu< = yp>=<u+—-)e T prh
= In

n

Ceci posé, je suppose que la relation qui lie », a n

est la suivante
1+a(n)

(3) rp=n f n>N;

la fonction «(z) satisfaisant aux conditions suivantes
que jappelerai conditions A

lim a(z) = o,

A =
lim & logz o' (z) = o0;
= o
[pour chaque valeur de z >N, la fonction «(2z) a une
dérivée & droite et une dérivée a gauche].
Nous nous proposons de chercher une valeur asymp-
totique & (1 +-¢) pres (') du produit f(z), lorsque 3

(') Je désignera: par ¢ toute quantité positive, négative ou com-

N I 1
plexe, tendant vers zéro avec — ou — ou L.
r n n,



(3)
est extérieur i certains cercles entourant les zéros, nous
poserons

ng—1 n—1

B=]_—IE<—~ZI',,’P)’ C=I]E<:_—:%;’P),
n

1 S
3 3 o 5 = )
D=E <—r,,/"p> x E <———___ P P) , F —-l[ (__,‘" ’ P> 3
n'+2

le nombre n' étant défini par la double inégalité

A

PSS P,

r désignant le module de 3.
2. Calcul de B. — Comme le produit B a un nombre

fini de facteurs, on a

B = eMsPi+a),

na-—x(—r)p
M est la somme 2 L
3. Calcul de CG. — Nous pouvons écrire, pour

n<n/

3 P
E z 3 r'n -—;—+..+(—l)’-z—-'7
P = o\ )e Pra,

— rn r, 4

. r
et puisque —'é’ <1,

5 P 4

—E P Wttt

s z ’n 4 =1

E( ,p>=—e e 9T

~—=Tn T'n
Par suite on a
C=GxH,
en posant

Zh'—n,—1

G=

. . ’
Fa,o o Vp'—y

n'~1

—1 n=n'—1[ ® q

1 PSR N NI "

—zY 2 =P = 1yt n
Er,. =S B I DY .

H —=e n ny ne n=ng 1



le dernier exposant est la somme de n' — n, — 1 séries
convergentes, en faisant la somme terme a terme, on
peut écrire

n'—1

- 4+ ®
logH =2 (——()7+1q—lz—qu;{ ,
. -p e

la somme ¥’ ne comprenant pas le terme correspon-
dant a ¢ =o.

Pour calculer log H nous sommes ramenés au calcul
des sommes telles que

n'—1

2";1“ ((1=—'P,—[I——I,...),
no
or, nous avons

n'—1

n=8 el
(4) 2#]4:[ x P dx (0 <0< 1),
n, Mo

en lenant compte de Pégalité (3), et du fait que r,
croit (ou du moins ne décroit pas) avec n. Mais, par
suile de la propriété de la fonction a(z) nous avons, en
prenant n, assez grand,

d [r T[1+a(r),%]
dzx -

. 1
= 7+r’[x+ 2«1(2)-&— g zlogr x'(x)] ST
? ? q9-+e
_9+p (rand
T T o (143 e,

)
et par con~équent

n+a(:nq ) , d [1+¢(1)jl
x P:———-(].‘.: — |z Px S
+9q

en porlant dans [Pexpression (4), nous obtenous, en



(5)

!

n
supposant — suffisamment grand
n, ’

—1 ’.
£ H+am1'1 =5,
Er;{:-————(l+e Pxin
p+9q °
n, .
. _—
” [1+a(rn—0,) 2
_(n+s,',’) (n-e,,) e,

Or, d’aprés la définition de », nous avons
1
[t+atn+6) = -
1 =(n"--10) e,
donc
1

28,
=re (1— —-'——-> (r+ep) (o< by <)y

+ain—8, n g

(n'—8g)

et finatement nous avons

n'—1 q

2 ’1——([-1—5,]) (l__??‘:,’ixa’

/
o

d’ou, en posant

3z = re,
+e o .4, %
A N O L LA (__>
logH nZ( )7+ q(9+9)( +eg)l1 —
-p
Mais la série
+ o .
. 0 e-19
e+ 28T
_Ep( TR

est absolument convergente, ainsi que celle figurant
dans log H, en prenant n' assez grand, la différence
entie les Q premiers termes coriespondants des deux
séries est aibitrairement petile, et par suite nous avens

+ ®
"(—n)atlse e -

logH = (1 +¢4)n'
.g ( 1) 76 +q)



(6)
en prenant Q de fagon que les restes soient négli-
geables ().

Considérons maintenant log G :

n'-—1
logG=(nr'—ny—i)logr —Elogr,,+(n’— ny—1)io,
n, '
ona
-1 n—9
)
Zlogr,,::.f 1+ oal) logz.dx (o< b <);
n, "o !
or,

_’L[:_t(_‘%(.ogx_.)] L ICI R
: g

a' (z)z(loge —1)

P

b

et, d'aprés la propriété dela fonction a.(x), le deuxiéme
terme du second membre est arbitrairement petit,
pourvu que 1, soit assez grand, donc

n—0

x(logz—l)] “+e(n'— ng)

",

=3
o
3
il

[l—'—-:(.’l‘)

1+¢€ ,
n7

=n'logr— klogr —

en remarquant que logr—logr,. tend vers zéro et,

log r
comme enfin —”E— tend vers zéro,

n' R
logG = -;(1 + &) =~ fon' (1 — g).
v
En faisant la somme des expressions obtenues pour

logH et log G,

g=+=
logC = 1y ot B R AN (—1)7+1pe—ip? )
og [t+¢(n',o)]n [p+z9+qﬁp__.____._q(9+q)

(') Cette détermination de Q est indépendante de n'.



(7)
4. Calculde F. — Pour n > n' 4 1, nous avons

=+=
qE (=it 2 ‘q
~ 2 =p+1 qr,
E P q i ”1
— p

d’ou
n=+4+we q=4x
37
IOng 2 2 (—])l]-H .
n=n'+2L g=p+1

Puisqu’il y a convergence absolue on peut intervertir
Pordre des sommations, et écrire

=-+w n=+4+w

logF = Z (—1)'1“:; 2 i{; )

q=p+1 n=n'4-23 ro
le calcul des sommes

n=+<ow®

Z f = — (<8<

n=nit2 140y [l+a(r)]§

se fait comme précédemment el nous obtenons
q

1 on' 2004\ P ,

—_ = (1+aq)r‘l<(—*— ——,—) (o <8y,<0).
q — n

n:n’+2r’l 7 e

=4»

En portant dans 'expression de logF, nous aurons

'S 199 o, —g
oF — _ +1 pe ( 2 !q) ’
logF = ZH( 1)7 q—-—————(q__p)(|+s,,) [+ — n',
7=p

ou encore, par un raisonnement analogue’ a celui fait

pour log H,

g=+=
v, ot , pe'sl
= o — 1) ——
logF=[1+¢"(n,9)ln 2 (—1) 70 =0
l]=P+1

3. Calcul de B.C.F. — En faisant la somme des



(8)
expressions obtenues pour logB, log G, logF, nous
avons, en remarquant que
g=+= . q=p, .
(—)r+tge— 1 2 (—1)pere?
Sl el L S (—fpet,
q(e--q) 9(p—9q)
g==p

P ,
et que — tend vers zéro,

+
logBCF = [1+ " (n', 0)] n' —:; Lo+

Entre crochels nous avons une fonction méromorphe
de 5, le dénominateur est sinw3, puisque ses zéros sont
S=0.T 0L SD g, .. le vésidu relatif au péle ¢

est(— 1)4¢/#9, le numérateur de la fonction méromorphe
est donc une fonction ®(2) telle que

B (g)=(—1)7€i%7 x <-(-:isin7:p) ,
? 0=q
ou
P(g)=me¥Y.

Comme la fonction we? répond a la question,
on a
P(p)=eppm + W (o)sinmp,

W () étant une fonctlion entiére.
Nous avons ainsi

1 . — 1)7peipq zelep
= lo+ (= t)7pe® = I +W(p) (—mlol+7);
e 2_ q(p—q)  sinmp !

et en tenant compte de la décomposition de la fonction
nel

elvp . . , .
en fractions simples (') on voit que
3

méromorphe R
sin

(') Voir E. Picarp, Traité d’ Analyse, > édition, t. II, p- 173, 174;
« €L LiNviLOF, Calcul des residus, p. 38 et note de la page 32.



(9)

W ()= o. Nous aurons donc I'égalité

Teirp
sinmp

log(BCF) = [1-+¢"(7', 9)]

.. n'
6. Calcul de D. — Puisque "~ =1+ ¢ (comme
n'
on le voit immédiatement), on a
3 z .
logD:log(l+—> <1+——>+/c, k fini.
\ n' I'n'-+1
Excluons les zéros par des cercles ayant pour centre
ces zéros et pour rayons r,“ (a>o0), nous aurons
a 'extérieur de ces cercles

|logD | <2(a-+1)logr,

n' . . P
et comme fogr croit indéfiniment

[logD|=¢|log(BCF)!.

Nous arrivons ainsi a I'égalité

’

n (—mSesS+m),

(5) logf(s)=[1+e(n',9)] ;z‘z:
valable pour s suffisamment grand, et & Uextérieur
de cercles décrits autour des zéros et de rayons
tnversement proportionnels aux modules des zéros;
n’ est le nombre des zéros de module inférieur a |z,
¢(n/, v) une fonction complexe de »’ et o, lendant vers
zéro avec ;i— )

Si I'argument des zéros, au lieu d’étre égal a =, est
égal & v, il suffira de remplacer, dans U'égalité (3), ¢
par o + = — ufw — 2w oS w).

7. En supposant que les arguments des zéros, au
lieu d’éire tous égaux, tendent vers une valeur ,
I'égalité précédente a encore lieu. Supposons encore



(10)
» ==, nous devrons dans les calculs remplacer r, par
r.eien, w, tendant vers zéro avec -:-L Prenons n, assez
grand pour que

lwp| < ¢ pour n > ng,

¢ étant donné.

Dans le calcul de C, on voit facilement que log G est
multiplié par 1+ 7, 7 étant inférieur & ge; d’autre part
dans logH, les sommes Zr¢ sont remplacées par

n—1

] ol
E r 'I' eivng,

To

Pourq<—'= on a
€

n'—1 n=n'-—1

ZI‘Zeiwn'I:(|+n’q) 2 rd (’T)',]‘<\/E>;

ny n=ne

la somme des Q premiers termes de logH est multi-

pliée par (1 + 7/, |7/]| < \/E (Q partie entiére de \%),
€
le reste est in{érieur en module a

9

+wo / n=n—1 “+ o o E

! , ' g+ 29,
E(W > ="21(”p—q—)<”‘s”)<"7r'>’
Q \ nz=n, Q

en prenant ) assez grand, c’est-a-dire = assez petit, ce
reste est négligeable <1l est inférieur a +’ 6) En ré-

sumé log C est multiplié par (1 +7"), 0" < \/;

On constatera le méme fait pour log E,et, par suite,
'extension est établie.

De méme, si le produit f(z) est multiplié par e,
ou Pp(3) désigne un polygone de degré p, I’égalité (3)
est encore valable.



(1)

8. Fonctions f(3) + a. — Les modules des zéros
d’unc fonction entiérve satisfaisant a la condition (A), et
leurs arguments tendant vers une valeur déterminée w,
on a I’égalité asymptotique

(e BT
(6) f(s)=e S Tp (v —27S9Sw),
ou n est le nombre des zéros de module inférieura |z ;
on déduit de la des résultats relatifs aux zéros des
fonctions

f(z)+a.

Supposons w = =, on voit immédiatement que les
zéros des fonctions f(3)-+ a forment des files dont
les arguments ont pour limite possible les nombres

o

~ (]77 o
=+ L2 e o= =0,21....).
" 5 (g =0, )
Cherchons le nombre des zéros de module inférieur
R [ T
ar=/_z| pour 'une des files == =+ —og, comme f(3)
) )

n’a pas de zéros en dehors de la direction =, cenombre
est égal 4 la différence des nombres des zéros des fonc-
tions f(z) et f(5)+ a, c’est-a-dire a la variation
a
Jf(=)
un contour formé de la facon suivante : les deux
. ™ aT ™~ T
droites &= — ‘% —z, & =+ % -+¢, et deux arcs
20 { : o .

de cercle de rayon rg et r; 'expression de f(5) montre
que ce contour contient

d’argument de 1+ lorsqu’on faitdécrire au point s

R
2(smnwp)

zéros de f(z) + a.
Si p>p+%, il existe 2(p +1) files de zéros en

(1+¢)

dehors de la file possible d’arguments =; si oSp +i



(12)

il v en a 2p seulement; on constatera de plus que, si

e>p +%, il n’y a pas de zéros dont les arguments ont
. . I. ¢

pour limite w; si pép—i-; ilyena n(1+4¢). En ré-

sumé le rapport des nombres des zéros des fonctions
.. p+1 . t,

Jf(z)+a et f(z)a pour limile [sinmp] 5 ° >prs;

—r
|sin mp]

ces limites ne sont pas atteintes uniformément quel
que soit @, les zéros dont les arguments tendent vers

s < Lo .
+rsipIpo Il importe de remarquer que

des valeurs autres que = se présentent pour des mo-
dules d’autant plus grands que |a| est plus petit.
L’étude de l'influence produite par les variations de @
sur les zéros de f(5)-a revient d’ailleurs a Uétude
compliquée de la fonction inverse de la fonction f(3).

9. Exposant brut et exposant net de la suite des
zéros d’une fonction entiére. — Pour justifier 'intro-
duction des conditions (A) je vais démontrer la propo-
sition suivante; étant donnée la suite

A B A

des modules des zéros d’une fonction entiére d’ordre g;
on peut trouver des fonctions a(x) satisfaisant aux
conditions (A) et telles qu’on ait

14+a(n)
—_—

ryoon ¥ (n>N),

légalité ayant liew pour une infinité de valeurs
de n.

Posons

logn
Tp= —— g

. b
ologr,

il résulte de la définition de ¢ que la suite s, admet
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zéro pour limile supérieure pour £ infini. Je vais con-
struire une fonction B(z) définie pour z > ry, satis-
faisant aux conditions (A) et telles que

p(l'n)iﬂn,
quel que soit n > N;

,3(’"11) = Tn,
pour une infinité de valeurs de n.

Soit ©(z) une fonction positive dérivable, <atisfai-
sant a la deuxiéme condition (A) et croissante indé-
finiment lorsque z croit ('). A chaque valeur &, faisons
correspondie la fonction y, (z) définie comme il suit:

1° Pourz<r,

.7"(‘7") = O(x) - 0("11) =+ On,y
2° Pour 22 r,
y"(x) = 0(‘2) -+ e(rn) 0,
soient alors z, un nombre quelconque et p défini par

les inégalités
rp§x0< Uptt s

parmi les nombres y,(2,), n<p, il y en a un plus
grand ou égal a tous les autres ; il en est de méme pour
Yn(xo) lorsque nZp -+1, car

,}’n(z'o) ""'.}’;H—i(z'o) = G,,—G,,.H-—e(rn) +e("p+i %

et comme 6(z) croit indéfiniment, et que ¢, a pour
limite supérieare zéio, cetle différence est négative a
pactir d’'une certaine valeur de n, il y a aussi un

(') Une telle fonction est aisée a former, par exemple

0 (z) = log, @



(14)

nombre fini de nombres y,(z,) supérieurs & ¥4 (o),
il y en a un plus grand que tous les autres.

Considérons alors la fonction v(z) qui pour chaque
valeur de x est égale au plus grand des nombres y,(z),
cette fonction coincide successivement avec un certain
nombre de fonctions y,(z) (de part et d’autre de
x =1r,), elle satisfait donc déja aux trois condilions

lim ' (z)z logz = o,

r=w

‘,’("u)gam
quel que soit n > N,
‘f("u) = Op,

pour une infinité de valeurs de n.

Si elle tend vers zéro c’est une fonction §(z) cher-
chée; sinon considérons une fonction — =(z) satisfai-
sanl aux conditions (A), croissante et dérivable, la
fonction égale pour chaque valeur de 2 au plus grand
des deux nombres y(x) el —e(2) tend vers zéro: c’est
une fonction B(z) ().

Nous avons ainsi, & partir d’une certaine valeur

de n,
n= riptone g pglieBenl,

nous dirons que la suite (1 +a,)p estl'ezposant brut
de la suite des zéros, la fonction p[ 1+ B(z)] est I'ez-
posant net. La fonclion

2plt+3ir)

esl croissanle, comme on le constale en employant les
propriétés de la fonction 3(z): si nous écrivons la

(') Je suppose qu'une infinité de nombres o, & (7, ) sont positifs,
ce qui est facile & réaliser.
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fonction inverse sous la forme

1+a(x)
x P

nous aurons, a partir d’une certaine valeur de n,

1+0(n)
ro2n P

il reste & montrer que a(z) satisfait aux conditions (A).

Or nous avons
1+ a(v)

y= 2pU+fl) x=y P |
d’ou

logy = p[1— B(2)] logz, [t 8(x)][1+a(y)] =1

par suite, lorsque y croit indétiniment, z aussi, 8(z)
tend vers zéro et par conséquent aussi a(y); de plus,
en dérivant les deux égalités précédentes, on obtient
g (2)[1-a(]+2(y) 1+ B(2)]y =0,
Ji _(i+¢)p
Y xz

(lim e:o),

X=o

en portant dans la premiére de ces égalités la valeur
de )’ tirée de la seconde, et remplagant p par

logy 1

fogz 1+ Biz)’
on aura

a(y)[1+B(2)]ylogy
+ (1+¢e) 1+ B(z)][1+ 2(y)) B'(z)z logz = o.

Lorsque y croit indéfiniment, z aussi, B(2), a.(¥), ¢
tendent vers zéro ainsi que B'(z)x log z, donc

lima'(y)ylogy =o.
y=ow

La proposition que nous avions en vue est ainsi dé-
montrée, on peut introduire dans I’égalité (6) la fonc-



tion inverse de

et I'on aura

ez(p(q;+,.—m] ri+8aip

‘ lng(Z)-—(l—{-c)

-~
~1
-~

' (w— 27=§<9§w),
[1+ 2(7)]p est un exposant net, égal ici a 'exposant

brut pour toutes les valeurs de r,.

10. Application aux fonctions de genre zéro. —
Si 'on désigne par M(7)le maximum du module d’une
fonction entiére de genre zéro pour |3| =r, et par 7,
le module du n'™¢ zéro, on a évidemment

M(,)<II<l+r,,> <H |+a.n,>'

en désignant par «(z) une fonction telle que

14-0(n)

razn ? (n>N),

fonction qui a été calculée au paragraphe précédent.
Or, nous avons trouvé une égalité asymplotique (7)

pOlll‘
P
I— el
1 nu—am,

égalité d’ou nous tirons

» \ (143) —— , 1+BITe
O O — —_ SINTRG
II<l 1+1u»>—e v ’
n

1+afx)
z+Ba)p désigne la fonction inverse de z ¢ donc

| v + 3(x)]p est un exposant net de la suite des zéros




(17)
de la fonction donnée. Nous arrivons denc au résultat
suivant : le logarithme du module maximum pour
|5| = rd'une fonctionentiére de genre zéro (') reste,
a partir d’une certaine valeur de r, inférieur a
U'expression

T pu+Birlp lim r = o\,

(1-+42) =
)sm-r:p r—w

Ry

ott o[ 1+ B(x)) est un exposant net de la suite des
3€ros.

Cetle limite supérieure est atteinte lorsque ’expo-
sant net est constamment égal a ’exposant brut.



