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NOUVELLES ANNALES
DE

MATHÉMATIQUES.
[D4b]

EXPRESSION ASYMPTOTIQUE
DE CERTAINES FONCTIONS ENTIÈRES;

PAR M. G. VALIRON.

L'étude des produits canoniques d'ordre fini dont Ja
distribution de zéros est simple a été faite par un grand
nombre d'auteurs (1 ); mais les cas plus généraux neme
semblent avoir été abordés que par M. Lindelof (2) et

arM. Leau (3). Les résultats de M. Leati comprennent
ceux de M. Lindelof comme cas particulier ; mais ils
laissent échapper certains cas de distribution très ré-
gulière, c'est ainsi qu'ils ne s'appliquent pas au cas où
la relation entre le module rn du nicme zéro, et n est

logr„= o Iog/i-f-K(log2/i)
a, a > i , K > o.

Je me propose ici d'obtenir la même approximation

(*) Parmi lesquels MM. Wiman, Barnes, Mattson, Littlewood.
(2) Voir LINDELOF, Mémoire sur la théorie des f onctions entières

de genre fini (Acta Societatis Scientiarum Fennicœ, t. XXXt,
n° 1).

(3) Étude sur les fonctions entières orientées (Annales de
l'École Normale, 1906, p. 33).
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que M. Leau, en faisant sur la distribution une hypo-
thèse qui me semble plus souple, et par une méthode
de calcul plus directe.

1. Hypothèses et notations. — Je considère un
produit canonique dont je supposerai tout d'abord que
tous les zéros ont le même argument, par un chan-
gemenl de variable, je puis supposer cet argument
égal à -n. Je suppose également que l'ordre p n'est
pas entier ; le genre p est alors égal à la partie entière
de p, et si rn est le module du /iième zéro, le produit
s'écrit

en posant

( ""

Ceci posé, je suppose que la relation qui lie rn à n
est la suivante

(3) rn=n 9 , / i>N;

la fonction a (#) satisfaisant aux conditions suivantes
(jue j'appelerai conditions A

lim
X — œ

litn x loga? a'(x) = o;
» • = oo

[pour chaque valeur de # > N , la fonction x(x) a une
dérivée à droite et une dérivée à gauche].

Nous nous proposons de chercher une valeur asymp-
tolique à (i 4-e) près (<) du produit ƒ (*) , lorsque z

( l) Je désignerai par s toute quantité positive, négative ou com-

plexe, tendant vers zéro avec - ou —; ou —•



( 3 )
est extérieur à certains cercles entourant les zéros, nous
poserons

F =

le nombre n1 étant défini par la double inégalité

/- désignant le module de z.

2. Calcul de B. — Comme le produit B a un nombre
fini de facteurs, on a

M est la somme > ~- -
jLà prg

3. Calcul de C. — Nous pouvons écrire, pour

E , p = — H Je r" ^

et puisque — < i,

Par suite on a
C = GxH,

en posant

n—l v n'—l nsrn'—1nl » n l n=r«1T ff T

H = e "• "• " e *="' L ' ^ J .



( 4 )
le dernier çxposant est la somme de n! — n0 — i séries
convergentes, en faisant la somme terme à terme, on
peut écrire

-4- « f" n'— 1 -1

la somme S' ne comprenant pas le terme correspon-
dant à q = o.

Pour calculer log H nous sommes ramenés au calcul
des sommes telles que

or, nous avons

n'—l

(4) 2 / » = f
en tenant compte de IVgalilc (3), et du fait que rn

croît (ou du moins ne décroît pas) avec n. Mais, par
suite de la propriété de la fonction a(#) nous avons, en
prenant n0 assez grand,

d (i + ai

dx L

fl + pf
dx

q , . ÛT 1 [ i + a ( ï ) i -
l a ( A ) - | j — &\0%T % (X)\x P

p

et par

en portant dan^ l'expression (4)? nous obtenons, en



( 5 )

supposant — suffisamment grand,

Or, d'après la définition de /*, nous avons

[l-t-a(n-f-O)] —

donc

et finalement nturs avons

n'- l

n0

d'où, en posant
z = rel(?,

Mais la série

est absolument convergente, ainsi que celle figurant
dans log H, en prenant nJ assez grand, la différence
entie les Q premiers termes cariespondants des deux
séries est aibitrairement petiie, et par suite nous avons

-p '



( 6 )
en prenant Q de façon que les restes soient négli-
geables (*).

Considérons maintenant log G :

logG= (ri — n0— Ologr—^logr,,-!- (ri— n0—-i)i?,

on a
n'—\

- logx.dx (o <0

or,

ga7 — i)
y

et, d'après la propriété delà fonction a (# ) , le deuxième
terme du second membre est arbitrairement petit,
pourvu que />0 soit assez grand, donc

Y - fi — a(x) Tn'-8

^ I ? J»o
= n' logr— Â'îog/- n',

p
en remarquant que log/' — log/*„,. tend vers zéro et,

comme enfin —%- lend vers zéro,
ri '

l o g G = — ( i -h s,) - - io n'(\ — £3).

En faisant la somme des expressions obtenues pour
log H et log G,

logC = [i -+- e'(n', CD)1 /I' I —h i® -+- 7 ^ ^ £ I.
p ^ q(?-+-q)

L 7 = - ^ J

(') Cette détermination de Q est indépendante de n'.



( 7 )
4. Calcul de F. — Pour n > n' -f- i, nous avons

d'où

Puisqu'il y a convergence absolue on peut intervertir
Tordre des sommations, et écrire

le calcul des sommes

se fait comme précédemment et nous obtenons

En portant dans l'expression de log F, nous aurons

ou encore, par un raisonnement analogue] à celui fait
pour log H,

q = -t- »

logF=[i-He'(/i',<p)K ^'[

5. Calcul de B.C.F. — En faisant la somme des „



( 8 )
expressions obtenues pour logB, log C, log F, nous
avons, en remarquant que

q ? q
q=~p < / = -

et que —7 tend vers zero,

Entre crochels nous avons une fonction méroniorphe
de p, le dénominateur est simzp, puisque ses zéros sont
p = o, :n 1, . .'. m «y, . . . ^ le résidu relatif au pôle gr
est(— 1 )V^/'ry, le numérateur de la fonction méromorphe
est donc une fonction <î>( p ) telle que

<P(q) = T.e'W.

Comme la fonction Tze*W répond à la question,
on a

= e'WT.-L- W ( p ) s i n 7 r p ,

U*(p) étant une fonction entière.
Nous avons ainsi

q{?~-q) si 117:0

et en tenant compte de la décomposition de la fonction

méromorphe 4—- en fractions simples ( ' ) on voit que

(») VoirE. PICARD, Traité d'Analyse, 2e édit ion, t. I I , p . 173, 17^;

t et LiNDKLÖF,. Calcul des résidus, p. 38 et note de la page 32.



( 9 )
(?) = o. Nous aurons donc l'égalité

6. Calcul de D. — Puisque ^ ± i = \ _f- e (comme

on le voit immédiatement), on a

logD = log ( i -f- — ) ( H — ) + /t, A- fini.
\ rn'J \ rn'-ï\l

Excluons les zéros par des cercles ayant pour centre
ces zéros et pour rayons r~a (<7>>o), nous aurons
à l'extérieur de ces cercles

| logD | <'i(a -ni) log/-,

et comme : croît indéfiniment
log;-

| logD|=s| log(BCF)| .

Nous arrivons ainbi à l'égalité
TTC1'??

( j ) log/(g) = [t -h e (M', cp)] , ^ / i ' (— ir£cp^-H7r),

valable pour z suffisamment grand, et à L'extérieur
de cercles décrits autour des zéios et de rayons
inversement proportionnels aux modules des zéros ;
n est le nombre des zéros de module inférieur à | s | ,
z(n'y o) une fonction complexe de n' et ç>, tendant vers

i
zero avec —-,-n

Si l'argument des zéros, au lieu d'être égal à T:, est
<̂ gal à to, il suffira de remplacer, dans l'égalité (5), cp
par cp - j - T: — i^ OJ — a TC ̂  cp < w ).

7. En supposant que les arguments des zéros, au
lieu d'être tous égaux, tendent vers une valeur o>,
l'égalité précédente a encore lieu. Supposons encore



( ' o )

(o = 1:, nous devrons dans les calculs remplacer /*rt par

rne
i(a», ion tendant vers zéro avec - • Prenons n0 assez

grand pour que

| u)n | < s pour n > n0,

s étant donné.
Dans le calcul de G, on voit facilement que logG est

multiplié par 1 -f-Tj, t\ étant inférieur à ps; d'autre part
dans log H, les sommes lrq

n sont remplacées par

Pour q < — on a

la somme des Q premiers termes de logH est multi-

pliée par (i H- 7/, |T/ | < y/7 ( Q partie entière de -4= ),

le reste est inférieur en module à

Ï S 2 I -"2

en prenant Q assez grand, c'est-à-dire z assez petit, ce

reste est négligeable Ml est inférieur à 7/ jrj En ré-

sumé logC est multiplié par (1 -f-V)> V < V -̂
On constatera le même fait pour log i^et, par suite,

l'extension est établie.
De même, si le produit ƒ (z) est multiplié par evr[z\

où Pp(z) désigne un poljgone de degré/?, l'égalité (5)
est encore valable.



( ' t )

8. Fondions f (s) -f- a.. — Les modules des zéros
d'une fonction entière satisfaisant à la condition (A), et
leurs arguments tendant vers une valeur déterminée 10,
on a l'égalité asymptotique

7 t e ? ?

(6) f(z) = e~ bin7lP (u>--2iï!£cp<w),

où n est le nombre des zéros de module inférieur à | z |;
on déduit de là des résultats relatifs aux zéros des
fonctions

f(z) + a.

Supposons w = 7T, on voit immédiatement que les
zéros des fonctions f(z)-\-a forment des files dont
les arguments ont pour limite possible les nombres

^ — + 2-11 et ~ (g = o, ±: i, . ..).

Cherchons le nombre des zéros de module inférieur
à rz=z \z\ pour l'une des files dz —-f- 11, comme /(z)

n'a pas de zéros en dehors de la direction -n, ce nombre
est égal à la différence des nombres des zéros des fonc-
tions /{z ) et f(z)-ha, c'est-à-dire à la variation
d'argument de i +77—: lorsqu'on faitdécrire au points
un contour formé de la façon suivante : les deux
droites zb —-f-~ — s, ±: ~ - h — + e, et deux arcs

2,0 0 ' ap p ^ '

de cercle de rayon r0 e tr ; l'expression d e / ^ ) montre
que ce contour contient

zéros de f(z) -j- a.
Si p > /̂  H—» il existe 2(7?-f-i) files de zéros en

dehors de la file possible d'arguments TZ ; si p^p-h-



il y en a 2/7 seulement; on constatera de plus que, si

p >>/> -f--? il n'y a pas de zéros dont les arguments ont

pour limite ir ; si p <p -f- - il y en a n( i -+- s). En ré-

sumé le rapport des nombres des zéros des fonctions

j(z) + a et f(z) a pour limite ^ ^ si p !

j-r-^—. -f- i si p=/M II importe de remarquer que

ces limites ne sont pas atteintes uniformément quel
que soit a, les zéros dont les arguments tendent vers
des valeurs autres que T. se présentent pour des mo-
dules d'autant plus grands que \a\ est plus petit.

L'étude de l'influence produite par les variations de a
sur les zéros de f{z)-J

ra revient d'ailleurs à l'étude
compliquée de la fonction inverse de la fonction/(s) .

9. Exposant brut et exposant net de la suite des
zéros d'une fonction entière. — Pour justifier l'intro-
duction des conditions (A) je vais démontrer la propo-
sition suivante; étant donnée la suite

r, ;-2, rn. . . .

des modules des zéros d'une fonction entière d'ordre p;
on peut trouver des fonctions OL(X) satisfaisant aux
conditions (A) et telles qu'on ait

régalité ayant lieu pour une infinité de valeurs
de n.

Posons

il résulte de la définition de p que la suite vn admet



( )
zéro pour limite supérieure pour n infini. Je vais con-
struire une fonction ${x) définie pour # > r N , satis-
faisant aux conditions (A) et telles que

quel que soit n > N ;

pour une infinité de valeurs de n.
Soit S(x) une fonction positive dérivable, satisfai-

sant à la deuxième condition (A) et croissante indé-
finiment lorsque x croît ( * ). A chaque valeur <jn faisons
correspondre la fonction yn (x) définie comme il suit:

i° Pour ûc^r/t

2° Pour x^rn

soient alors x0 un nombre quelconque et p défini par
les inégalités

parmi les nombres yn(&o)> n=Pi il y en a un plus
grand ou égal à tous les autres ; il en est de même pour
yn(&o) lorsque n >p -f- i, car

yn(vo)—yp+.t(xo) = <r«— ff^+j — 6(r»)-h 6(r^+i),

et comme 6(5?) croît indéfiniment, et que <7„ a pour
limite supérieure zéio, cette différence est négative à
partir d'une certaine valeur de n} il y a aussi un

(l) Une telle fonction est aisée à former, par exemple



nombre fini de nombres yn{%o) supérieurs
il y en a un plus grand que tous les autres.

Considérons alors la fonction y(x) qui pour chaque
valeur de x est égale au plus grand des nombresy n(x) ,
cette fonction coïncide successivement avec un certain
nombre de fonctions yn{

x) (^e P a r t e t d'autre de
x = /•,*), elle satisfait donc déjà aux trois conditions

lim y'(a?) a? \o%x = o,

7 ('•/,) = <*«,

quel que soit n >• N,

pour une infinité de valeurs de n.
Si elle tend vers zéro c'est une fonction fi(x) cher-

chée; sinon considérons une fonction — *(#) satisfai-
sant aux conditions (A), croissante et dérivable, la
fonction égale pour chaque valeur de x au plus grand
des deux nombres y (# ) et —s(#) tend vers zéro : c'est
une fonction $(x) { ' ) .

Nous avons ainsi, à partir d'une certaine valeur
de n,

nous dirons que la suite (i -\-<r„)p est l'exposant brut
de la suite des zéros, la fonction p[i -f- (3(#)] est Y ex-
posant net. La fonction

est croissante, comme on le constate en employant les
propriétés de la fonction fi(x): si nous écrivons la

( l ) Je suppose qu'une infinité de nombres <yM-f-e (/*„) sont positifs,
ce qui est facile à réaliser.



fonction inverse sous la forme
i -4» a i x \

x P

nous aurons, à partir d'une certaine valeur de /i,

il reste à montrer que OL(X) satisfait aux conditions (A).
Or nous avons

d'où

= t ;

par suite, lorsque ̂  croît indéfiniment, x aussi, (3(#)
tend vers zéro et par conséquent aussi oc(y) ; de plus,
en dérivant les deux égalités précédentes, On obtient

en portant dans la première de ces égalités la valeur
tirée de la seconde, et remplaçant p par

\ogx
on aura

Lorsque y croît indéfiniment, x aussi, fi(x), a(y) ,
tendent vers zéro ainsi que fi'(x)x logo;, donc

La proposition que nous avions en vue est ainsi dé-
montrée, on peut introduire dans l'égalité (6) la fonc-



( ' 6 )
tion inverse de

1-+-0CI »

et l'on aura

() <

( U) — 271 = Cp ̂  O)),

[i -f- j^ / ' j jp est un exposant net, égal ici à l'exposant
brui pour toutes les valeurs de rn.

10. Application aux fonctions de genre zéro. —
Si l'on désigne par M(V) le maximum du module d'une
(onction entièie de genre zéro pour \z\ ~= r, et par rn

le module du nxtrae zéro, on a évidemment

en désignant par OL(X) une fonction telle que

fonction qui a été calculée au paragraphe précédent.
Or, nous avons trouvé une égalité asymplotique (7)
pour

égalité d'où nous tirons
oc

n
n F

1 -f- a fJr )

xh+p(ff)]p désigne la fonction inverse de ^ P donc
[ 1 -t- | i (x) |p est un exposant net de la suite des zéros



( »7 )
de la fonction donnée. Nous arrivons donc au résultat
suivant : le logarithme du module maximum pour
\z\ = /* d*une fonction entière de genre zéro (•) reste,
à partir d'une certaine valeur de /*, inférieur à
Y expression

oit p[i -h £>(#)] est un exposant net de la suite des
zéros.

Celle limite supérieiiie est atteinte lorsque l'expo-
sant net est constamment égal à l'exposant brut.


