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SUR LES

SYSTEMES DE SURFACES TRIPLEMENT ORTHOGONALES
COMPOSES DE CYCLIDES;

Par M. Maurice FOUCHE,
Répétiteur 2 I'Ecole Polytechnique.

(FIN.)

26. Relations métriqgues. — Désignons par a, b, ¢
les abscisses respectives des trois points A, B, G, situés
sur 'axe OX (fig.5); par ', ', ¢’ les ordonnées des
points A/, B, (V, situés sur I'axe OY et qui jouent les
mémes roles dans l'une des cyclides de la seconde
famille; enfin par a@’, 0", ¢" les cotes des points ana-
logues A", B", C’, situés sur 'axe OZ et correspondant
al’une des cyclides de la troisiéme famille.

1° Tous les cercles de diamétre A’B’, étant orthogo-
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naux au cercle AB et a son syméirique par rapport
a OY, admetient ’'axe OX pour axe radical, et de plus

Fig. 5.

la puissance commune au point O par rapport a Lous
ces cercles a la méme valeur absolue que celle de ce
méme point O par rapport au cercle AB, mais le signe
contraire :

OA'<x OB'=—0A < OB ou a'b =— ab.
2° On a, par le théoréme de Thales,

oc AE AC

0A' T AX' T A0’

On Teste invariable pour
toutes les cyclides de la deuxiéme famille. On peut

. 0C
ce qui prouve que le rapport

encore en déduire
c' c—a
ad- —=a’

qui, par multiplication avec I'équation précédente,

donne
b ¢ = be — ab.
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Il en résulte que les produits a'd’ et b'c’ restent
constants pour toules les cyclides de la denxiéme
famille. De méme il y aura pour chaque famille deux

produits analogues qui resteront invariables.
Posons

() ab = m, bc = n.

On aura pour la seconde famille

(2) a'b'=—m, be'=n—m.

On aura de méme pour la troisieme

(3) a”b’;sm—n, b"c"=— n.
Rappelons aussi que chacun des trois rapports

oc  oc oc

(4) ()A’ OA/’ OA”

est invariable.

Nous reviendrons plusloin sur les relations entre les
valeurs de ces trois rapports.

On voil que le systéme orthogonal est complétement
défini par les deux nombres m et n. Il est aussi défini,
comme on vient de le voir, par une des trois coniques
focales qui sont les lieux des points coniques, ce qui
dépend aussi de deux paramétres.

27. Cas particuliers. — L’un des paramétres m
ou n est remplacé dans 'une des deux autres familles
par m —n ou n— m. Les cas particuliers que nous
voulons examiner sont ceux ou 'un de ces paramétres
est nul : m=o0, n =0 ou m = n. Mais comme on peut
toujours supposer que la famille qui a un paramétre
nul est la premiére, et qu’on peut échanger les points A
et B en considérant 'un ou 'autre des deux modes de
génération de la cyclide par ses lignes de courbure cir-
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culaires, il suffira de faire I’hypothése

m=ab =o.

Il peut alors se faire que ce soit le facteur a ou le
facteur b qui soit nul.

Supposons d’abord
a=o.

La figure 5 prend alors la disposition de la figure 6.
On voit que le point A se confond avec le point A’, ce
q P p )
qui est conforme & I’équation

a'b'=-—m =o.
Quant aux cyclides de la troisiéme famille on les
obtient en remplacant dans la construction le point A

par le point G, 'axe OY par I'axe OZ, et la droite CM
par Paxe OZ. La figure 6 prend alors la disposition de

Fig. 6.

[
‘?
™

la figure ~. On voit que A" coincide avec (', ce qui est
conforme aux équations (3) qui deviennent

a”b”: b”c”: —_ n’
d’ou
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a n’étant pas nulle. Clest le point A” qui est le centre
de pivotement d’une des cyclides (Cs).

Fig. 5.

>0
>

Alors les cyclides de la troisiéme famille, ayant
leurs plans circonscrils confondus, se réduisent aux
spheres orthogonales au cercle de diamétre BC situé
dans le plan OXY et ayant leurs centres sur 'axe OZ,
lesquelles passent nécessairement par un méme cercle
du plan OXY.

L’une des courbes focales est ce cercle de centre O
situé dansle plan OXY, ce qu’on vérifie immédiatement
sur la figure 6 ot H est 'un des points coniques de la
cyclide (G;). On a OH2 =0C. OB’ =10/¢ qui est con-
stant comme on I'a déja vu.

Comme toutes les cyclides des deux premiéres
familles doivent couper orthogonalement toutes les
spheéres du faisceau qui constitue la troistéme, elles
passent toutes par les deux sommets de ce faisceau qui
sont ainsi deux points coniques communs & toutes ces
cyclides. Clest a ces deux points situés sur I'axe OZ
que se réduisent les deux autres focales.

On a

be=1"b'c'=n.
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Si n est positif, Bet C sont du méme coté de O qui
coincide avec A ( fig. 6). Les cyclides des deux pre-
miéres familles auront des pointls coniques imaginaires
dans les plans autres que OXY, et dans ce plan-la les
unes des points coniques imaginaires, les autres des
points coniques réels, suivant que les points ABC
ou A’B’C’ se succéderont dans ordre ABC ou ACB.
Puisqu’il v a des points coniques réels, les sphéres de
la troisi¢me famille coupent le plan OXY suivant un
cercle réel. On reconnaitra facilement que le rayon
de ce cercle est égal a \/i_

Si n est négatif, B et Csont de part et d’autre de A;
les sphéves coupent le plan OXY suivant un cercle
imaginaire et les cyclides des deux autres familles ont
toutes des points coniques réels sur I'axe OZ.

Si maintenant nous supposons b = o, il résulte des
équations (1) que m et n sont nulles, et par suite, en
vertu des équations (2) et (3), ' et 4", Cela veut dire
que toutes les cyclides du systéme passent par
Vorigine.

Dans la figure 5 il faut faire coincider B avec O.

. oC . .
Alors puisque le rapport o3 est invariable, toutes les

cyclides d’'une méme famille sont homothétiques et,
cela étant vral pour les trois familles, le systéme tout
entier ne change pas si on lui fait subir une transfor-
mation homothétique avec O pour centre.

Une cyclide quelconque aura ses points coniques
1maginaires si A et G sont de part et d’autre de B, et
réels s’ils sont. du méme coté. A cause de 'homothétie,
la méme disposition se conservera dans toute une
méme famille, de sorte que chaque famille se compose
soit de cyclides sans points coniques réels, soit de
cyclides a points coniques réels sur un méme axe
radical. *

Ann. de Wathémat., 4* série, t. XII. (Avril 1g912.) 11
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Soient dans le plan OXY (fig. 8) les points A et C
situés de part et d’autre de l'origine sur I'axe OX, et le

Fig. 8.
"W- "
(3 E
»
D
A o/ [ X
N

cercle de diameétre OA. Ce cercle et le point G défi-
nissent une cyclide de la premiére famille dont les
points coniques sont imaginaires. Cette cyclide coupe
le plan OYZ suivant deux droites OU et OU/, et
puisque toutes les cyclides de la premiére famille sont
homothétiques par rapport au point O, elles passent
toutes par ces deux droites comme cela doit étre, puis-
qu’elles doivent couper le plan OYZ suivant une méme
conique réduite ici aux deux droites OU et OU'.

Si alors nous appliquons la construction du n°® 23, il
faudra mener par A une sécante quelconque ADE qui
coupe le cercle en D et, en E, la parallele a OY menée
par C. Le point A’ est a l'intersection de DE avec OY,
et le point C'est la projection de E sur OY. Alors'une
des cyclides de la deuxiéme famille sera définie par le
cercle de diamétre A’B dans le plan OXY, et la droite
EC'. Elle aura ses points coniques réels sur la perpen-
diculaire au plan OXY menée par A’; le lieu des points
coniques des cyclides de cette seconde famille se com-
posera des droites OU et OU’. Enfin, on verra de méme
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que les cyclides de la troisiéme famille auront égale-
ment leurs points coniques réels sur les mémes droites.
En résumé, le systéme se composera d’une famille sans
points coniques réels et de deux familles a points
coniques réels.

Si P'on avait supposé la premiére famille & points co-
niques réels on arriverait 4 la méme conclusion, car
cela fat revenu a prendre pour premiére famille celle
que nous appelons la deuxiéme.

28. Relations entre les trois rapports. — On arrive
encore 3 la méme conclusion en cherchant les relations
entre les trois rapports

oc ocC¢  ocC

I

0OA’ O0A”7 OA
Posons
0OC . OA 1
oa=h dov GE=7

La figure 5 donne pour le cas général

0C _AE _AC A0 —0C

OA AN T A0 T A0

=1—h.
Pour la troisiéme famille, il faut remplacer C par A,

Y 1
c’est-a-dire & par 7 On aura donc

ocr
O =T h
Finalement on a pour les rapports correspondant
aux trois familles :

I et 71—,
1
1—h et l—__—hy
h—1 h
et —-



Si l’on pose

on aura
hh' R = —1

)

ce qui montre qu'il y a au moins un rapport négatif :
supposons que ce soit 2. Alors /' et A" sont positifs.
Donc il y a toujours un rapport négatif et deux po-
sitifs.

Dans le cas particulier ol P'origine est en B, & une
valeur négative de /i correspondent des cyclides sans
points doubles réels et inversement. Donc, dans ce
cas particulier, il y a une famille de cyclides sans
points doubles réels et deux autres a points coniques
réels.

29. Systémes récersibles composés de cdnes et de
cylindres. — 1l reste a signaler le cas ot la représenta-
tion sphérique estlaméme pour toutes les surfaces d’une
méme famille et ol le tricdre reste immobile quand
on fait varier I'un des paramétres, v par exemple
Alors, dans la variation de ¢, les plans tangents a

chacune des deux surfaces «— const. el ¢ = const.
restent les ménes, et la ligne correspondante est droite
puisque sa tangente resle invariable. Chacune de ces
deux surfaces est donc développable. De plus c’est un
cone ou un cylindre de révolution puisque les lignes
de courbure de 'autre famille doivent étre circulaires.
Finalement le systéme se compose de deux familles
de cones de révolution orthogonaux de méme sommet
et de sphéres concentriques ayant leur centre au som-
met commun, ou bien de deux familles de cylindres de
révolution orthogonaux autour du méme axe, et de
plans passant par cet axe.
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30. Tous les systémes orthogonauzx composés de
cyclides dérivent par inversion des systémes réver-
sibles. — Observons d’abord que si I'on transforme
par inversion un systéme réversible on obtiendra bien
un systéme orthogonal composé de cyclides qui, en gé-
néral, ne sera plus réversible. Je dis qu'on peut obte-
nir par ce moyen tous les systémes orthogonaux com-
posés de cyclides.

Soit en effet un pareil systéme. On a déja vu au
n° 18 que tout point conique d’une cyclide étant un
cercle de rayon nul est aussi un point conique d’une
cyclide d’une autre famille, et qu’il appartient, en qua-
lit¢ de point ordinaire, a toutes les cyclides de la
troisiéme famille. Ces remarques, et les conclusions
qu’on en tire que toutes les cyclides d’'une méme
famille passent par une méme courbe et que les trois
courbes ainsi obtenues sont focales 'une de 'autre,
s’appliquent aussi bien aux systémes non réversibles.

Si 'on considére les deux cyclides qui se coupent
orthogonalement le long d’un cercle voisin du point
conique, les cones qui leur sont circonscrits le long
de ce cercle seront aussi orthogonaux. Ils sont de révo-
lution autour de l'axe de leur cercle d’intersection.
Donc, a la limite, les c6nes des tangentes au point co-
nique dans les deux cyclides seront des cones de révo-
lution supplémentaires, ayant par conséquent le méme
axe.

Soit S, (fig. 9) le point conique commun a deux
cyclides (Cy) et (Cj3) des deux derniéres familles; S le
deuxiéme point conique de la cyclide de la deuxiéme
famille et 87 celui de la cyclide de la troisieme famille.
Nous supposons les droites S,S; et S;S| différentes.
Soit aussi S; X ’axe commun aux deux cOnes des tan-
gentes. Tragons les deux cercles SS) et S, S} tangents
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4 $,X. Chacun d'eux fait le méme angle avec tous les
cercles de la cyclide correspondante passant par S,
et S ou par S, et S}. Nous les appellerons les cercles
ariauw.

Par chaque cercle de (C.) passant par S, et S| passe
une cyclide (C,) de la premiére famille qui coupe (C;)
suivant un cercle passant par S, et 87 et orthogonal au
précédent. Or, les deux cones des tangentes, de som-
met commun S, étant supplémentaires, deux géné-
ratrices perpendiculaires de ces deux cbnes sont dans
un méme plan avec I'axe commun S;X. Soit (w,) un
cercle de (C,) passant par 8, et S. Le plan passant
par S, X et la tangente en S; 4 (w,) coupe le cone des
tangentes de (C;) suivant deux génératrices dont une
seule est perpendiculaire a la tangente a (w,). Au
cercle (w,) correspond donc, sur la cyclide (Cs), un
cercle unique (w,) passant par S, et S' et tangent a
cetle génératrice, et il y a une cyclide (C,) passant par
(w,) et (wy).

Les deux cercles axiaux, étant langents enlre eux,
sont situés sur une méme sphére (2) qui peut du reste
se réduire & un plan, et dontle plan tangent en S,
passe par S,X. Cette sphére, passant par les deux
points coniques de chacune des deux cyclides (Cy)
et(G,), les coupe chacune suivant deux cercles (n°13) :
(wh), (wy); (wy), (wy) qui sont orthogonaux deux a
deux, puisque le plan tangent a (X) passe par S,X.
Par exemple, (w)) est orthogonal a (w}) et (w},) & (w}).
De plus, toujours ‘parce que le plan tangent a la
sphére (X) passe par S, X, cette sphére est orthogo-
nale en S, a chacun des deux cénes des tangentes, et
par suite orthogonale a chacune des deux cyclides (C,)
et (C3) tout le long des cercles (w'). Il en résulte que
la sphére (Z) est doublement circonscrite a chacune
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des deux cyclides (C)) et (C)) qui passent, I'une par (w})
et (w}) et 'autre par (o)) et (w}). Mais une cyclide ne
peut étre circonscrite 4 une méme sphére le long de
deux cercles de courbure de familles différentes, sans
se réduire a la sphére elle-méme. Donc les deux cy-
clides (C)) et (C) se réduisent a la spheére (Z).

Ainsi, chacune des trois familles de cyclides com-
prend une sphére. Ces trois sphéres sont orthogonales
et chacune d’elles est orthogonale a toutes les cyclides
de chacune des deux familles & laquelle elle n’appar-
tient pas. Les lignes focales, lieux des points coniques,
sont situés sur chacune de ces sphéres.

Prenons alors pour podle d’inversion I'un des points
communs aux trois sphéres. Celles-ci vont se transfor-
mer en trois plans reclangulaires, dont chacun est
orthogonal & deux familles de cyclides. Ce seront donc
des plans de symétrie. Les axes des cyclides devant leur
éire perpendiculaires seront paralléles aux arétes du
triédre trirectangle formé par ces trois plans. Donge, la
représentation sphérique du systéme sera celle du
systéme réversible, et le systéme lui-méme sera réver-
sible, car, pour qu’un systéme soit réversible, il suffit
que sa représenlation sphérique le soit el que toutes
les lignes de courbure soient des cercles (n° 5).

Il convient de remarquer que si les trois sphéres
ont leurs points communs imaginaires, I'inversion et
le systéme réversible seront aussi imaginaires.

31. Cas particuliers. — Sapposons maintenant que
les trois points S, 8, S/ soient en ligne droite et que
I’axe commun des deux cOnes des tangentes de som-
met S, soit la droite S, X différente de S,, S, S|. Le
cone des tangentes en S, est symétrique par rapport
au plan de symétrie contenant I'axe radical S'S/. Donc
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son axe OX est dans ce plan-la. Donc le plan (P}
conlenant les deux droites S, 8 S et S, X est un plan
de symétrie commun aux deux cyclides (G,) et (Cj), et
les deux cercles axiaux sont dans ce plan-1a qui rem-
place la sphére du numéro précédent. La conclusion
n’est pas changée.

Admettons enfin que P'axe S;X coincide avec la
droite §; 8 §', et que cette particularité se présente
pour deux cyclides (uelconques des deux derniéres
familles, afin qu’on ne puisse pas refaire le raisonne-
ment précédent en choisissant deux autres cyclides.

On voit alors immédiatement que les deux cercles
axiaux sont remplacés par la droite ;S| S'. Les cercles
infiniment petits situés dans le voisinage de S, ont
leurs plans parali¢les, ce qui rejette a I'infini un des
axes radicaux de la cyclide. Donc, toutes les cyclides
des deux derniéres familles sont de révolution, et il
faut que ce soit autour du méme axe, puisqu’elles se
coupent snivanl des parall¢les. La troisiéme famille se
compose des plans méridiens.

Si I'on fait une inversion quelconque, les plans méri-
diens deviennent des sphéres passant par un cercle fixe
et formant par conséquent un faisceau. Les paralléles
devicnnent les cercles orthogonaux aux sphéres du
faisceau. lls passent donc tous par les deux spheres de
rayon nul du faisceau, et toutes les cyclides des deux
dernitres familles ont deux points coniques communs.
Il en était donc de méme des cyclides primitives. Alors
une inversion avec i’'un de ces points coniques comme
pole donnera deux familles de cones de révolution
orthogonaux et les sphéres concentriques, ce qui est
bien encore un systéme réversible.

32. Systémes orthogonaux admettant une famille
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de sphéres et deux familles de cyclides. — Si V'on
fait I'inversion en partant d’un systémne réversible gé-
néral, on trouvera un systéme orthogonal composé de
trois familles de cyclides avec trois courbes focales
situées sur trois sphéres dont une, deux, ou les trois
peuvent se réduire a des plans. Les seuls cas particu-
liers & considérer sont ceux ot une ou deux familles se
réduisent a des sphéres ou & des plans. Au lieu de les
faire dériver par inversion d’un systéme réversible, il
est préférable de les étudier directement. D’abord,
toutes les sphéres d'une méme famille forment un fais-
ceau, puisque chacune d’elles est orthogonale a une
infinité de spheéres dont chacune est circonscrite &
I'une des cyclides des deux autres familles. Ensuite
tout cercle de courbure d’une cyclide quelconque doit
étre orthogonal & toutes les sphéres du faisceau et
par conséquent passer par les deux sommets de ce
faisceau, d’ou il suit que Loutes les cyclides admettent
pour plan de symétrie le plan radical du faisceau des
sphéres. Enfin, les cyclides doivent couper ce plan
radical suivant un réseau orthogonal. On peut alors
construire le systéme orthogonal comme il suit :

Tragons dans un plan (P) un réseau orthogonal com-
posé soit de cercles, soit de droites, et prenons deux
points A et B réels on imaginaires symétriques par rap-
port au plan P. Une cyclide quelconque de I'une des
deux premiéres familles sera le lieu des cercles passant
par A et B et s’appuyant sur une des lignes du réseau.
La troisi¢me famille est le faisceau des sphéres compre-
nant les points A et B comme sphéres de rayon nul. Il
convient de remarquer que les cyclides des deux pre-
miéres familles coupent le plan (P) suivant un deuxiéme
réseau qui est l'inverse du premier par rapport au
pied H de la droite AB sur le plan P avec un module
égal & — HA:,
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Si le réseau se compose de deux faisceaux de cercles,
et qu'on prenne pour pble d’inversion 'un des som-
mels de ce [aisceau, on le transformera en un réseau
composé de cercles concentriques avec leurs rayons, et
nousaurons une lamille de cyclides du troisi¢me ordre.
Si le réseau est formé de droites rectangulaires, toules
les cyclides seront du Lroisiéme ordre et 'on retrouvera
le systéme réversible particulier, déja signalé au n° 27.

Nous n’avons pas jusqu’ici distingué les inversions
réelles ou imaginaires.

Si les points A et B sont réels on pourra prendre
P'un d’eux pour péle d’'inversion, et le systeme sera
transformé en un sysiéme réel formé de cones de révo-
lution orthogonaux de méme sommet et de sphéres con-
centriques.

Si les points A et B sont confondus au point H,
chaque cyclide est le lieu d’une famille de cercles tan-
genls en H & Ja droite perpendiculaire au plan (P) et
Pinversion donne un systéme de cylindres de révolution
orthogonaux ayant leurs génératrices paralléles, avec
les plans perpendiculaires & ces génératrices.

Si enfin les points A et B sonl imaginaires, toutes les
sphéres du faisceau coupent le plan (P) suivant un
méme cercle. En prenant pour péle un point de ce
cercle, on transforme le systéme en un autre compre-
nant deux familles de cyclides de révolution autour du
méme axe (tores ou cOnes) avec leurs plans méridiens.

33. Systémes comprenant deux familles de
sphéres. — On obtiendra un pareil systéme si 'axe
radical d’un des faisceaux de cercles orthogonaux passe
par le point H et si la puissance de ce point H par rap-
port aux cercles du faisceau est égale & — HA:2. Ce sys-
téme résulte en général de I'inversion du systéme com-
posé 1° des cones de méme sommet S, de révolution
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autour du méme axe ; 2° des plans passant par cet axe;
3° des spheéres de centre 8. Mais I'inversion contraire
n’est réelle que si les points A et Bsontréels. S’ils sont
imaginaires, le systéme se transforme en un systéme
de révolution défini en faisant tourner le réseau de deux
faisceaux de cercles orthogonaux autour de ’axe d’un
de ces faisceaux. L’un des faisceaux de eercles donne
des sphéres, 'autre des tores, et le systéme est com-
plété par les plans méridiens.

Si enfin les points A et B se confondent le systéme
inverse comprend des cylindres de révolution de méme
axe, leurs plans méridiens, et les plans de leurs sec-
tions droites.

34. L'axe du céne des tangentes en un point
conique d’une cyclide faisant partie d’un systéme
triplement orthogonalest tangent & la courbe focale
qui passe en ce point. — Je terminerai ce travail par

Fig. g.

quelques remarques relatives aux systémes orthogo-
naux composés de cyclides.
Soit S, (fig.9et10)un pointconique commun 4 deux
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cyclides (C,) et (C3) de la deuxieme et de la troisiéme
familles, (R,) Paxe radical de (C,) passant par S, sur
lequel se trouve un autre point conique S}, (T;) l'axe
radical de (C4) passant en S, sur lequel se trouve un
autre point conique S). Les cercles axiaux des deux
cyclides passent respectivement par S, et S, et par S,

Fig. 10.

5, 5, 55

et S’ et sont langents 4 une méme droite S, X qui est
I'axe commun des deux cOnes de révolution tangents a
chacune des deux cyclides au point Sy. La sphére qut
les conticnt fait partie de la premiére famille; elle est
tangente a S; X et contient la focale par ol passent
toutes les cyclides de cette premiére famille dont cha-
cune coupe (C;) et (C;) respectivement suivant deux
cercles orthogonaux passant l'un par S, et S, 'autre
par S, et S].

Le plan tangent en S, a l'une de ces cyclides (Cy)
doit étre normal a chacun des deux cones de sommet S,
respectivement tangents aux deux cyclides (C,) et (Cs).
Donc, il passe par leur axe commun S,X. Donc, la
droite S, X est tangente & toutes les cyclides (C,) et
par suite a la focale par o elles passent toutes.
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35. Lieux des axes radicauz; enveloppe des plans
de symétrie des cyclides d’une méme famille. — Le
plan (P) perpendiculaire 4 S, X en S, contient le cercle
derayon nul S, commun aux deux cyclides (C,) et (Cs).
Donc il contient aussi le second axe radical (T,) de la
cyclide (C;) (fig. 9 et 10); mais celui-ci est encore
dans le plan perpendiculaire a S, S| en son milieu et
ce plan-la passe comme le plan (P) par le centre v du
cercle axial de la cyclide (C,). Donc (T,) est perpen-
diculaire au plan §;8{X de ce cercle axial et passe
par son centre w. Pour la méme raison le second axe
radical (R;) de la cyclide (C;) passe par le centre o' du
cercleaxial §,S], etest perpendiculaire a son plan. Done
ces deux axes passent par le centre de la sphére (Uy)
qui contient les deux cercles axiaux et qui est lasphére
appartenant a la premiére famille.

De méme, 'axe radical (R,) passe parle centre de la
sphére (U,) appartenant a la troisiéme famille. Sur cet
axe radical se trouvent les deux points coniques S, et S
qui sont tous deux sur la focale (F,), laquelle est située
sur la sphére (U,). Cette focale est une courbe du qua-
tritme ordre puisque c’est 'intersection d'une sphére
ct d'une cyclide. Les droites (R;) passant toutes par le
centre de la sphére (U;) engendrent un céne dont
chaque génératrice coupe la focale en deux points.
Donc ce cone est du second ordre et la focale (F,) est
I'intersection de la sphére (U) et du cone.

Cette méme focale est aussi linlersection de la
sphére (U,) et du cone engendré par (T;), lequel a son
sommel au centre de la sphére (U,). Il en résulte que
ces deux cones ont leurs plans de symétrie paralléles
et méme qu'ils ont leurs quatre génératrices isotropes
respectivement paralléles.

Le plan de symétrie de la cyclide (G,) qui passe
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par (R.) contient I'axe du c6ne des tangentes S, X, mais
S, X est tangente a la focale (F,) qui est sur le edne
engendré par (R,). Donc le plan de symétrie dont nous
parlons est tangent au cOne engendré par (R,).

Pour la méme raison, le plan de symétrie de la cy-
clide (C;) passant par (T;) enveloppe le cone décrit
par (T.) lequel a son sommet au centre de la sphére
(Uy). De plus, ce plan de symétrie est perpendiculaire
a (R;). Donc le cone qu'il enveloppe est le cone sup-
plémentaire du céne (R,) ayant son sommet au centre
de la sphére (U,). Les deux cones (R;) et (T,) sont
donc supplémentaires et ont par conséquent leurs plans
de symétrie paralleles. Finalement :

Les lieux des axes radicaux des cyclides se com-
posent de six cénes du second ordre, deux pour cha-
cune des trois familles. Ces cénes ont deux & deux
le méme sommet qui est le centre d'une des trois
sphéres du systéme. Les deux cdnes qui corres-
pondent a une méme famille de cyclides sont sup-
pléementaires. Ces siz cones ont leurs plans de symé-
trie paralléles. Enfin les plans de symétrie des
cyclides sont les plans tangents a ces six cdnes, cha-
cun le long de la génératrice correspondante.

36. Les directrices des focales. — Tout point G
d’une des trois focales (F,) est un foyer de chacune
des deux autres, c’est-a-dire que la sphére de rayon
pul G est bitangente a chacune des focales (F,) et (F3).
Jappelle directrice de (F,) correspondant au loyer G,
la droite qui joint les points de contact de cette sphére
avec (Fa).

Considérons le point S, (fig. 9) comme foyer de la
focale (F.) située sur la sphére (U,) et comprenant les
points coniques S, et S, de (C;) situés sur 'axe radi-
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cal (Rs), et cherchons la directrice correspondant a ce
foyer.

L.a sphére de rayon nul S, touche la cyclide (Cj)
suivant un cercle de rayon 'nul dont le plan est perpen-
diculaire a S;X. La sphére (U,) coupe ce cercle en
deux points qui sont les points de contact cherchés. Or
le cercle de rayon nul S, appartient a la famille des
cercles de courbure de (C;) qui admettent pour axe
radical (R;). [l passe donc par les deux points coniquesS,
et S; (fig. 9, ou I'en a représenté schématiquement les
éléments imaginaires) situés sur cet axe. Ces points
étant sur la sphére (U,) sont les points de contact
cherchés, et la directrice est la droite (R;). On verra
de méme qu’au second point conique S| de (Cj) situé
sur (T;) correspond le méme axe radical (R;). Donc :

A chacun des points coniques d’une méme cyclide
sttués sur un méme axe radical correspond, sur la
focale qui comprend les deux autres points coniques
de cette méme cyclide, une méme directrice quin’est
autreque ledeuxiéme axeradicaldelamémecyclide.

Remarquons que le cercle de rayon nul S, se com-
pose des deux droites isotropes S;S,, 5,5 qui sont
perpendiculaires 4 S;X. De méme I'axe S, X, du cone
tangent a la cyclide (C;) au point S, est aussi perpen-
diculaire 2 §,S,. Enfin, la droite isotrope est perpen-
diculaire a elle-méme. Donc les trois droites S,X,,
S, X, et §; S, sont dans un méme plan, ce qui prouve
que les axes des deux cones se rencontrent. En consi-
dérant les deux autres points coniques de la cyclide
(Cs), on en déduit sans peine que les quatre azes des
cénes de révolution tangents & une cyclide aux
quatre points coniques, passent par un méme point
de Uintersection des deux plans de symétrie.
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37. Le groupe de six cyclides. — Toules les cy-
clides du systéme orthogonal se répartissent en groupes
de six, de telle sorte que deux cyclides quelconques
d’un méme groupe ont un point conique commun,

Considérons toujours le point conique S, commun
aux deux cyclides (C,) et (C;). La cyclide (Cs) admet
deux autres points coniques Sy et S§ situés sur son axe
radical (T',). De méme la cyclide (C;) admet sur son
second axe radical (R,) deux points coniques S, et S).
Le cercle de rayon nul S; commun aux deux cvclides
(Ca) et (Cy) doit passer par les 4 points coniques S, S,
S, et S'; mais il se compose de deux droites isotropes
passant par S,. Il faut donc que ces qualre points
soient deux a deux alignés sur S,. Par exemple, I'une
des droites isotropes est S, 5,5, et I'autre S, 5, S].

Considérons maintenant la cyclide (G;) qui a un
point conique en S, commun avec (C,). Elle admettra
sur son aulre axe radical deux autres points coniques
oy ct o, et 'on démontrera comme précédemment que
I'un de ces points, 5, par exemple, estsurla droite iso-
trope S, 8;. Mais S, est sur la focale (F,), S, sur la fo-
sale (F,), Sy sar (Fy) et o, sur (Fy); o et S, sont donc
tous deux sur la sphére (U,). Or la droite isotrope
5,S; ne rencontre la sphére (U,) qu'en un seul point
& distance finie, lequel est S,. Donc o, se confond avec
S., etlacyclide (C,) qui a déja un point conique com-
mun avec (C,) en a un autre commun avec (C;). En
général, si deux cyclides de familles différentes ont
un point conique commun, toute cyclide de la
troisicme famille qui a un point conique commun
avec lune des deux en a aussi un commun avec
lautre.

Ou encore : S¢ deux cyclides de familles diffé-
rentes ont chacune un point conique commun avec
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une cyclide de la troisiéme famille, elles ont un
point conigque commun.

Avant d’aller plus loin, remarquons que deux cy-
clides de la méme famille ne peuvent pas avoir un point
conique commun appartenant 2 la méme famille de
lignes de courbure. En effet, les axes radicaux des deux
cyclides ayant en commun le point S, devraient passer
par le centre d’'une méme sphére. Donc ils coincide-
raient. Mais cet axe radical ne rencontre qu’en deux
points la sphére U, sur lequel se trouvent les points
coniques d'indice 1. Donc les deux cyclides auraient
non pas un, mais deux points coniques communs sur le
méme axe radical. Alors, a cause de l'orthogonalité
avec les cyclides des deux autres familles, les cones des
tangentes en chacun de ces points coniques seraient
identiques, et les deux cyclides coincideraient.

Il y a deux cyclides de la premiére famille (C,) et (C))
qui ont un point conique commun avec (C,), par
exemple (C,) a le point conique commun S; et (C}) le
point S. Celles-la oot aussi chacune un point conique
commun avec (Cy) savoir : (C,)a S, et (C)) a S;. Con-
sidérons maintenant les deux cyclides (G,) et (C;) qui
ont en commun le point conique S;. Il y a une
deuxiéme cyclide (C}) qui a un point conique commun
S’ avec (C,) et, puisque (C,) en a un commun avec (C,),
(C,)en a un aussi commun avec (Cs;), lequel, étant
situé sur la focale (F,), ne peut-étre que S, ou S ; mais
ce ne peut étre S, puisqu’alors les cyclides (C,) et (C})
auralent un point conique commun,

De méme considérons les deux cvclides (C)) et (Cs) -
qui ont en commun le point conique S,. Il 'y a une
deuxiéme cyclide (Cj) qui a le point conique S com-
mun avec (C;) et, puisque (C,) a un point conique
commun avec (G,), (C)) en a un commun avec (C,),
lequel ne peut étre que S|.
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On peut alors dresser le Tableau suivant dans lequel
nous supprimons les parenthéses pour abréger, etou le
symbole — veut dire : « ont un point conigue commun
qui esL ».

CyCs—> 81, CaCy—S1, ChCi—SY, CyCh—S),
C3Cy— Sy, C3C—8,, CG3Ci—8,, C;C, — S},
CICZ—}S",‘ C/1C2—¥S’3, C,C/‘_,——> ’5, Cq C2—>S3.

On voit que les cyclides (C}) et (C}) ont chacune un
point conique commun avec (G,). Donc, elles ont entre
elles un point conique commun que nous désignerons
par S}, ce qui permet d’ajonter an Tableau précédent :

C, Gy — ST,
C, Cy — Sh,
C, Gy S,

Considérons enfin la cychide (C}) qui a en commun
avec la cyclide (Gy) le point conique S;. Il y a une
deuxitme cychide (C}) qui a avec (C]) un autre point
conique commun S, ; puisque (C)) ena un commun avee
(Cy), (C)) en a un aussi commun avee (Cg). Ce ne peut
étre que Sy ou 8. Ce ne peut étre S, parce qu’alors (C))
coinciderait avec (G,) et cette cyclide (C,) aurait
avec (Gy) les denx points coniques communs S et S,.
Donc c’est le point 8, et C), coincide avec (C)).

Ondémontrerait de méme que toute cyclide, ayant un
point conique commun avec 'une des trois cyclides (C')
et différant des cyclides (C), comncide avec une aulre
des cyclides ().

Le groupe est alors constitué par les six cyclides
(G (G, (Gy), (C), (Cy), (C)), et I'on peu complé-

ter comme 1l suit les Tableaux précédents :

C,Cy— S}, CyCy—S,, C,C,—S",
C3C"l__>s/27 Cl& ,l“'> ,2”» C/sclj—*swzl‘

€\ Cy—> Sy, CyCy—8,, C,Ch—>S!

3
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ce qui montre bien que les six cyclides forment un
groupe se partageant en huit sous-groupes de trois
cyclides. Les trois points S appartenant 4 un méme
sous-groupe sont sur une méme droite isotrope.

38. Les douze axes radicaux et les trois quadrila-
téres plans. — Les six cyclides du groupe admettent
douze axes radicaux.

Tous ces axes radicaux doivent passer par I'un ou
I'autre des centres des trois sphéres (U,), (U.,), (Us). Bien
que les droites isotropes soient imaginaires, représen-
tons-les schématiquement sur la figure 10. Si I'on con-
sidére les points coniques d’'indice 1 communs & deux
cyclides d’indices 2 et 3, tels que S,, S/, S', S|, on verra
que les quatre axes radicaux S, S/, 87 S appartenantaux
cyclides (C,) et (C)) et S8, S ST appartenant aux cy-
clides (Cs) et (C}) sont dans un méme plan. Les quatre
points S,, S}, S\, S} sont ainsi les quatre sommets
d’un quadrilatére plan inscrit dans la focale (F,), et
dont les cOtés opposés vont se couper aux centres des
sphéres (U.) el (Uy). Il y a ainsi trois de ces quadrila-
téres. Par chacun des sommets de chacun d’eux passent
deux droitles isotropes dont chacune passe par deux
sommels des autres quadrilatéres, ce qui constitue les
huit droites isotropes contenant les douze points
coniques.

Par le centre de la sphére U, passent 4 axes radi-
caux dont deux appartiennent i une famille et deux a
une autre. En combinant ceux qui n’appartiennent pas
4 une méme famille, on trouve quatre plans-contenant
chacun deux droites isotropes. 1l y a ainsi douze plans
dont chacun contient deux droites isotropes.

La tangente a la focale qui contient le point §, en ce
point est, comme on I’a va au n° 35, perpendiculaire a
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¢hacune des deux droites isotropes qui passenten S,.
Comme une droite isotrope est perpendiculaire A elle-
méme, on en conclut que les tangentes aux focales en
trois points en ligne droite S, S;, S; sont dans un
méme plan.

Chacune des trois focales est une ligne double de la
surface réglée, lieu des droiles isotropes S,, Sy, S;,
car, en chaque point S, d’une de ees focales, la surface
réglée admet deux plans tangents qui sont déterminés
par la tangente & la focale et chacune des génératrices
isotropes. On peut alors déterminer l'ordre de cette
surface réglée par le raisonnement suivant :

L’intersection de la surface avec le plan de I'infini se
véduit au cercle de 'infini ; mais comme 'ordre de la
surface dépasse nécessairement deux, ce cercle est une
ligne multiple. Le degré cherché est donc pair. Suppo-
sons qu’il soit égal & 2n. Le cercle de V'infini est une
ligne de inultiplicité n. La surface doit couper la
sphére U, suivant une courbe d’ordre 4n. Or 'inter-
seclion se compose : 1° de la focale, ligne double de la
surface véglée qui doit comptler dans le calcul du degré
pour 8 unités puisqu’elle est de quatriéme degré; 2° du
cercle de l'infini qui doit compler pour 2n unités
puisqu’il est du second degré et est une ligne de mul-
tiplicité n. On a donc I’équation

8+4+2n=4n,

d’ou2n =28. La surface réglée, lieu des droites iso-
tropes, est du huitiéme ordre.

Si le systéme est réversible, les trois sphéres sont
remplacées par Llrois plans rectangulaires que nous
prendrons pour plans de coordonnées. A cause de la
symétrie du systéme, les trois quadrilatéres des points
coniques deviennent trois rectangles situés dans ces
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plans coordonnés, ayant leur centre i l'origine et
leurs cOtés paralléles aux axes de coordonnées. Le
groupe des six cyclides se compose de Lrois cyclides
el des cyclides symétriques de celles-la, chacane par
rapport au plan de coordonnées qui n’est pas pour elle
un plan de symétrie. Les six tores qui ont servi de
point de départ a la construction du systéme réversible
forment un de ces groupes.



