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SUR QUELQUES SERIES NUMERIQUES;

Par M. CamiLLe DENQUIN.

I. La formule connue
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qui équivaut, ainsi qu’on le reconnait immédiatement,
a la formule

(2) A=§-=l+—'—+—+—l—+...,

s’établit d’habitude, soit en comparant les développe-
ments de sinz en série et en produit infini, soit en
développant la fonction z? en série de Fourier.

Je me suis proposé d’établir directement la for-
mule (2) en la rattachant ala formule de Leibniz,

(3) L
4

w
Crl =
AN

par une élévation au carré. Comme Ja série (3) n’est
pas absolument convergente, la régle ordinaire de
multiplication des séries n’est pas applicable, et il faut
des précautions spéciales pour melttre les calculs a
I’abri de toute objection.

La méthode que jai employée conduit a la som-
mation d’une série numérique double intéressante : la
formule (11) qu’on trouvera plus loin parait nouvelle.

1I. Nous établirons d’abord une formule de som-
mation pour Ja série

) Co= 2 N 2 - 2
VoM T TGe ) T 3ag+3) T h(agxs) T
T i (2 4-1)(2q +2n+1)
n=20

Cette série, ou ¢ désigne un entier positif arbitraire, est
évidemment convergente.
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Ecrivons suceessivement

2g 1
1(2g+1) 1 a2g+1’
2q 1 1
5(2q +3) 3 T ag+3
2q 1 1
(29 —1)(hg —1)  29—1  Gg—1’
2q 1 1

(g+0(hg+1)  2g+1  hg+1’

2q _ i 1

En ajoutant loutes ces égalités, et en Lenant comple
des termes (ui se détruisent, on trouve

1

e o .
29 —1

En doublant, et réunissant dans le second membre
les termes équidistants des extrémes, il vient

_ 4 29 29 . 29
77 1ag—1) " 3(2aqg—3) T (2¢—3)3 " (2g—1)1

2q(C

et finalement

r=qg-—1

- 1
) Cr= 2 (r+1)(2g —ar—i)

1If. Dans la suite du raisonnement, nous intro-
duirons la série double ayant pour terme général

2 2
(n+1)(an+4m-+3) (2n+1)(2n+ jm-+5)

4

TGrrn)(2n+4m+3)(2n+4dm—+5)’

(6) Umn =
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m et n prenant séparément les valeurs o, 1,2,.... En
vertu d'un théoréme général ('), cette série a termes

. . —-—I
positifs est convergente, car i, , est de la formef( m, )

Jfétant un polynome de degré supérieur & 2.
Nous poserons

m=aw® n=wo

(7) D= 2 2 Wione

m=0 n=0

Les termes w,, , peuvent étre écrits dans un ordre quel-
conque, sans que la somme D soit modifiée.

1V. 1l estfacile d’établir une relation entre la série D
et les séries G, considérées plus haut (4).

On a, en effet, en donnant & ¢ successivement les
valeurs am -1 et 2 4 3.

n=oumx
~ 2

b )
dad (210 1) (20— fm +3)
n=>~0

Comay =

n="a
Comea= 2 3
42m 2 — ('zn+l)(2n+.im+5)’
n=0

d’ou, en retranchant ces séries terme a terme,

n=ow

Camat1— Camse = E Um.n-

n=0

Donnons & m successivement les valeurs o, 1, 2, ... et
ajoutons; il vient, en profitant de ce que les termes de
la série D peuvent étre écrits dans un ordre arbi-
traire

m=ow

(8) 2 (sz+| — Cam+2) = D.

m=0

(') Voir, par exemple, JorpAN, Traité d’Analyse, t. 1, p. 304.



(131)
V. Cela posé, considérons un nombre fini de
termes de la série de Leibniz, et écrivons

1 1 I 1 1
Bp=l—-§+':——-

f) "__4p——(+4p+1'

Elevons au carré, en écrivant d’abord les carrés des
termes du second membre, puis les doubles preduits
négatifs, puis les doubles produits positifs. Il vient

1

I
B,=1+4 -+ — 4+, 4+
! 9 25 (4p+1)

2
—2(2n+1)(2n+4m+3)

2
+2(2n+1)(2n+4m+5)'

Dans les deux 2, m et n sont des entiers posilifs ou
nuls. Dans le premier X, an + 4m + 3 est au plus
égal a 4p + 1. Dansle second 2, 2n+ 4m +5 est au
plus égal a 4p + 1.

Il est clair qu’a tout terme du second X correspond
un terme du premier, pour lequel m et n ont respecti-
vement les mémes valeurs. En réunissant deux a deux
les termes correspondants, il ne restera dans le pre-
mier I que les termes pour lesquels 27 + 4m + 3 est
égal & 4 p + 1. On écrira donc

1

Bl b,
P9 T (hp )2

2 )
—2 [(2n+1)(2n+4m+3)~(2n+ I)(zn—|—4m+5)]
2 <1_,_1.,_ +__‘___>.
fp+1\3 7 T 4p—1

Rappelons que, dans le = de la seconde ligne, n et m
sont lels que

on-+4m-—+55S4p 1.
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Faisons maintenaat croitre p indéfiniment; Ja, pre-
miére ligne da second membre tend vers la somme

La seconde ligne tend vers — D, somme changée de
signe de la série double introduite au n° III. Quant au
terme complémentaire

2 I 1 1

(et ),

ipr1\3 7 ip—1
il tend vers zéro; en eflet, la somme entre parenthéses
e¢st moindre que la somme des 4p — 1 premiers lermes
de la série harmonique, somme asymptolique, comme

on sait, a L(4p —1). Donc, etc.
k19
Enfin B, tend vers B = T On a donc

7(2
(9) B=Z =A—D.

VI. Nous obtiendrons une autre relation en écri-
vanl B, d’une maniére différente, a savoir en groupant
les produits de fractions dont les dénominateurs ont la
méme somme. On trouve ainsi

Bi=P + Q,
en posant

il

1 1
1(4p —1) "'*w—m]
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et

1 1
R -~+(4p+.>,J

1 e | ]
[3¢4p+1) T (4p+1)3

] I
T lGp—0lip+1) up+r><4p—x)]
1
T Oprnt

On voit tout d’abord que les termes de la somme
alternée égale a P sont, d’apres la formule (5), égaux en
valeur absolue aux sommes successives C,, Ca, ..., Cop.
On a donc

P = ((j‘——(]2)—f-.. .—l-‘(CQI; 1— C!p)v

Si I'on fait croitre p indéfiniment, le second membre
de cetie égalité tend vers D, ainsi qu’on I'a vu [ for-
mule (8)].

En second lieu, Q se présente sous la forme d’une’
somme alternée dont les termes décroissent visiblement
en valeur absolue. On a donc

1 i

ST n T T G

La somme qui figure dans le dernier membre des
inégalités précédentes peut s’écrire

1 ( 1
Ty l)([—i— 3 e 4P+I>'
Elle tend donc vers zéro, quand p augmente indéfi-
niment. Il en est par suite de méme de Q.

On a donc, en résumé,

a
~»

(10) Br=

=D,

=]

1
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ce qui, rapproché de la formule (g), donne

o el =a=" corp
—+..=A=% corDp

VII. Il résulte, comme on le voit, de I’égalité (10) et
de la définition de D que I’on a

i 3Y l =,
hed (20 +1)(2n 4+ 4m+3)(2n+-4m+5) 64
0 0

Cette formule peut étre généralisée de la facon sui-
vante : posons

O 2
k= E : ; =
! (r=+=2n)(3+2n+4my)(5+2n—+ 4my)
[)

"’——20‘22[(14—211)(3—|—2ﬂ+4ml) ]

X(542n—+4my - 4ma) (5 2n—+ fmuy —+ fmy)

et ainsi de suite.

D L. .
E, n’est autre que 5 el le mode de génération des

sommes double, triple, etc., est suffisamment indi-
qué, E, étant une somme multiple d’ordre p +1
(variables n, m,, ma, ..., mp).

Cela posé, en se servant du développement de cosz
en produit infini, 1l est facile de vérifier que I’'on a

4,___17t2E_l<7r>3 I — I 7\ p+1
"—2!<4 T3\ o "’"W(Z )

Il serait intéressant de démontrer directement la
formule de récurrence

- [ -
Ep,= FE TE

Par ailleurs, on pourrait, comme autre généralisation
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de la formule (11), chercher des formules de sommation

pour les séries doubles ayant comme terme général

u = ’
m,n (am—.—bn—t—c)(a'm—n—()'n-rC')(a"m~b”n—1—c')

a, b, ..., c" érant des constantes a priori quelconques.



