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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1910)-

MATHEMATIQUES SPECIALES (1)

SoLutioN paR M. TURRIERE.

Etant données deux quadriques P et Q, considérons
une droite D dont les conjuguées D" et D” par rapport
aux deux quadriques sont complanes: une telle droite
D est 'intersection des plans polaires d'un méme point
par rapport aux deux quadriques, c’est-a-dire de deux
plans qui se correspondent homographiquement: les
droites D constituent donc un complexe de Reye.
Lorsque le point de I'espace est sommet dua tétraédre
conjugué commun des deux quadriques, ces plans sont
confondus; par suite, toute droite de I'une quelconque
des quatre faces du tétraédre appartient au complexe,
qui, dés lors, est un complexe tétraédral attaché au
tétraédre conjugué commun des deux quadriques.

Dans le cas actuel de deux paraboloides ayant méme
axe Oz et méme sommet O, les plans polaires de tout
point M de l'axe sont confondus suivant un plan qui

(') Voir 'énoncé page 4oa2 des Nouvelles Annales de 1910,
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est normal a 'axe au point symétrique de M par rap-
port au point O. Toute droite orthogonale a I'axe
appartient donc au complexe. On voit de méme que
toute droite rencontrant I’axe appartient au complexe.
Le complexe tétraédral dégénére donc en deux com-
plexes linéaires spéciaux attachés respectivement a
UVaze Os et ala droite a Uinfini des plans perpendi-
culaires a Oz.

C’est ce cas de dégénérescence du complexe Létraé-
dral qui faisait 'objet da probléme proposé, probléme
dont je vais donner une solution analytique.

J’établirai tout d’abord une proposition fondamen-
tale. Etant donné un paraboloide équilatére IT, rapporté
a des axes reclangulaires,

rr—yt—2az =0,

et une droite D de coordonnées pliickériennes p,, p.,
P3, Pay Psy Po, les Lrois premiéres étant les coordonnées
de direction, les coordonnées pliickériennes de la
droite A, conjuguée de D par rapport au paraboloide II,
sont :

- — — Ps
Wy = P2, Wy = P1, W3 = o

Wy, = Ps, Wy = Puy W = aps.

Faisons tourner, autour de Oz ct d’un angle a, le para-
boloide II, en laissant fixe la droite D; I'équation du
paraboloide P ainsi obtenu s’'établit en remplagant res-
pectivemenl z, ¥, 5 par

Z cosa+ ysina, —xsinx -+ ycosx, 3;
d’ou I'équation du paraboloide P:

(x2—y?)cos2a + 22y sin2a —2az = o]
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les coordonnées pliickériennes de la droite conjuguée
D’ de D par rapport & ce paraboloide P, sont :

Py =—pP1Sin2a + P, cos2a = W, COS(—2a)+ Bs Sin (— 22).

Phy= P1€0522% 4 Py Sin2a =— w; sin(—2a)+ w5y cOS(—24),
[ Ps —

Ps= T =

PL=—pisinaa + pscosan = @, cos(—22)+ B sin(—24),

Ps= Pp.cosad—+ pssinaa =— 1, sin(-—22)-+ w; cos(—2a),

!
Pe= aps= .

De ces expressions il résulte que, lorsque le parabo-
loide Il tourne d’un angle o autour de son axe Oz,
la conjuguée d’une droite fixe D tourne de l'angle
double.

De cette remarque découlent immédiatement les
deux premiéres parties du probléme proposé. Deux
paraboloides hyperboliques équilatéres égaux, P et Q,
ayant méme axe Oz et méme sommet O, peuvent étre
considérés comme dérivant du paraboloide I d’équa-

tion
zr*—y?—2as = o,

par rotations respectives a et — o autour de 'axe O z;
dans ces conditions, les droiles conjuguées D' et D”
d’une droite D s’obtiennent par rotations 20 et — 22

de la conjuguée A par rapport au paraboloide II.

I. Pour que D' et D" soient complanes, il faut donc
que A rencontre Oz ou bien lut soit orthogonale, et,
par suite, que D soit orthogonale a O35 ou complane
avec Os.

La vérification analytique nc présente aucune diffi-
culté; les coordonnées plickériennes de D' et D” sont,
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d’apreés ce qui précéde:

Py =— pysinaz + p, cos2a, P'1=psin2a + pscosaa,
Pa= Pp1€0s2a-+ pysinax, P's = p1€0S2x — py sin2a,
12 pG U PG
= — =
P a Ps3 a
P =—psin2a + p;cosaa,  p’,=p, sin2a + pscosaa,

’

Ps= p,cos2a -+ psgsin2a,  p'i=p,cos2a — pgsinaq,
’ . — .
Ps= aps; Ps = aps;

I'expression

P1Pi+ PP+ PP+ pip+pyps+ Py pls
se réduit a

i pspssin?ox;

pour que D' et D" soient complanes, il faut donc: ou
bien que p soitnul (complexe des droites orthogonales
4 Oz), ou bien que p; soit nul (complexe des droites
rencontrant Oz).

Puisque D’ et D" s’obtiennent par rotations — 2 « et
2o d’'une méme droite A autour de Oz, ces droites 1)’
et D" sont a la mémedistance de Oz el lonLavec Oz le
mémeangle; leurs projections sur un plan perpendicu-
laire & cet axe font I’angle 42 indépendant de la droite D.

Cqaes e Kok k .

II. Je désignerar par pi, p3, ..., pg les coordon-
nées plickériennes de la droite Dy. J'a1 précédemment
trouvé :

pP}=—pl sinaa+ plcosaa, p}=—plsinaa—+ plcosaa,
p3= plcosax+ plsinaxa, pit= plcosaz—+plsinaa,
1
1= LPs 2 apl:
ps= = Ps= apsy;

on en déduit
Pi-+ipi = (pi—+ip})erx,

et une formule analogue pour p, et p;.
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Pour passer de la droite D, & la droite D, il suffit,
dans les formules précédentes, de changer p; en pg,
Pi en pj et 2 en — a. On obtient ainsi

Pi+ipi=(pl+ip})etie,
et une formule analogue pour p, et ps; on a ensuite

3 — pt
’ Ps = Ps-

=

ri=

Ces formules expriment que la droite D; s’obtient en
faisant tourner D, d’un angle 4« dans un sens déter-
miné. Dy s’obtient par rotation de D; de 4 « dans le
méme sens, et ainsi de suite. Les droites D, Dj,
Dy, ..., Dapyy, ... sont donc génératrices d'un méme
hyperboloide de révolution autour de Oz et elles se
déduisent les unes des autres par une rotation déter-
minée.

Pour obtenir la distribution de Dy, Dy, Dg, ..., Dy,
il suffit de remplacer Dy, D3, Dy, ... par Dy, Dy, Do, ...,
et o par — a. Les droites Dy, sont ainsi génératrices
d’un second hyperboloide de révolution autour de Oz
et elles se déduisent les unes des autres par une ro-
tation déterminée, égale & la précédente mais en
sens inverse.

Une particularité intéressante se présente lorsque o
est commensurable avec IT : dans ce cas, en effet, il ya
un nombre fini de droites Dy, et un méme nombre de
droites D, p. Pour chacun des hyperboloides, les traces
des droites Dy sur tout paralléle sont les sommels d'un
polygone régulier, convexe ou étoilé.

Il en est ainsi pour une droite quelconque de ’espace,
choisie pour droite initiale D,. Mais si 'on suppose
que D, est une droite D satisfaisant a la premiére par-
tie du probléme, les deux hyperboloides de révolution
dégénérent I'un en un céne de révolution, 'autre en un
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plan qui rencontre orthogonalement Oz au point symé-
trique, par rapport 4 O, du sommet du cone. L’une des
séries de droites est constituée de génératrices du
cobne; lautre série est constituée de tangentes a un
cercle d'axe Ozs.

III. Pour que la question a traiter ait un sens, il faut
dés maintenant exclure les droites D orthogonales &
I'axe Oz et ne considérer que celles qui rencontrent cet
axe.

Soit M le point de rencontre de D', D" et soient

x = rcosH, ¥y = rsin0, z

les coordonnées de ce point. La droite D est P'inter-
section des plans polaires de M par rapporl aux parabo-
loides, ou encore des plans d’équations

(X —Yy)cosaz—a(Z +3z)=o,
Xy+Yz=o:

nous prendrons pour coefficients directeurs de la

droite D
. r
p1= cosf, pa2= —sinb, ps = — cos2a;
le point M,, ou D rencontre Oz, a pour cote 3,,
By =—23.
Soit ¢ I'angle de Oz et de D. On a, au signe pres,

r
cotp == 2 cos2;

de la condition imposée a D de faire un angle con-
stant avec Os il résulte donc que M reste sur un
cylindre de révolution d’aze Oz et de rayon

coto
cos2a

r=a

.
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Considérons les surfaces (), (S”) engendrées respec-
tivement par D’ et D”, lorsqu’on impose la condition
supplémentaire que ces surfaces font un angle con-

stant en tout point de rencontre des deux droites D’
et D".On a:

Pr=— sin(8 +22), pr=—rsin(§ —2a),
pa= cos(d+24), py= cos(b—2a),
pls= o, [)I; = 0;

définissant alors le plan tangent a (S'), au point M, par
la droite D' et par la tangente a la courbe liea de M,
on obtient, pour coefficients directeurs de la normale a
(') en M, les expressions suivantes:

dz . dz .
COS(G+21)Z[6’ sin(0 + 2a) 557 T sineag

et, par conséquent, les coefficients directeurs de la
normale 4 (5”) au méme point M sont:

cos(ﬁ——za)g—:, sin(O—za)%, -+ rsin2a.

L’angle des deux surfaces au point M est donc défini
par la relation

dz\? .
(d_0> cosja — r2sin22%

r 5
<%§) - r2sin?2a

cosV =

; ; dz .
V étant suppose constant, —p Sera constant et par suile

z et § seront liés par une relation linéaire.

Le lieu de M est donc une hélice circulaire.

Le lieu del) est un hélicoide, engendré parle dépla-
cement hélicoidal d’une droite rencontrant 'axe Oz.

Cherchons la condition demandée, moyennant
laquelle I'hélice sera une courbe tracée sur cet héhi-
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coide. Les équations de ’hélice sont de la forme
x = rcos9, ¥y = rsinf, 3= k8 + z¢;

quant a celles de I'hélicoide lieu de D, elles sont de la
forme
z =psinpcosy, y=psingsing,
z=gcosp+k{— 3,

les deux paramétres variables étant g et b: la droite D
rencontre, en effel, I'axe Oz au point M, de cote

sy=—3z3=—k0 — 3,
et ses coefficients directeurs sont
p1= cosf, p2=—sin0, p3= coto.

On obtient ainsiune relation (N étant un nombre entier
quelconque)
cot?o

23, a
cos2a

=kn X N,

entre 3, ¢, et k.

Les surfaces lieux de D’ et D" sont deux surfaces qui
se déduisent par rotations 24 et — 2a de la surface
lieu de A. Celle-ci est la polaire réciproque de ’héli-
coide engendré par D par rapport au paraboloide II.
Cette surface engendrée par (A) est une surface a plan

. \ o . d
directeur, dont le paramétre de distribution 2% est con-

stant; elle est engendrée par le mouvement hélicoidal
de A, qui reste tangente & un cylindre de révolu-
tion autour de Oz. Un reconnait la un héliceide de
M. Painlevé particulier: cette surface a é1é étudiée par
M. A. Buhl, dans des Mémoires écrits spécialement
pour les candidats a I’Agrégation et publiés dans les
Nouvelles Annales ('); M. Buhl a consacré le para-

(') A. Buni, Sur les surfaces dont les lignes asy mptotiques se
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graphe 6 de son second Mémoire a la surface consi-
dérée et moniré que ces asymplotiques sont situées sur
des hyperboloides de révolution.

Les lignes de courbure de cette surface sont déter-
minables sans quadrature. En se reportant, en effet,
a la page 212 des Nouvelles Annales de 1910, il
résulte de ce que le contour apparent sur Ozy est un
cercle et de ce que le paramétre de distribution est
constant, que l'on peut poser, a et b étant des con-
stantes,

¥y =a, ¥y = bl;/,
® = acosy + bysing;

d’ott I'on déduit [p. 197, formules (6)]

D:O, D’::-‘

"
’ D" = a cosy;
cos g i

et, par suite, ’équation des images sphériques des lignes
de courbure (p. 21) est

a a? 4
= — *+ — .
2¢ b?—f b’+cosﬁ<pd(‘°’

pour intégrer, il suffit de prendre tango comme
variable.

déterminent par quadratures (octobre 1908, aout rgog, sep-
tembre 1g10).



