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[I7a]
SUR UNE QUESTION PROPOSEE PAR M. FONTENE:
Par M. E. CAHEN.

De la propriété énoncée par M. Fontené (4°série,
t. IX, p. 384) et résolue par M. Bricard (4°série, t. X,
p- 475), on peut déduire deux conséquences intéres-
santes. Je suppose b =1 de sorte que le théoréme
prend la forme suivante : p étant un nombre premier
et a un entier non =1 (mod p), le nombre

aP-l4aP—2+4. . +a-+1

a tous ses diviseurs premiers et, par suite, tous ses
diviseurs =1 (mod p).

I. Le polynome xP~'4-zP 24 . .4 2x—+41 est
irréductible.
Car soit

P14 Ptz +1=f(7) §(x),

S et g étant deux polynomes entiers a coefficients
entiers. Donnons a z loutes les valeurs incongrues
(modp) possibles, sauf la valeur 1, soient o, 2, 3, ...,
p — 1. Pour chacune de ces p — 1 valeurs f (z), qui est
un diviseur de P~ 4+ xP 24 ..+ x -1, prend une
valeur =1 (modp). Donc la congruence

S(z)=1(modp)

a p — 1 racines incongrues. Donc ou bien elle est
identique, ou bien son degré ne peul étre inférieur
~ap—1.0Or,sielle est identique, comme son premier



(7r)
coefficient est manifestement égal a 1, c’est que f(x)
se réduit a 1. Si elle est de degré p —1, c’est g(x)
qui se réduit a 1. Donc..., etc.

. Il y a une infinité de nombres premiers =
(mod p).

Ce n’est qu’'un cas particulier du théoréme de
Dirichlet, mais la démonstration suivante est intéres-
sante par sa simplicité.

D’abord 1l existe au moins un tel nombre, car il
suffit de donnera z une valeur non congrue a 1 (mod p),
par exemple o, et de calculer un facteur premier du
nombre obtenu 27 — 1, pour en avoir un.

Soient alors a, 3, ..., A des nombres premiers =1
(modp), je vais en calculer un autre. Il suffit pour
cela de former le nombre

(af...0)p=t —(aB ... A)P=2 . —af . A+

C’estla valeur que prend xP~!' - 2P~ 24 ... 42+ 1,
lorsque z =— a3 ... & Or cette valeur de x est = —1
(modp). Donc tout facteur premier de ce nombre est

=1(modp)

-

et d’ailleurs ce ne peut étre ni o, ni 3, ..., ni A.
Donc..., etc.

Le théoréme en question se généralise en rempla-
¢ant p par un nombre non premier n et

PN kP24 . 4+ +1

par le polynome qui donne les racines primilives
de 27!, Cette démonstration du théoréme de Dirichlet
ou des démonstrations du méme genre sont connues
depuis longtemps. Voir, par exemple, Encyclopédie
des Sciences mathématiques (édition frangaise, 1. 1,
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p- 285) et E. Lanoau, Handbuch der Lehre der Ver-
teilung der Primzahlen, t. 1, p. 436 et:suiv. =



