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[C2a]
SUR L'INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES );
Par M. G. FONTENE.

I. — RECHERCHE DIRECTE DE LA PARTIE ALGEBRIQUE.

a. — Généralités.

. (o) . . . ., .

1. Sout I’«((z; une {raction rationnelle irréductible,
sans partie entiére. Pour élablir que la partie algé-

. . Sf(x) . ey,
brique de l'intégrale fF(—x) dx peul s'obtenir indé-
pendamment de la connaissance des racines de 'équa-
tion F(z)=o0, ce qui est d’ailleurs an fait bien
connu, on peut raisonner comme il sait :

Soit

F(z)= X+Y3ZT,

chacan des polynomes X, Y, Z, T n’ayant que des
racines simples.

On veut avoir

Vi _ % /‘ ®
fstzﬂ'r = vry +, ) vz 4

le degré du polynome ¢ étant inférieur d’une unité au
degré du polynome X? Y27 et I'on sait que cela n’est

ossible que d'une facon. [l existe donc un polynome »
p q S Yy 2)

(1) Je signale comme résultat essentiel de ce Mémoire la détermi-
. . . I K
nation eflective de la partie algébrique de l’lntegrale/‘r2 dz, ou X
est un polynome du 4° degré; voir les formules (C) et (C').
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et un seul, de degré inférieur au degré du poly-
nome X? Y37, satisfaisant a D'identité algébrigue
qu’on déduit de I'égalité précédente par dérivation; la
détermination de ce polynome se fait donc par un
calcul du premier degré, et le fait annoncé est ainsi

établi.

2. L’identité en question est

f_ 3X'YZoY'XZ+ZXY ¢ ©
XYIZIT XiYo 72 LIS E T AMD S YA W

ou

S+ XYL+ 2YXZ + Z'XY)T ¢ — XYZT ¢’ = X3 Y2 Z .

Cette identité exprime, en ce qui concerne le poly-
nome ¢, que le premier membre est divisible par
X3Y2%Z; il se trouve naturellement que le polynome o
dépend, d’aprés son degré, de paramétres en nombre
égal a celui des conditions auxquelles il faut satisfaire,
et le mécanisme de la division montre que ces condi-
tions sont du premier degré par rapport aux para-
métres en question ; mais, dans cet ordre d’idées, il
faudrait faire voir que le probléme n’est ni impossible,
ni indéterminé.

3. L'identité ci-dessus renferme les seuls poly-

nomes
X3Y2Z, (X3Y2Z):X2Y, XYZT, T;

si donc on voulait 'employer a la détermination du
polynome o, en partant du polynome F (z), on n’au-
rait & faire qu’une partie du calcul relatif i la recherche
des polynomes X, Y, Z, T, & savoir ce qui concerne
la recherche du polynome T; cela résulte du Tableau
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suivant :

() X+ Y3Z2T, X3YZ, XY,
(b) XYZT, XYZ.
(¢) T.

4. Sil'on asimplement
F(z)=X?Y,
I’identité ci-dessus se réduit a
F+XYo—XYo'=Xuw;
le polynome X doit alors diviser le polynome
f+XYo.
Si Pon veut fairve le calcul par cette méthode, on
mettra le polynome fsous la forme
f=—XYo+Xy,

et 'on doit observer & ce propos que les deux poly-
nomes X'Y et X sont premiers entre eux; on aura,

d’ailleuars,
w=—Y (p'—f— 44

[Bien entenda, si l'on écrit, pour faire un calcul
inverse,

fsz f < 9d.z'+f—-dx

on a A faire une intégration par parlies, correspondant

a la dérivation du produit <.a><% dans le calcul tel

qu'il a é1é fait précédemment, et 'on obtient

X{de__ f~Y0+¢dx]
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Si I'on suppose f = 1, c’est-a-dire si 'on considére
3 I .
I'intégrale fmdx, on devra avour

1=—X'Yo+X¢;

les degrés des polynomes X et Y étant m et n, le poly-
nome ¢ devra étre de degré m — 1; le polynome ¢
sera alors du degré m +n— 2, et le degré du poly-
nome » sera également m+ n—2, au lien de
m-—n—ui.

b. — Applications.

3. Appliquons cette méthode a I'intégrale
ppiiq 8

1
f Xz 4

X n’ayant que des racines simples. On doit déterminer
les polynomes » el .4, de degrés m —1 et m — 2,

1 "

d’aprés I'identité
I == X"{a -+ Xl!J.

Sil'on prend d’abord

X =ax?+ 202 + c,
X'=o2(az+0b),
on a l'identité

20=—X'(azx+b)+ X.2a;
on a, par suite,

2Ap =ax + b, 2AY = 2a,
et, comme w est ici — o'+ 1,

20w = e
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On a donc

A ar 4+ b a
(A) afﬁdx=—r+fidx.

6. Soit maintenant
X =ax’+3bx*+3czx+d,
d’olt
X'=3(az?®+2bx +¢).
Pour satisfaire a I'identité
1=—X"0o+ X¢,
J'emploierai une méthode que j’ai indiquée ailleurs. Le

résultant des polynomes X et X', ou le discriminant
de X, est, d’aprés Sylvester, le quotient par @ de 'ex-

pression
a 3b 3¢ d
o a 30 3c
Ai=|a 20 c 0

o a 26 ¢

S ° © /o

o o a b

Si 'on remplace chaque élément de la derniére
colonne par Ja somme des produits obtenus en multi-
pliant les éléments corespondants des colonnes succes-
sives par z*, %, z*, x, 1, 0n a

a 3b 3¢ d rX
o a b 3¢ X
a 26 ¢ o %z'?X'
Al——_; ’
o a 2b ¢ %zX'
b X'
o o a 2 3

les polynomes de la derni¢re colonne étant les poly-



( 534)

nomes de Sylvester; on a, par suite,

a 3b 3¢ d o
o a 3b 3¢ o
3Mip=—|@a 2b ¢ o x|,
o a 206 ¢ x
o o a 2b 1
a 3b 3¢ d =z
o a 3b 3c 1
My=|a 20 ¢ o o],
o a 26 ¢ o
o o a 2b o
et, comme w est ici —9’—}—&{),
a 3b 3¢ d 3.x
o a 3b 3¢ 3.
3Miw=|a 2b ¢ o 2
o a 92b ¢ 1
o o a 2b o

.

Le discriminant A est A, : @ ; les trois déterminants
ci-dessus sont également divisibles par @. On a ainsi,

aprés avoir retranché, dans chaque

déterminant, la

premiére ligne de la troisiéme, et la seconde de la qua-

triéme, - s 4
a c
—b —2¢ —d o
A= o —b —oa2c —d|
o a 20 c
a 3b 3c o
—b —92¢ —d x?
e =— —b —ac x|
o a 2b t
a 3b 3¢ 3.1
3 Awe —b —2¢ —d —=x
—b —2¢ —2.1
o a 2b )
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On a alors
A
_ —2a(ac— ) 2+ (a2 d — 7abc + 6 b3%) x + (abd + 3b2c — fac?)
- X
_*_2/’—a(ac——b2)a‘+§(a2d——.;abc+363)d2‘.

7. Pour un polynome du 4¢ degré
X=azx*+ 4023+ 6cx?+ fdx + e,

il convient de conduire le calcul comme il suit. Nous

poserons
U=az-—+b,

. —b U
ce qu1 donne, en remplacant z par — + —,
* a a
a’X = U+ 6y U2+ 43U +¢,
sans terme en U3, avec

v=a.c— b2,
o =a?d—3ab.c + 253,
e=ad.e—4a2b.d + Gab2c - 3b%;

les quatre quantités @, v, 8, ¢ forment un systéme
complet de semi-invariants pour le polynome X (voir
une Note précédente, 1911, p. 337). Toutefois, nous
n’emploierons pas ¢, mais bien les invariants

S =ae — 4bd + 3¢2,
T = ace + 2bed — ad*— eb? — 3,

qui contiennent e ; les cinq quantités
a, v, 8 S, T,

dont nous nous servirons, sont alors liées par la-
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relation
az(4S—aT) = 43+ ¢2,

qui résulte de I'élimination de € entre les égalités

a?tS=¢c+3y2, a3T =ye —cr— 3,

fournies par la considération du polynome en U;
dans les calculs, on remplacera 82 par I'expression

02=a2(yS —aT)— 4.
Nous écrirons
@3X = Ub+ 64 U2+ 48U + (a2S — 3+2);

on a encore
a2X; = U3+ 3vU + 3§,

Ia dérivée de X par rapport & z étant 4 X,,.
Le discriminant du polynome X est

A= S3—97T2.

En désignant par H le hessien, le coefficient de z*
dans le covariant bien connu 2S.H —3T.X est la
quantité 4 =2¢yS — 3 aT, que nous rencontrerons par
la suite. .

Cela posé, en supposant pour le moment a=1,

A ) A :
5ff\ﬁd”=‘f(Us+6~;L'2+...)ﬁdL’

et A est aussi le discriminant du polynome U* + . ..

on a
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Or, on aurait, avec z et a, b, ¢, d, e,

a 40 6c id o

o
o a 40 6¢ id
—b —3¢c —3d —e o
4A'3=— N
' o —b —3¢ —3d —e a2
0 —b —3¢ —3d =
0 a 30 3e I
7 40 6¢ 4d o .z
o a ib bc 4d g1
—b —3¢c —3d —e 0 — 2
jAw =
0 —b —3¢ —3d —e —ao.z
0 o -b —3¢ —4d —3.1
o 0 a 30 3c 0o

En remplacantz et a, b, ¢, d,e par Uet 1, 0, v, g,
S — 3%, on obtient

—3¢ 21y2—S  12y8 U3

fho=— —3y —3¢ 3y2—S U2
' 0 —3y —33 U Y|
1 o 3y 1
—3¢8 2y2—S8 g2y = UZ-aay
fhwe= —3v =33 3v2—S —2.U
o — 3 — 37 — 3.1
I o 3y o

Sil'on développe ces déterminants en tenant compte
de 'expression de 82 donnée ci-dessus, et si I'on réta-
blit @, en rendant la formule homogéne en a, b, ¢,
d, e,ona

A
(©) 4 [dw

30U3—38S U2+ (28— 63ayT + 30¢28) U +98(yS —3aT)
arX
+3/‘0U?— 28SU -—:—(a’Sz—~27a-(T—e—6~(2S)d$.

aX
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Sil’on remplace U par azx + b, les quotients par a?
et a des nuniéraleurs des deux fonctions sont

3a(2yS —3aT)x*—3[(atd — gabc + 8b3)S +9abT)z?
- [(a2e —10abd + 33ac?—24b2¢)S —g(7ac — 462)T | x
~+ [(abe + gacd +- 6bc2—1662d)S — 9(3ad — 2bc) T],

el

a(2vS —3aT)r*—2[(a2d —5abc + 4b3)S +3abT|x
+ [(ate — 6abd + gac? — 4b2¢)S — 3(9ac—862)T].

8. On aurait pu procéder d’'une maniére analogue
pour le cas du 3° degré. Les semi-invariants sont
Yy = ac— 0?2,
8 =a*d —3ab -+ 253,
etl'on a
atX = U3+ 34U+ 3,
a X;=U2+ 1y,
la dérivée de X par rapport a z étant 3 X,. Le discri-
minant est

A= a’d?+ jac3— Gabed + 4 63d— 3b2c?;
le polynome en U donne

A = 02+ 413
On trouve

(B) 3 %dx:—ZYUL‘:;U_MA+‘Afﬁk{§+8dx.

c¢. — Transformation des formules.

9. Relativement a la formule (B), si I'on divise le
polynome — 2y U2+ .., par le polynome

2(—y U+ 8),
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on a

29(— 2902+, ) =2(— YU +8) (2yU 4+ 8) — 2424
=2ZL.aY —2a?),

en posant
Z=—+yyU=3,
aY =2yU+ 3.
On a ainsi
' Z.Y—2aA
B) 3 fgrae= 220000 [2an,

27 élant le coefficient de U dans a Y.
Pour A = o, cela donne

.Y Z

)-‘{X+ de_o

on doit donc avoir dans cette hypothése
kX = Y2Z,

car cela donnera le résultat exact

T I
——-2_{.\{ —|—fwdz‘=o,

2y étant le coefficient de 2 dans Y.
Et en effet, si, en dehors de I'hypothése A = o, on

effectue les opérations qui concernent la recherche du
plus grand commun diviseur entre le polynome X et sa
dérivée débarrassée du facteur 3, soit X,, on obtient
comme reste du premier degré le polynome Y. Le
polynome Z est, 4 un facteur constant prés, le quo-
tient entier de la division du polynome X par Y2, et
I'on a
413X =—Y2Z + A(3¢yU +98).

L’hypothése A = o donne bien kX = Y?Z.
Observons que, si I'on ordonune Y par rapport a z,
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on a
Y =2(ac—b?)x + (ad — be);

c'est la dérivée du hessien, comme on devait s’y
attendre.

10. Pour un polynome du 4° degré, si 'on divise le
polynome 3 U3 —38SU2 + ... delaformule (CC) par
le polynome 3 (4U2 — 23SU+ ...),ona

0(30U3—33SU?—4...) = 3(HU2— 23SU 4...) (0U -+ 8S)
+ara(2yU —33)
=3al.aY -+ a?A(2yU — 338),
en posant

al =0U2—26SU + (a282—27ayT + 6428S),
aY =0U+¢S.

On a ainsi

(c) Jf}%dz'z 3L.Y+A(2-,'U——3o)+ %—?dx.

6X

lei encore, pour A =o0, on doit avoir AX =Y?7Z;
mais les choses ne sont plus tout a fait aussi simples que
dans le cas précédent. Si, en dehors de 'hypothése
A=o0, on eftectue les opérations qui concernent la
recherche du plus grand commun diviseur eotre le
polynome X et sa dérivée X, débarrassée du fac-
teur 4, on obtient bien comme reste du 1°° degré le
polynome Y. Mais Z est cette fois, 3 un facteur cons-
tant preés, le quotient entier de la division de X par
Y.+ v, et voici comment on peut le reconnaitre.

Si Pon commence la division du polynome X par Y2,
en se bornant aux termesen U? et en U dans le quo-
tient, on a

02a2X = a2 Y?(0U2— 28SU)+ 0 (602 y + 38252) U2+ AU + pu,
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Il faut observer ici que I'expression

(602 +331S?) — atyA
est divisible par 8, car elle devient

602y + a2S2(2yS —3aT)—3v(4y282— 9a2T2),
ou
602 4+ 0[a2S2—3+v(2yS -+ 3aT)],
ou
0(a?S2—27ayT + 6428);

on a donc, en désignant par k la quantité qui mulu-
plie 6,

03a3X = «2Y2(8U2— 288U) + (024 + 0a2yA)U2+. ..
=a?(Y24+y2)(0U2— 288U+ k) + MU + 1/,
ou
BX =(Y2+vyA)Z +2"U "

On trouve dailleurs que le reste X" U + p” est
A[46T.U + (a2ST — 2ayS2—24y2T)],

de sorte que hypothése A=o0 donne bien AX=Y?2Z,
Si Pon ordonne Y par rapporta z, ona

Y= (2yS—3aT)x + [(ad — bc)S —3bT]
=S[2(ac —b2)x + (ad —bc)| —3T(ax + b);

j'ai fait observer ailleurs que ce polynome est le
quotient par 24 de la dérivée troisiéme du covariant

2 S.H—-3T.X.

d. — Euxtension d’un résultat.

11. Dans le cas d’un polynome du 3° degré, si I'on
suppose a=1, b= o, de sorte que U se confond avec x,
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on a, en remplacant ¢ et d par p et ¢,
) plag parp etq

Y=p S=q, A=gq*+4p}
X=z+3pxr+q,
Y=opx-+gq,
Z=—px+q,

A _ —2pxi+qx—4p? —px +q
30/‘)-(—2dx_ -+ 2 X dzx.

X

Pour un polynome du 4¢ degré, I'expression de a® X
au moyen de U conduit & considérer le cas particulier
v =o0. On a alors

S = ac + 3c¢?
T = 2bcd — ad?— ¢3,
6 =atd — b3,
0=—3aT,
atX = U+ 48U + a8,
aY=—3aT.U~+ 3¢S,
al =—3aT.U2—238.U + a?82,

et, a cause de Y = o, Zest le quotient entier de la divi-
sion du polynome 63 X par Y2; le polynome 36U3 —. . .
de la formule (C) se réduit a

—9aT.U3—38S.U2+ a282.U —27adT.

Si 'on suppose, en outre, a=1, b=o0, de sorle
que U se confond avec 2, on a, en remplacant d et e
par p et q,

¢ =0, 8=p, S=gq, T=—p? b =3p2

?
X =at+4pz+gq,
Y=p3px—+gq),

Z=3px2— apqx+ q?,

A L _9P2—3pq @+ g2 + 27 p?

4fx=dx_ X

I 22
+3f°“ )-{9”9’,1.@.
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12. On peut étendre ces derniers résultats. Si l'on
remarque que le polynome Z relatif au cas ot X est du
3¢ degré peut étre défini par la relation

31X — AU + Y2Z,

on est mis sur la voie du résultat suivant que je me
borne a indiquer :
Soit le polynome

X=gmH 4+ (m+1)pz+q;

sil’on effectue les opérations qui concernent larecherche
du plus grand commun diviseur entre ce polynome
et sa dérivée, on a immédiatement le reste du premier
’ p
degré
Y=mpr+gq,
et le discriminant
) A = qlll+ (__ l)'" mmPnH—l ;
la relation
qu — Agm+1 4 Y2 Z’
ou
(— ])m+l ,nmpm+lz-m+l -+ (,n -+ l)pqu + qm-H

=(mpx+ q)?1

définit alors un polynome Z entier en X.
Cela posé, on a la formule

YZ — A Z
(m—!—-l)f%_;dx: ——P—X——*—mfx-dz.

Jindiquerai la loi de formation du polynome Z en
donnant sa valeur pour m 41 =7;o0na alors

=—6+psas+2.63pigat—3.62p3q* 2’
+ 4.6 prg3at—5.pgtT + g°, )

le dernier terme ayant une loi de formation spéciale.

Z—A
Quant au polynome L}T—’ sa valeur est, dans le
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méme cas,

Y_Z__.—'A — 65 P55+ 64 phg s — 63p3qrat

+ 62p2q223 — 6pgt a4 g + (— 1)7 6% ps.

Pour comparer le résultat actuel a ceux déja obtenus
(m=2, m=3), on doit observer que les discrimi-
nants des formules (A), (B), (C) sont ici

ac— b= g — p?,
8- 43) lat= g2+ §pi,
S3— a7 T2= q3— 28 pt,

de sorte qu’ils sont identiques a ceux que définit la for-
mule ci-dessus (').

II. — RECHERCHE DIRECTE DE LA PARTIE TRANSCENDANTE.

13. En supposant que la fraction rationnelle a
d’abord ¢té mise sous la forme d’une somme de frac-

tions de la forme 7 S —>— on a i considérer I'intégrale

S
f\m-&-l d.l‘,

le polynome X n’ayant que des racines simples. Nous
chercherons cette fois directement la partie transcen-
dante de cette intégrale.

14. Voyons d’abord a quelles conditions cetle inté-
grale est purement algébrique ; le nombre de ces con-
ditions est égal au degré du polynome X.

(1) Les discriminants des formules (A), (B), (C) sont, au point
de vue du signe, ceux qui se trouvent définis dans une Note précé-
dente (1911, p. 348), et qui contiennent respectivement les termes
ac, a*d?, ate’,
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On veat avoir, par exemple,

S/ e
Xde: _X—3.

On en déduit, par quatre dérivations successives,
S +3X o —X¢'=o,
S +3X" ¢ +2X ¢'— X ¢ =o,
f”+3xlll?+5x” !?,—Q’—X,:?”—"X?"/EO’
S +3X0 4+ 8X" o'+ 6X" 0" —X 0¥ =0,

le coefficient d’un terme qui n’est ni le premier, ni le
second, ni le dernier dans la ligne ou il se trouve, étant
la somme du coefficient du terme placé au-dessus de
lui et du coefficient du terme placé a gauche de celui-la.
Les coefficients des avant-derniers termes sont succes-
sivement 3, 2, 1, o, de sorte que la dérivée ©", tout
aussi bien que la dérivée o, ne figure dans les
identités ci-dessus que multipliée par le facteur X.
Eliminons alors les trois polynomes o, ©’, o” entre ces
quatre identités ; nous avons Uidentité
f o 3X —X o
f3X" aX —X
(f" —Xo0") 3X” 53X X'
(J"—Xfv) 3Xiv 8X” 6X"

de laquelle il résulte que le polynome
f 3X" o o
S o3X" 22X o
f” 3 x”’ 5 Xl/ xl
fm 3Xv 8X" 6 X"

doit étre divisible par X.

On a ainsi des conditions en nombre égal au nombre
des conditions requises. Nous désignerons par P ce
polynome.

Ann. de Mathémat., o série, t. XI. (Décembre 1g11.) 33
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Dans le cas général, la premiére ligne du détermi-

nantl est
f, mX, o, o, ..., o0;

dans la derniére colonne, il y a d’abord m — 1 zéros,

(m+1)m X"
2

terme esl, en effet, m -+ (m — 1)+ ... +1.

Pour m =1, le polynome

;X

SX

doit étre divisible par X ; ce résaltat simple est indiqué

dans les Lecons d’Algébre et d’ Analyse du regretté

J. Tannery (t. I, p. 193, Exercice 68), et c’est en par-
tant de 13 que j’ai été conduit a ce qui précéde.

[Onpeut méme se rendre compte du résultat obtenu

en observant que toute valeur de z qui annule X
satisfait aux quatre relations

puis X/, puis ; le coefficient de ce dernier

S +3X'¢=o0,
S +3X"o+2X'¢' = o,

D I I I

avec @, @', ¢’ seulement ; le déterminant ci-dessus est
donc nul pour les valeurs de # qui annulent X, il est

divisible par X.]

15. Revenant maintenant au cas général, on vewt
avoir, par exemple,

S ode = 2 w

de sorte que I'intégrale

f—wX3
ST
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doit étre algébrique. Le polynome o de degré inférieur
au degré de X, est donc déterminé par la condition
que le polynome P, dans lequel on remplace f par
J — © X3, soit divisible par X ; en négligeant les termes
qui contiennent X en facteur, on a seulement a
remplacer dans le polynome en question f” par
S —31wX"; finalement, le polynome w, de degré
inféricur au degré de X, est déterminé par la con-
dition que le polynome
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soit divisible par X.
Mais c'est la un résultat purement théorique, méme
dans les cas les plus simples.



