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[L'19d, L*10g]
SUR LES CONIQUES ET LES QUADRIQUES HOMOFOCALES;

Pan M. L. QUANTIN DE LA ROERE.

Soientd’unce partun systéme de coniques homofocales
ct d'autre part un cnsemble de droites satisfaisant
toutes a une condition donnée, c’est-a-dire ayant une
enveloppe. Chacune de ces droites est tangente a I'une
des coniques; par son point de contact, menons la
tangente a la conique d’espéce différente passant en ce
point, nous formerons ainsi un deuxiéme ensemble de
droites ayant aussi une enveloppe. Ces deux enveloppes
se déduisent 'une de autre et de la relation qui les lie
découle une remarque intéressante relative 3 un mode
de génération de la développée d’'une conique: cetle
développée est en cffet I'enveloppe des polaires réci-
proques de la conique, prises par rapport a toutes les
coniques qui lui sont homofocales. Réciproquement
une conique est I'enveloppe des polaires réciproques
de sa développée.

Des considérations analogues s’appliquent a un
systéeme de quadriques homofocales en faisant corres-
pondre a un ensemble de plans les normales aux qua-
driques menées par chaque point de contact; on arrive
comme corollaite a la proposition suivante: « La surface
des centres principaux de courbure d’une quadrique
est 'enveloppe des polaires réciproques de cette qua-
drique par rapport aux quadriques qui lui sont homo-
focales. » Mais ici il n’y a pas de réciproque.
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[. — CoNIQUES.
1. Un systéme de coniques homofocales rapporle'eé
a lears axes communs est représenté par I'équation
X2 Y?

) FayN e

A et B élant des constantes et A un paramétre variable.
On suppose que I'axe des X passe par les foyers. $i ¢
désigne la distance du centre a 'un des foyers, on a

(2) A — B =02,

Une droite quelconque représentée par I'équation
(3) uX +~vY =1
est tangente a 'une des coniques A du sysiéme; le
point de contact a pour coordennées
(3 bis) z=u(A—2X), y=vo(B=2)

La tangente a la courbe de I'autre espéce passant en

ce point est la perpendiculaire a la droite (3) en son
point de contact; elle a ainsi pour équation

(4) oX —uY = uvet.
Nous désignerons, pour abréger, les deux tangentes
3 y P ger,

(3) et (4) souslenom de droites ou tangentes corres-
pondantes.

2. Lorsque les coefficients u et v des droites (3 )et(4), .
au lieu d’étre déterminés, sont simplement assujettis a
vérifier une relation

(%) F(u,v)=o,

on anra deux ensembles de droites.
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Le premier ensemble formé par les droites (3) a une
enveloppe dont I’équation s’obtient suivant la régle
fhabituelle en éliminant « et ¢ entre les relations sui-

vantes :
uX+vY=rm,

. oF oF
'(b) Y;;—XT);;_O’
F(u,v)=o.

Les droites (4) ont pour enveloppe la courbe repré-
sentée par I'équation résultant de P'élimination de u
el v enlre

vX —uY = uve?,
u? oF v2 OF
Xow Yo ="

F(u,v)=o.

7)

L’équation tangentielle de I'enveloppe du premier
ensemble (3) est 'équation (3). Pour les droites (4)
T'enveloppe a pour équation tangentielle le résultat de
la substitution dans (5) de et — L auetv;cette

. u?‘l p?ﬁ
€quation est donc

I 1
{8) F(;—;y-w)z(L

3. L’enveloppe des droites (3) a unec polaire réci-
proque par rapport a chacune des coniques (1); I'équa-
tion de cette polaire s’obtient comme on le sait en

vemplacant, dans (5), « et v respectivement par

x
A—2
el By X elle est donc représentée en coordonnées

poncluelles par

@ (x5 -

En faisant varier A dans celte équation, on obtient
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les polaires par rapport a toutes les coniques du systéme
homofocal; on a ainsi une famille de courbes : leur
enveloppe s’obtient en éliminant A entre I'éguation (g)
et sa dérivée par rapport i ce paramétre. Pour simplifier-
I'écriture laissons dans (g) les variables primitives
el ¢ qui sont des fonctions de X définies par les rela-
tions (3 bis), 'enveloppe de ces courbes s’obtiendra
donc en éliminant u, v et X entre les quatre équations =

F(u,v)=o.
oF du  OF ov .
duon T
- % =2 .
R s S G g

Eliminant X entre les deux derniéres, on trouve

0T — Uy = uve?,

on en tire aussi

o _w e
Jx z d ¥y
On voit qu’on retombe sur le groupe d’équdtions ( 7),
dont la courbe obtenue n’est autre que 'enveloppe du
second ensemble de droites. En raison de la réciprocité
des deux ensembles de droites, il est évident qu’en
opérant comme nous venons de le faire en partant de
second ensemble, on arriverait a I'enveloppe du pre-
mier. Donc, en désignant pour abréger sous le nom de
courbes correspondantes les enveloppes des deux
ensembles, on aura la proposition suivante:

Chacune des courbes correspondantes est I’enye-
loppe des polaires réciproques de Uautre. Cy

1l est aisé de voir que les développements qui pré-
cédent s'appliquent, avec de légéres modifications dans
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les formules, & wn systéme de paraholes ayant méme
foyer et méme axe.

4. Considéroms maintenant une cosigue quelconque,
ellipse, hyperbole ou parabele, et d'autre part le sys-
téme des conigues qui lni sont homofocales ; prenons
la conique considérée pour enveloppe du premier
ensemble de droites : chacune de ces derniéres a pour
correspondante la normale & celte conique au point ol
elle lui esttangente; ’enveloppe du deuxiéme ensemble
est donc I'enveloppe des normales de la conique, c’est-
a-dire la développée de cette courbe. En appliquant a
ce cas particulier la proposition précédente, nous avons
le théoréme déja mentionné.

La développée d’une conique est Uenveloppe de ses
polaires réciproques prises par rapport aux coni-
ques qui lui sont homofocales, el réciproquement :

Une conique est Uenveloppe des polaires réci-
proques de sa développée, les polaires étant prises
par rapport aux coniques homofocales a celle qui
est donnée.

En effet, les tangentes de la développée ont pour
droites correspondantes les tangentes de la conique.

Comme application, cherchons la développée de la
conique

elte a pour équation tangentielle
Aut+Bor=1,

la polaire réciproque par rapport a une conique qui lui
est homofocale est représentée par I'équation

- Ax? By*
A=y " B—ap "
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2 étant le paramétre arbitraire. En dérivant par rap-
port & ce paramétre, il vient
Az + By?
(A—21)}  (B—X)

=0,

on a i éhminer X entre ces deux équations ; la seconde
donne

1 2
B —) B3 y3
r——— - b
A—A A%x-z'
d’ou
Azt 1 12 1o2\2 12
- = 33 34,3 3 3
A ‘?‘(:\x—l—By)Azy,
de méme
By? N 12 1 02\2 1 2
ﬁﬁ3?=ﬁ@“ﬁ*mﬁ)wﬂ-

By

Ajoutant membre & membre ces deux égalités, on
arrive facilement a 'équation de la développée sous sa
forme habituelle

FI T T S
A%+ B3ys = o3.

On a immédiatement I'équation tangentielle de cette

courbe en remplacant dans celle de la conique u« et ¢

. I I .
vespeclivement par —— et — —, ce qui donne
P ent pa wer oo q
But+ Avr= gtutp?

[En partant de cette équation et opérant comme nous
venons dec le faire, on retrouve bien, pour ’enveloppe
des polaires réciproques de cette développée, I'équation
de la canique sous la forme poanctuelle, ce qui vérifie
la réciproque do la propositian.

Il. — QuAprIQUES.
. 3. L’équation
X3 Y2
) ypuny Wl -y G oy Wt
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dans laquelle X est un paramétre arbitraire et A, B, C
des constantes, représenle un systéme de quadriques
homofocales. Nous supposons les axes disposés de telle
sorte que A > B> C. En désignanl par o, o, v, les
demi-distances focales des sections pringipales, ona

A —B =92, A—C=y9}, B—C=¢9};
d’ou

gt— ¢t + ol =o.

T

Un plan quelconque

(2) uX + oY +wZ=1

est tangent a I'une des quadriques, X en un pointayant
pour coordonnées :

(3) z=u(A—=1), y=v¢(B—N), Z=w(C—2).

La normale a la quadrigue A en ce point est la per-
pendiculaire au plan (2); on obtient d’ailleurs immé-
diatement ses équations en éliminant X entie les trois
égalités (3), puis en remplacant dans le résultat x, y, =
par les coordonnées courantes X, Y, Z. On trouve
ainsi que celte normale est définie par les équalions

vL —wY ==—vwol,
(4) wX —ul = wugl.
uY —oX =—upop?

Nous dirons que cette normale correspond au plan
(u, v, w) et réciproquement ; dans ce qui suit nous
désignerons sous le nom de normale une droite tan-
gente 4 I'une quelconque des quadriques du systéme.

6. On voit par les équations (4) que les normales
d’un systéme homofocales dépendent de trois para-
mélres u, ¢, w; leur énsemble forme ainsi un complexe.



( 521)

Lorsque ces trois paramétres sont liés par une équation

(5) F(u, v, w)=o,

|

les normales correspondantes ne dépendent plus que
de deux paramétres; elles forment alors une con-
gruence; mais cetle derniére n’est pas en général ce
qu’on nomme habituellement une congruence de nor-
males, car les droiles qui la composent ne sont pas en
général loutes normales & une méme surface.

En appliquant une régle connue, la surface focale
de la convergence s'obtiendra en éliminant u, v, v
entre les équations (4) des normales, la relation sui-
vanle

(6) ut oF v2 oF w2 oF

Xoet"Yow "7 om0

et I'équation (3). Les coordonnées des deux points
focaux situés sur chaque normale sont données par les
dquations (4) et la relation (6).

Les paraméties «, ¢, v des normales sont aussi les
coordonnées des plans tangents correspondants de ces
normales; par suite, I’équation (5) a laquelle doivent
satisfaire ces paramétres est I'équation tangentielle de
Penveloppe de ces plans. Ainsi, établir une relation
enlre les paramétres des normales revient a donner une
surface a laquelle tous les plans correspondants sont
tangents.

7. La polaire réciprogue de la surface (5) par rap-
port a 'une des quadriques du systéme a, comme ow
fe sait, pour équation '

)
~

. _ z Y . 3 \N.. .
() F(A-—);’B—-)(’C—)\)—\o' ot

En faisant varier X, on oblient une famille de sar-
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faces & un seul paramétre; l'égualion de son enveloppe
est le résultat de 'élimination de A entre équation (7)
et sa dérivée par rapport & ce paramétre. En opérant
d’'une maniére analogue 3 celle employée pour les
caniques, on retrouve les formules (4), (6) et (5). Les
opérations a effectuer sont donc les mémes que celles
relatives a la surface de la congruence. Ces decux sur-
faces sont done identiquas, d’ol :

La surface focale d’une congruence de normales
d’ur systéme homofocal est l’envelappe des polaires
récipraques de la surface, enveloppe des plans cor-
respondants de ces normales, ces polaires réeci-
proques étant prises par rapport a toutes les qua-
driques du systéme.

De méme que pour le cas des coniques, ce que nous
venons de dire s’applique, sauf modifications dans les
formules, 4 un systéme de paraboloides homofocaux;
ce qui suit s'applique donc & une quadrique quel-
Conque.

8. Supposons maintenant gu’on prenne, pour I'équa-
tion (5), Péquation tangentielle de I'une des qua-
driques du systéme homefocal, quadrigque qui peut
&ire considérée comme quelconque. Les normales cor-
vespondantes des plans tangents farmeront I'ensemble
des normales de celte quadrique (on a ainsi dans ce cas
ane véritable congruence de normales); la surface
focale deviendra la surface des centres principaux de
courbure. Donc :

La surface des centres principaux de courbure
d’une quadrigue est Uenveloppe des polaires réci-
proques de cette quadrique prises par rapport a
toutes celles qui lui sont homofocales.

C’est la' proposition énancée au début. Ce théoréme
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est analogue & celui relatif anx coniques, mais it n’a pas
de réciproque.

On déduit immédiatement da théoréme qui précéde
I’équation tangentielle, bien connue dailleurs, de la
surface des centres d’une quadrique:

Soit la quadrique

X2 Y: 72

ATETCEN

qui a pour équation tangentielle
Awr+Bet+ Cuwl=1.

Sa polaire réciproque par rapport a4 une quadrique
homofocale est représentée par 'équation

Az? By? Cz?
(A—nf T (B—2r T{C—xy

=1,

qui, exprimée en coordonnées tangentielles, devient

(A_A-)\)zu’-r—(B;)\)!o?—f- (Czl)’wh—.-.x.

Développant cette équation par rapport au para-
métre A, il vient :
2 2 2
(%— -+ EB— -+ %—)).H- 2(u+ 02 4 w?)\

+Aut+Bovt+ Cw2—i1=o0.

L’enveloppe des courbes représentées par cette équa-
tion s’obtient, comme on le sait, en exprimant que cette
équation du second degré en A a ses deux racines
égales. L'équation de la surface des centres est donc

at 2 w?
—t

(u’+v3+w*)’=(Au*+Bv’+Cw’—1)(—}‘- Bt

C’est la forme sous laquelle elle est généralement
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connue; on peut I'écrire aussi en la développant

w2 o2 we 02 2 w2y uty?

CA ¥+ 3p ¢




