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UNE APPLICATION DE L'EQUATION FONCTIONNELLE
DE FREDHOLM;

Par M. Cu. PLATRIER,
Ancien éléve de I'icole Polytechnique.

Le but de cette Note est la résolution de I’équation
fonctionnelle

(1) ?(s)—lf K1s, t)d (;‘;flt)dt—f(s),

lorsque le noyau K (s, ¢) est astreint a la condition sui-
vante : Larésolcante K (s, t,)) de I’équation fonction-
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nelle de Fredholm de noyau K (s, t) admet comme
dérivée n*™, par rapport a s, la résolvante K, (s, ¢, \)

de Uéquation fonctionnelle de Fredholm de noyau
9K (s, )
osn

Nous nous proposons, en premier lieu, de traduire

sous forme d’équation la condition ci-dessus. Rappe-
lons tout d’abord les résultats suivants :

1° Le noyau et la résolvante d’'une équation de
Fredholm sont liés par les relations
(2) —K(s, )+ Ks, ¢, x)_xf K(s, 3)K(3, 1, \) ds,

(3) _Xf K(z, t)K(s, 2, 2)ds.

2° La solution de I'équation de Fredholm

b
@) q><s>—kf K(s, &) ¢(¢) dt = f(s),
est “
b
(5) (p(:):f(s)ﬁ—)\f K(s, £, \) f(2) dt,

quand % n’est pas une constante caractéristique du
noyau K (s, ¢).
Dans la suite, nous nous contenterons du signe f

b
pour représenter f » €L nous supposerons que A n’est

a

pas une constante caractéristique du noyau K (s, t).
Ceci posé, considérons I'équation (4) et P'équa-

tion (6)

® e f TSy a= g

dst dtP

Soit K, p (s, ¢, 1) sa résolvante ; cherchons & expri-
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mer la condition, pour que

0n+prK(s, t,\)

) Cnep (526, 0) = —5 5

En vertu de (2), on a, pour définir K, (s, ¢, 1),

on+rK(s, t) on+rK (s, z)
®) — Tosrotr +K"+P<s )‘)—‘)‘f 957 0zP Kn+p(za t,)\)dz,

et en dérivant (2) n fois par rapport a s et p fois par
rapport a ¢, on obtient

on+pK(s,t) 0m+PK(s,t,)) N /‘O"K(s ,3) 0rK (3,¢,R)

d .
Jdsn oty as” otr osn atr %

(9)

La condition nécessaire et suffisante pour que (7)
soit remplie sera, en vertu de (8) et (g),

(07K (s,t) oPK(z.t,))  on+PK(s,3) 0%+PK(3, ¢, 2)| dieo
{  Jsn oatr os" 0zl ggnop T
Elle peut s’écrire encore
. . 0rK(s,z) 0nK(3,2.)
('0) [h<575)h(5711"}_ dz(l' ) (()z" )]dSZA(S,[,)\),

avec

(11) A(S, 8, ) = sn=1p (8) + sP72 e (8) +.u o+ wa(2)
4= tP Vv (8) - tP~2ve(s) + ...+ Vp(S),

les fonctions p et v étant des fonctions de ).
Notons de suite que si 'on fait A=o0 dans I'équation
précédente, on a

(12) Q/‘ 3 K(s,':.) K(s,t)

P K(s,z) 0nK(z,t)

52p Py dz=A(s,t,0)=B(s,1),

B(s, t) étant une fonction de forme analogue a A (s, ¢, A),
mais ol les fonctions p etv sontindépendantes de .
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Je dis que, réciproquement, toutes les fois que nou
p sera nul, la condition (12) entrainera la condi-
tion (10).
Dérivons, en effet, n fois par rapport a s I'équa-
tion (2)

0nK(s, ) 07K(s,t,N) - 0" K(s,z)
osn osn - .[ dsn

(13) — K(z, ¢, M) ds.

Multiplions I'équation (2) par K (u, s) ds, 'équation
(13) par —— o K(u ) ds, et intégrons la différence entre a

et b; on obllent

— By (uy )+ Ay (1, 0) = Afk(z, ¢, 1) B, (u, 3) da,

en désignant par A, (s, ¢,)), B,(s,¢) les premiers
membres des équations (10) et (12).

En se servantde I’équation (3), on démontrerait une
relation analogue, et finalement, avec un léger chan-
gement de notation, on a les égalités

(14) — By(s, ) +Ay(s, ¢, N) = )\‘/aK(z, t, 1) By(s, 2) dz,

(13) :XfK(s,z,)\)B‘(z,t)dz.

Ces égalités montrent que, dans les cas respectifs
soit de p = o, soit de n=o0,si By (s, t) est de laforme
B(s, ¢),A, (s, t,7.) sera de la forme A (s, ¢, }), ce qui
démontre la proposition réciproque que nous avionsen
vue.

On arrive ainsi a la proposition suivante : Pour que
la résolvante K (s, ¢t, 1) de U'équation fonctionnelle de
Fredholm de noyau K (s, ¢) ait comme dérivée némepar
rapport & s la résolvante K, (s,t,)) de Uéquation fonc-

tionnelle de Fredholm de noyau o—n—l‘(—,;(;’—t—), i fautet il
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suffit que
(16) fK(s 3) [K(z n—" lf}‘z" ”]dz

= 571y (£) 4 512y (O 2 (0),

Wiy fay « .-y W €2ant n fonctions arbitraires de t.
Ces résultats obtenus, revenons a notre probléme
primitif, la résolution de I’équation fonctionnelle (2).
En dérivant les deux membres de cette équation
n fois par rapport a s, et en posant

9" %(s)
osn

b(s) =

s

on obtient

hdu . oy
a7) ¢(s)_).f _I;?(,f_ﬁ.;([)dt: 9 f(s)

osh

Cette équation est une équation de Fredholm de

on K .
noyau ——l\—M, dont la solution est
(.)S"

) 0no(s) 0% f(s) , on f(t)
" — . —_— _+_
(8) ¥5) = 50— = o )‘fk"(“’ M=o ot

On en déduit immédiatement

(19) ?($)=f(s)+).fsdsfsds...fsdsK,,(s’,’)\)d f(t)dt
0 0 o

otn

n f:)is
+aystl 4 ay st 4. ..+ a,,

Qyy Ay ..., @, €lant des conslantes qu'on détermine-
rait en substituant dans (1) la valeur (19) de ¢ (s).

Cette détermination, qui donne la solution de (1) dans
le cas général, est pénible. Elle devient toutefois trés
simple quand K (s, ¢) satisfait a la condition (16).

Dans ce cas, en effet, (18) peut s’écrire

on on f( oK (s, t,\) o f(¢t
(20) d’;ff)= £ﬁ‘)+xf (5:” ) 5’;,(‘)10
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et (19) s’écrit alors o i

(1) ?(s)=f(s)+xfx(s,t,x)a"df£”d¢

- a stV ay st 4L+ ay,

a;. @, ..., @, ¢tant des constantes que nous nous pro-
posons de déterminer.

Pourcela, remplaconsdans (1) o(s) par sa valeur (21);
un leger changement de notation nous donne, en tenant
compte de (16),
a;stl+ a,stTi4- L.+ a,

| | 9t f(3)
~+ A (—K(s,l)—i—K(s,t,)\)—)\ K(s,2)K(3,¢,M)d3 | e ds

=xef IS o A(s, 8,2 d,

otn
avec
A (s, t,7\)=B(s,l)+)\fK(z,t,)\)B(s,z)dz .
et
B(s,t) =s"1p,(8)+...+ pu(l)
Le terme entre accolades | | est nul en vertu de (2),

et en identifiant, dans les deux membies, les coeffi-
cients des termes d’une méme puissance de s, on obtient
les égalités

~b b n
(22) a,,:)zj gpl,(t)+)\f K(z,¢,7)ui(3)ds d—BJ-:%QdI,

avec
k=1,2,...,n.

Les égalités (16), (21) et (22) résolvent le probléme
que nous nous étions proposé.
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