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[D4a]

SUR LES FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE NUL;
Par M. G. VALIRON.

Je me proposé dans ce travail de préciser la relation
entre I'ordre de grandeur d’une fonction entiére d’ordre
nul et la distribution de ses zéros, principalement
dans certains cas de croissance réguliére.

1. Désignons par a, le n'®™® zéro, et parr, son
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module; par hypothése'la série
1

converge quel que soit le nombre positif 4. Par suite,

.\["

n

la quantité

tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment. On peut
alors trouver d’une infinité de facons (') des fonclions
¢(x), définies et continues pourxz > r, , ct telles que :
z(x) décroit (ou du moins ne croit pas), et

limg(z)=o0;
V=

o(z)logz croit (ou ne décroit pas), et croit indé-
finiment.

2° s, Zo(ry), quel que soit n > n,;

— ‘4(1 ), pour une infinité de valeurs de n.

o(x) sera appelé un exposant net de la suite des
3éros; on voit qu’'on a, pour 1 > ny,

Gy

«r) Il‘l“

2. Ceci posé considérons le produit canonique

N

}(:):H(n—;—nl)

1

e

en désignant par 7 le module de 5, on a évidemment

If(z>l§fl<x~r,—%>-

(') Voir mon article : Sur les fonctions entiéres d'ordre nul
( Mathematische Annalen. B. 70, p. 472).
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En définissant le nombre m par la double inégalité
(2) rmSr < Py

nous avons, pour »n < n,

r 7
I+ — <2—)

'n I'n
et par conséquent
o
rm r N
(2 <_———.2111||<l-1———)-
lf )l L WA Ry A7) "n
m-+-1

D’autre part on a

donc
SR
o . ,.4 ;;,
<l+_><e"l|1 .
II I'n
m-+1

Soit alors g(x) un exposant de la suite des zéros,
nous aurons pour 2. >> m :

g(rp) < o(rmer) < p(r)

d’ou i
n A<
et par suile
<
nPtr

posons enfin

M = partie entiéve de r¢(r,
on aura ’

M+1

® ® @
1 1 1 M—m 1

E —_—= E —_— _—<— E n
'n 'n I'n r —_
n+1 m—+1 M+2 M~+2 pp (1)
M—m ® drx
t——— ..{._. 1

! —_

’

<

M+lxp“.)
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el comme

" _dz p(r) M 1 )
T e = <G ——p(r) (')
Mg @ M )P

nous aurons

N 1 )
r - IM—m-(1+e)p(r)re < (14eirer—m.
n

Finalement nous obtenons

) ym )
(3) |f¢ 3) [ L e+t e M
'yl e’y "I'g... '

pm )
elt+enrf

[’inégalité (3) et le 1héoréme Dbien connu de
M. Jensen montrent que P'on a

rm

(
) M(r)= —— part® (o< a<1+4¢),
PPy P

M(r) désignant le maximum de | f(5)| pour 5 = r.

3. Pour trouver unc limite supérienre de | f(z)| en
fonction de 'exposant net, il reste a calculer une limite
supérieure de I'expression

rm M
A= =

b
rire.. 'm Iyl rtom

M délant le nombre défini précédemment. Pour cela
nous introduairons les nombres R, définis par I’égalité

®,
n =R
De cette définition résulte I'inégalité

R, rp<r (ng<<n=M);

(') Dans toul ce qui suit je désignerai par ¢ toule quantité ten-

Y, I I I
dant vers zéro avec -, —3 ou —-
ror m

m
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d’ou il suit
rM

A < K Ru,, Rnu—f»lv .o RM

(K fini),

ou encore
n

|

A
Miogn,

A< KrMe "o
Désignons pour un instant par <(z) la fonction

inverse de zP@; o(x) est une fonction croissante, telle

que
cin)=R,,

el par conséquent on a

M M40
Zlogl{,,: f loge(x)dz + 0" log Ry (=i <)

n
Mo °

cn posanl,
M0 = s,

el en intégrant par parlies

d[g(o)].

Na

M0 M+0
logo(x)dr =[zlogeocx r]‘,"*o——
"no * ' ” G(x)

En prenant ©(z) pour variable dans la derni¢re
intégrale, nous obtenons

AM--0 " pplr)
logq«(z‘)dx:(M—i—ﬁ)logr—K,a-/ p
" (K| fini), "
et ainsi
M R
x
Elogl{,,: Mlogr + Ologr + 0" logRy — K; — f 07 e

n,

On aura donc

" gl
—0Ologr—9 logl\.+l&,+f LA
Jro X

A< Ke r s



et comme

’ I
tend vers zérc avec o
1 xg(x)
(l+5»{‘ —dx
A <e Jig X .

Puisqu’enfin
rptr)

—
p@)
f T dx
L x

[}

, 1 . Cp, .
tend vers zéro avec - [cal‘ celte expression est inférieure

a g(r)], 'inégalité (3) donnera

ll+r‘.\/”ﬂ(l.r
3) [fis)|<e dni T

4. On peut obtehir, en partant de U'égalité (4), une
égalité assez précise dans certains cas. Soil ¢(z) une
fonction continue, croissante (ou ne décroissant pas),

et telle que
rp=o0(n),

et soit 4(z) la fonction inverse (qui peut avoir des
discontinuités brusques).
L’égalité (4) s’écrit

m
— Yo (n .,
M(r)=rme * exrt”,

En opérant comme précédemment, on obtiendra

m r
zlog o(n)=mlogr+0logr—+6logr,—K— [ %@d:r
. Iy

1 .~
(K constant),
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ou encore comme
_ logr

lim = o,

l*no/‘ q,((l'
Elogw )——mlnfw-—u-t—s)f "J(x)

el par conséquent .

(6) logM(r):u—%—e)f ?—(w‘i)dx—kzrp") (ol a<l 142"

Cette égalité donnera une expression asymplolique
de logM(r), lorsque le second terme du deuxiéme
membre scra négligeable devant le premier. En parti-
culier, si l'on a

n=(1- e)l'(,’,"'"‘.

la fonction () satisfaisant aux premiéres conditions

du paragraphe 1, on aura
, " xb(.l‘)
logM(r)=(1+¢') — dx.
x
I.(b
Ceci montre que l'inégalité (3) est la plus précise
que l'on puisse obtenir.

5. lexiste d’ailleurs une infinité de cercles | s | =17,
sur lesquels le second membre del’égalité (6) se rédunt
A son premier terme, ct sur ces cercles on a

log]f(z)[:(l—FH/ - dr.
Q,,-o
En effet, en supposant 7 £ r,, ona

I/
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posons toujours
r m— r < Fmtt
et

r
rm << % < P+, P < kyr < gy (ky>2),

on obtiendra facilement

If(z)l>1—”l—,—”

m'

rmn l—I< r—r, )
Ty r
1

m
<L1(=) TI(*57)
r i rn
m' +1 m-+1
L]
<TI(=7)-
'n
m' 41

Or

m'

]—[r—l'ﬂ > <I_l>m>e—hm' (h ﬁni);
B k

1

d’aprés la définition de m’,
. -

®© _22 o
n(lu.—r>>e m s g mr
X I'n

m'+1

et, d’aprés le calcul du paragraphe 2,

»
2 - <(1+ e)ret — m;
m—1 "
donc
’u "4
> e—2(1+e)r?
m' 41
Enfin

mY

[ (] (=B | ([

m'+1 nm—+1 m' 41
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d’oli
I l | r—r,
prm ’ o+ 1
(3 S —— /Y TP S T4 S A R . S
] f ) l > Pilae I ) (/” ,v)lll"—lu
ou
m"
| r—rn|
rm o) mi+1 .
(= (3) >——————e*"n’" = (H; fini).
/) If , FiTa.. T (]{l,-)m~m 1 ’

Ceci posé, étant donné le nombre R, nous choi-
sissons (') r de la facon suivante, si ny est le nombre
des zéros compris entre les cercles de rayons R et
KR (K > 4), nous tracerons les cercles de rayon

R+ (K—1DR ﬁ‘, i=1,2,..., kng, (A>g), etnous

exclurons certaines des couronnes formées de la facon
suivante : si une couronne contient ¢ zéros, elle est
exclue ainsi que les ¢ précédentes etles ¢ suivantes; si
ces 2¢ couronnes contiennent 7 zéros, les 7 couronnes
précédentes et suivantes sont exclues, etc. Comme il
reste au moins Gny couronnes, on peut trouver un

cercle pour lequel ;— =R, ki r=KR.

Nous aurons alors

ki
Il"zx+i+l""l>(l\_“-{(—,)\Illn,

/{17' i
l’mﬂ _'l>(K~”_—R—m’

d’ou

. VST
_])AH- m"-m' o, >
I Ilr—ra|>[ AN |
n (3
m'+1 R
(car np=m"—m’)

(1) Procédé indiqué par M. Boutroux dans sa Thése.



( 457)

et

m"

L7

m'+1

(kl r‘)m”—-m’

K—1 C
> ( m'—m’ g-Nng > g—Hy(m"—m’)
AK
\ -

) (M et H, finis),
mais puisque

mng r,pn("r,,.")< (/\‘ r)P("’ < (1€ ),.p(r)’
I'inégalité () devient

r x)
RALAPMITE)
R

m = /‘
(8) | f(5)]|> ——— et = purarl,,
IO SV
(H fini).
En comparant avec les égalités (6) et (4), on voit
que dans les couronnes considérées, on a
4’ { .") ll.l‘+Al'9:")

pue o) ‘r’
(9) 1f(~”-)|=rl_——e+.4r = et+erJ,, T
172,

m

(A fini).

1l reste & montrer que I'on peut déterminer R de
facon que les seconds membres sc réduisent a lear
premier terme. Soit N un nombre tel que

Ly
N::Iﬁ LN

d’aprés le paragraphe 1, il.cxiste une infinité de ces
nombres ; nous prendrons
-3 o©

- e
(ry)logr, (gt .
Pirs “=1'xcp N (= fini).

1
R = I'N

Nous aurons ainsi
7o) = (kR)PPUR < (kR )2 < (14 ) rfihnet, -

et d’aulre part

rm »N r \N L] ,-ﬁ"'x'
> > (=) >eftw ;

Pyrae. ., rira...rN I'N
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il suil bien de la I'égalité

er?(,.)_ < rm >E
rilg...'m

sur les cercles considérés et par suite 1'égalité
annoncée

r(x)
pm 1+e (1+¢') 4 —dr
ho Iptan= () =

ryry.. ry,
valable sur une infinité de cercles (').
6. Il résulte de ce qui précéde que 1'on doit prendre

pour limite supérieure du maximum M(r) du module
de f(z) pour | 5| =r, une expression de la forme

rr p.(.r)d

eJro ¥

r

ol w(z) est une fonction croissante de =z, mais
croissant moins vite que z%, ¢ > o. Nous dirons qu’une
fonction d’ordre nul est parfaitement réguliére
lorsqu’on a

rix)
(1+¢€) lx
(rr1) M(r)=e c[:-n EI .

la fonction w () satisfaisant a certaines conditions. Si
I'on pose

r ,
(12) f ‘.L(:*) dz = ' logr.

on conslate aisément que la fonction v(7)logr est
croissante; d’autre partv(r) doit lendre vers zéro, nous
supposerons que p(x) est telle que la fonction v(x)
décroit constamment (ou du moins ne croit pas).

Cette hypothése faite, il résulte du théoréme de

(') Ce théoré¢me est une précision de celui que j'avais démontré
dans les Mathematische Annalen (théoréme de M. Wiman).
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Jensen I'inégalité

. n
<L> < et+or' o0

Tn

(1+¢e)rviPlogr
logr —logr,

valable quels que soient » et 1, en prenant

1
o
r=r, Virn)logry

on aura

< (1+¢e)v(ry)logry e’

et comme le second membre de cette inégalité est unc
fonction croissante et que son logarithme divisé par
log 7, décroit, il existe un exposant net p(x) de la
suite des zéros tel que

2@ (1+e)v(x)logw.exv@.

En appliquant I'égalité (6) on obtiendra alors

,
bz
(1--¢) [ —'—(—)dx—o— av(r)logre.rvt) = (1+¢;)rv logr.
xr
vl'{l
ou encore comme v(x) lend vers zéro, et d’aprés

I'égalité (12),
” Al

(13 fmdx=([+ag)1 B
’o z o x

cetle égalité donne le nombre des zéros contenus dans
le cercle de rayon r puisque ce nombre r est égal a la
partic entiere de ¥(r). Tout revient a calculer unc
valeur approchée de § (7). Or de 'égalité (13) on déduit

fMdz=(|+sz)f E(—z-)dx—if—ssf Md.r.
z A z A

ey
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. 1 , . ,
¢ et 23 tendant vers zéro avec = Déterminons 1’ par la

condition

/ ”
13) f :L;x'dx:VEf —‘u(‘:)dw,

et prenons r assez grand pour que 3<¢; on aura

/‘———lp‘x)dxz(l—}—er‘)/‘ —”(x)dx.
' z . 4

de sorte que $(z) est égala (1+¢)w(x) pour une
valeur au moins de 2 comprise entre r et 7/, ct par
suite si 'on a

lim 2O

e=o0 (7))

on aura
n=VY(r)=(r—e)ur).

C’est-a-dire que de I'égalité (11) on déduit I'égalité
n=u(ry)(r+e).
Les conditions imposées a w(z) sont les suivantes :
1° La fonction v (1) définie par Uégalité (12) est
décroissante.
2" De Uégalité

I ’
f PL“”dz:(l%—e)L/A —Mx)dr.
0 x 0 z

Iim r(r) =
e=o [*(7")

on déduit

Celte deuxiéme condition s’obtient en modifiant
I'égalité (14): elle est vérifiée toutes les fois qu’on a

f de:p(x)x(z)(l-'—s),
I,z

7.(z) étant une fonction croissante.
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En prenant par exemple pour valeur de log M(7) a
(1 ¢) pres,

r° logreAtlomr® (23,

2" (logr)+a;

3° logrettlogr)® (g >7q);
A

i° plosar (kza),

on obtiendra pour valeurs de v(r) des fonctions dé-
croissantes; d’autre part on aura pour w(z) les valeurs
suivantes :

Azcloger)* 1 .
1° eMlogrry? [I . A20RET )T 7 =(l+e»e“'°b'l-' ”s
logi—yr...logar
2 (1+a)(logr)’;
32 evilonr 4~ Aa(logs 7 )%—1| = (1-4-¢) A x log, r3—tesilogr “;
A
/0 Jogir
i 7 (1+c¢).
log,r

La remarque précédente s'applique, et, d’aprés les
résultats du paragraphe 4, on obtient les égalités réci-
proques :

logM(r)=(1-+¢)logreriless "
n=(t+c¢)ertlomr? (k>3

logM(r)= (1—+¢)(logr)t+e,
n=(+¢)logr*(1+a);

logM(7) = (1+ ) log r eAllogar
n=_(1+z2)Aa(logyr)* 1eA(logsr )¢ (2>1);
A
logM(r)= (14 ¢)rlos’,
A
A,.logu

!
n=(+4zé)——mH-:
( )log/.r




