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[0'5§]
SUR LES COURBES PLANES,
QUI SONT A ELLES-MEMES LEURS POLAIRES RECIPROQUES;

Par M. PacvrL SUCHAR,

Professeur au Lycée de Pau.

1. Je me propose de déterminer les courbes planes
qui sont & elles-mémes leurs polaires réciproques par
rapport & un cercle, ainsi que les courbes qui coinci-
dent avec lears polaires réciproques par une rotation
autour du centre du cercle directeur. Je dois d’abord
signaler sur un sujet analogue un article de M. Fouret,
Sur les courbes planes ou surfaces qui sont leur
propre polaire réciproque par rapport  une infinité
de coniques (Bulletin de la Société philomatique,
187~, p. 42-45). Dans cette Note, M. Fouret montre
que les seules courbes possédant la propriété indiquée,
sont les courbes triangulaires signalées par MM. Klein
et Lie. Enfin, M. Appell a étudié, au point de vue
géométrique, le probléme que nous avons en vue, dans
deux articles Sur les courbes autopolaires (Bulletin
de la Société mathématique, 7 février 1894, et
Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série,
mai 1894). Dans ces Notes, M. Appell désigne, sous le
nom de courbe et conique autopolaire, une courbe
qui est a elle-méme sa polaire réciproque par rapport
a une conique donnée. M. Appell montre que la
conique la plus générale, autopolaire, est bitangente a
la conique fondamentale et dépend en outre de deux
paramétres. En établissant une relation quelconque
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entre les deux paramétres, M. Appell démontre que
I'enveloppe de ces coniques se compose de la conique
fondamentale donnée et d’une courbe C, qui, si elle ne
se décompose pas en deux courbes distinctes, polaires
réciproques I'une de 'autre, elle est autopolaire par
rapport & la méme conique fondamentale.

2. La recherche des courbes qui fait I'objet de notre
travail, constitue un probléme trés général dont les
solutions sont en nombre infini, et ne semblent pas
devoir étre comprises facilement dans une formule
unique. Je suis parvenu & résoudre le probléme dans
sa généralité en le rattachant a la Mécanique. Je
regarde les courbes cherchées comme étant les trajec-
toires décrites par un point matériel, el je démontre au
n° 4 le théoréme suivant :

S, quelles que soient les conditions initiales, la
trajectoire d’un point matériel est plane, et si elle
est a elle-méme (la courbe hodographe) sa polaire
réciproque par rapport a un cercle, la force qui le
sollicite passe par (Uorigine de U’hodographe) le
centre du cercle directeur.

Rappclons encore un théoréme que mnous avons
démontré dans les (Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, 4° série, t. 1I, 1go2) et qui nous sera utile :

La courbe hodographe correspondant & la tra-
Jjectoire décrite par un point matériel sous Laction
d’une force centrale et ayant pour origine le centre
de la force, coincide, aprés une rotation de go°
autour de ce centre, avec la polaire réciproque de la
trajectoire par rapport & un cercle ayant pour
centre le centre de la force, et pour rayon la
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racine carrée du nombre qui est la constante des
aires.

D’aprés ce dernier théoréme, la recherche d’une
solution s’obtiendra, en supposant la courbe comme
étant la trajectoire décrite par un point matériel, sous
Paction d’une force centrale, ayant pour centre le
centre du cercle directeur. On effectue ensuite, sur les
coordonnées du point, ainsi que sur le temps, une
transformation convenable, ayani pour but de trans-
former la force en une autre également centrale, et le
mouvement en un autrve, ayanl pour nouvelle trajec-
toire la courbe hodographe correspondant a la nouvelle
trajectoire, ou bien la polaire réciproque de la méme
trajectoire, par rapport au cercle directeur. On dispo-
sera ensuite de la loi de la force qui est encore inconnue,
pour que, par la méme transformation, le premier
mouvement se transforme en lui-méme, et que la tra-
jectoire se transforme en elle-méme, le mouvement sur
cette derniére trajectoire étant en général différent du
premier. Remarquons que le probléme étant ainsi
présenté, il peut étre considéré comme un exemple
d’un probléme résolu par M. Painlevé, Sur la trans-
formation des équations de la dynamique (Journal
de Math., 4° série, t. X, 1894). Je dois cependant
faire remarquer qu’aucune restriction n’esl faite sur la
loi de la force. J’entends par 13 que la loi de la force
peut dépendre aussi bien de la position du point ma-
tériel que des composantes de la vitesse de ce point
sur les axes des coordonnées.

3. Soient z ety les coordonnées par rapport & deux
axes rectangulaires Ox, Oy, d’un point matériel, que
pour simplifier nous supposons de masse égale a 1. Les
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équations du mouvement ol l'origine des axes est le
centre de la force sont

d*x
W ==+ ux,

) iy
=+ 3
iz W

le double signe correspond au cas d’une force répul-
sive ou attractlive; enfin « est une fonction inconnue
qui peut dépendre en général de z et y el de z' el y/,
z' et y' élant les projections de la vitesse sur les axes
Oz et Oy.

Considérons un second point matériel de méme
masse que le premier et dont les coordonnées par
rapport a Oz et Oy sont z, et y,, et qui se meut dans
le temps ¢,.

Effectuons la transformation suivante, en posant

U ’ dt
(2) ry=x, JY1=Y, ’d—;:‘_—tu'

Différentions les deux premiéres relations (2) par
rapport a ¢,; on aura, en désignant par z, y, les déri-
vées de x,, y, par rapport a ¢, et 2, " les dérivées de
z' et y' par rapport a ¢,

dt , dt

(N it —
=T Y=Y g

d’ou, en ayant égard a (1) et (2), on a
(3) ry==z, yi=y.

Différentions une derniére fois ces derniéres rela-

tions, on a
t N A dt.
dt,’ J1i=Y dt,’

" '

ri=x
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en ayant égard a (2), on a
d’xl
g

dry, 4!
dir T um

== -,

(4)

Ces équations sont les équations du mouvement du
point de coordonnées x,, y,, et ot I'on doit remplacer
dans la fonction u, d’aprés (2) et (3), z et y par z',
Yy, etz et y' par z, et y,. Nous remarquons que, par
cette transformation, le premier mouvement se trans-
forme en un autre, ol la force est encore centrale, le
centre de la force étant le méme point que dans le
premier mouvement et ayant pour trajectoire la courbe
hodographe correspondant au premier mouvement; le
mouvement sur celle derniére courbe a lieu d’ailleurs
daos le temps ¢,. Remarquons que si I'on a égard au
second théoréme énoncé au n® 2 et si, au lieu d’effcc-
tuer les transformations (2) et (3), nous effectuons la
transformation

dti

—_— :iu
dt

(5) =y, ri=—1,

9
on en déduil comme précédemment par différentiations

(6) z) =y, Yi=—u,

et pour les équations du mouvement

d2*x 1

i = E g
(7) '

2y, !

i ==

ou lon doit effectuer sur la fonction « les transforma-
tions (5) et (6). Le mouvement défini par le systéme (1)
se transforme ainsi en un aulre, ayanl pour trajec-
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toire la polaire réctproque correspondant a cette tra-
jectoire, par rapport au cercle qui figure dans 'énoncé
du théoréme du n°® 2. Il résulte donc d’aprés ce qui
précéde que la trajectoire correspondant au systéme (1)
coincide avec la courbe hodographe, ou bien avec la
polaire réciproque, si ce systéme se transforme en lui-
méme par les transformations (2) et (3), ou par les
transformations (5) et (6), ce qui exige que la fonction ¢
soit de Ja forme
(8) u:f(x” 7le’9.7,)

S(&,y, 2, y)

dans le premier cas, ou encore de la forme

_ f(=x, y T2,y

® “T F@r e )

’

ott f est une fonction arbitraire, et de plus cette der-
niére expression est symétrique par rapport a x et y,
ainsi que par rapport a z' et y'.

Il est facile de montrer que toute solution du sys-
téme (1) est une solution du probléme, si la fonction «
est du type (8)ou(g), la fonction f étant donnée.
En effet, soit

(10) W(x, ¥, o, Yo, T3 ¥o) = 0

I'intégrale générale du systéme (1), ol nous avons
exprimé les constantes d’intégration en fouction des
conditions initiales. Nous aurons 'équation de la
courbe hodographe correspondant 4 cette derniére
équation en lancant le mobile d’aprés (2) et (3) avec
les conditions initiales suivantes : les coordonnées du
point initial sont 2z et y, et les composantes de la vi-
tesse initiale, z, et y,. Le systéme (1) se transformant
en lui-méme, I’équation de ’hodographe est donc

(1') w(ws)’)xloa}':)vzm}'o)=o9
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ol nous avons supprimé les indices. Il y a deux cas
a distinguer, ou bien cette derniére courbe coincide
avec la premiére, ce qui exige que I’équation (10) soit
symétrique par rapport & x, et Z, ainsi que par rapport
a y, et )’,. Dans ce cas et pour la fonction particuliére
de f donnée, la trajectoire correspondant au systéme (1)
est a elle-méme sa courbe hodographe, quelles que
soient les conditions initiales. Nous aurons donc,
d’aprés le n* 2, I'équation de la polaire réciproque, en
effectuant une rotation d’un angle droit de la courbe
(10) ou (11) autour du centre du cercle directeur;
celte équation est donc

(12) W (—y,x, 2, ¥y, Zo, Yo) = 0.

Si les équations (10) et (11) sont distinctes, il suffit
d’écrire que ces deux courbes coincident, d’ott 'on
déduit les conditions auxquelles doivent satisfaire les
données initiales. Supposous la fonction « du type (9g),
on remarque dans ce cas que I’équation (12) est aussi
une solution du systéme (1). Si nous lancons le mobile
d’aprés les formules de transformation (5) et (6) avec
les conditions initiales z,, — ¥, ¥q¢, — %o, I'intégrale
générale du systéme (1) est la polaire réciproque cor-
vespondant a U'équation (10); cette ¢quation est donc

(13) W (L, )y Ty — Yoy Yoy — o) = O.

Il s’ensuit que les équations (12) et (13) ne sont pas
distinctes, ce qu’on voit sans peine puisque la loi de
la force est la méme, et les conditions initiales qui
font décrire ces courbes sont les mémes. Sur les
courbes (10) et (13) nous pouvons faire les mémes
hypothéses que sur les courbes (10) et (11). Les courbes
(10) et (13) coincident, et dans ce cas, pour la fonction
f donnée, la trajectoire (10) est A elle-méme sa polaire
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réciproque, quelles que soient les conditions initiales;
dans le cas contraire, on écrira comme précédemment
que les courbes (10) et (13) coincident, d’ou l'on
déduira les conditions auxquelles les données doivent
satisfaire. 1l peut cependant se faire que, pour une
fonction particuliére de f, on ne puisse pas déterminer
des conditions initiales particuliéres, permettant d’a-
mener la courbe (10) & coincider par une rotalion
comme nous l'avons expliqué, avec sa courbe hodo-
graphe ou avec sa polaire réciproque; cela tient i ce
fait que ces derniéres courbes sont égales a la premiére,
mais non superposables. En effet, on remarque que si
la fonction u est du Lype (g), la symétrique de la
courbe hodographe ou de la polaire réciproque, par
rapport & I'axe polaire Oz, est aussi une solution du
systéme (1).

4. Nous avons monuré que toute solution du sys-
ttme (1) est une solution du probléme, si la fonction «
est du type (8) ou (g). 1l nous reste 3 montrer qu’on a
ainsi Loutes les solutions. 1l sulfit pour cela de démon-
trer le théoréme suivant :

Si, quelles que soient les conditions initiales, la
trajectoire d’un point matériel est plane, et si elle
est a elle-méme (la courbe hodographe) sa polaire
réciproque par rapport & un cercle, la force qui le
sollicite passe par (Uorigine de U’hodographe) le
centre du cercle directeur.

En effet, prenons pour axe polaire la droite Oz, et
pour pdle le centre du cercle directeur, et soient r et 6
les coordonnées polaires d’un point M, « I’angle de la

tangente a la trajectoire décrite par le point avec
I'axe Oz, V l'angle de cetlte tangente avec le rayon
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vecteur OM, enfin 7, et «, les coordonnées polaires
du pdle correspondant 4 la tangente en M par rapport
au cercle directeur. On a, comme il est bien connu,

(1) rrysinV = C;

VC est le nombre qui mesure le rayon du cercle

directeur. La relation (1) peut s’écrire, en ayant égard

. . db
a la relation tangV =r )

Y,
(2) rf: G2 -d—(), +ﬁ

N

On sait que I'angle V se conserve par la transfor-
mation par polaire réciproque ; on aura donc par
analogie

FARN
3 a e\ O x
9 r=G <d°'>+”?

Cette derniére relation correspond a la courbe
obtenue par la rotation de la polaire réciproque d’un
angle droit autour du point O. Différentions (2) et (3),
nous aurons

2 L
, rdry G2 a r { )
4 A
et
o *
. rdr  C? d-r_|+ 1>.
) dry 7T\ da? r/’

il suffit de remplacer «, par « dans cette derniére for-
mule pour avoir la différentielle de (3'). Remarquons
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i sealons “L271 fonction de r, §
que si nous égalons —-— & une fonction de r, §, ry,

o, ou «, d’ou 'on déduit rl;i,:- t qu’on porte dans (4)
et (5) en ayant égard a (2) et (3), on aura I'équa-
tion différentielle de la trajectoire et de sa polaire réci-
proque; or, siles deux courbes coincident, elles doivent
salisfaire 4 une méme équation différentielle; donc les
deux équations différentielles (4) et (5) ne doivent
différer que par le changement de r et § en r, et a,.
Il s’ensuit par conséquent qu’on ne peut avoir que
dry  f(r,0,r, )

Tvar = rf(m, ay, r,0)

ot f est une fonction arbitraire. En portant cette der-
niére expression dans (4), on a

at
r,0,ry, o C2 r 1
AL ) _ ¥
Fonanmb) . mN\deE T r)

qui est la formule de Binet de I'équation différentielle
de la trajectoire, dans le cas d’une force centrale qu
asse par l'origine des axes, c’est-a-dire le centre du

p p 8

cercle directeur.

5. Application. — Examinons les cas particuliers
ou f est une constante, el supposons la force attraclive ;
on a dans ce cas :

ExemprE |.

d*x >
dee — 7
dry

Fniard

avec les formules de transformation

, ‘ di,
ry=x, Y=Y, —(-i—l-:—l.
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L’intégrale générale est Iellipse ayant pour équa-
tion
(V' —by)+ (ay —a'z)?= (ab'— ba')?,
ab'— ba' # o,

ou a, b, a’, b’ sont les constantes d'intégration; la
constante des aires a pour valear C=ab'—ba'. Il
résulte, d’aprés ce qui précéde, que pour avoir I'équa-'
tion de la courbe hodographe, il faut exprimer les
constantes en fonction des conditions 1nitjales, et faire
I'échange entre z, et |, et ¥, et ¥, ; or, par un calcul
facile, on trouve que cela revient a changer dans
I'équation précédente @ en b et a’ en b, et comme
I’équation ne change pas, il résulte que I'ellipse précé-
dente est a elle-méme la courbe hodographe, quelles
que. soient les conditions initiales, l'origine de la
courbe hodographe est le centre de cette ellipse ; par
conséquent, la polaire réciproque de cette ellipse s’ob-
tiendra en la faisant tourner d'un angle droit autour
de son centre. Le cercle directeur-a pour centre le
méme point et pour rayon y/ab' — ba'.

Exemrie I. — Supposons la force répulsive; dans
ce cas les équations du mouvement sont

d*z
ar ="
dry

z =

avec les formules de transformation
, , dt,
Ty =2, J1=)5 ax =
L’intégrale générale est I'hyperbole ayant pour
équation

(b'z—by)(ay — a'x)=(ab'— ba')?
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et pour asymptotes les droites
bz —by=o, ay-—a'r=o;
la constante des aires est
C=ab — ba'.

Si nous déterminons les constantes en fonction des
conditions initiales, on trouve par un calcul facile

/ /
o+ T B Yo+ Yo
=~ 2, a'=—2,
2 2
xXo— T 0— ¥
b = l), 1)':‘}/ }’o_
2% 2

En remplagant dans I’équation précédente les cons-
tantes par leurs valeurs, et en effectuant I'échange
entre x, et z, et ¥, et )\, on trouve pour 1'équation
de la courbe hodographe

[(=52) == () [ (252) - (25) <]

= [(To'*"“":))(}"n“yn)—(fn—9"0)0’0‘*‘.}"0)]2.

4

On remarque que cette courbe coincide avec I’hy-
perbole conjuguée a la premiére. Si, comme nous
I'avons expliqué, nous changeons dans cette derniére
équation x en — y et y en x, nous aurons I’équation
de la polaire réciproque de la trajectoire. Ces deux
courbes ne peuvent coincider que si la trajectoire est
une hyperbole équilatére, ce qui exige que les condi-
tions initiales doivent satisfaire a la relation

2 — p2
VO'_"‘Ov

vy étant la vitesse initiale et r, le rayon vecteur
initial. Dans cet exemple, le centre de ’hyperbole est
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le centre du cercle directeur qui a pour diamétre 'axe
transverse de ’hyperbole.

Exewmrre III. — Suapposons la force attractive, et la
’ ’

. xr .
fonction u = 22,
z.y
Les équations du mouvement sont

=T
Y
" z'.y
y=—2L,
d’ou

= _ _ &y
x' 7’
dy’  dx
yo

En intégrant ces équations on a
a
Yy

I
(1) »
x

ou aet b sont les constantes d’intégration. Les rela-
tions (1) nous donnent, en désignant par C la cons-
tante des aires,

yx'—xy'=a—b=C;
posons en particulier

a=mgC, b=(m—1)C,

ou m est nombre entier quelconque et positif. Les

velations (1), en les divisant membre 2 membre, nous
donnent,

dy _(m—ny,

de =  mz

En intégrant cette équation, on a, aprés avoir déter-
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miné la constante d’intégration,

,m

ym= ‘c’"‘u" xm—1;
0 .
posons encore
Yy
J:Tt-—l —_ (mp)"“‘,
0

ol p est une constante quelconque; on a, pour I’équa-
tion de la trajectoire, la courbe algébrique

ylﬂ = (mp)m—ixm-—l.

Cette courbe coincide avee sa courbe hodographe,
si les conditions initiales satisfont & la relation

" /m
Jo Yo

m—1 . m—1
ry g

Nous aurons ensuite la polaire réciproque par une
rotation d’un angle droit de cette derniére courbe
autour du point O de rebroussement de la courbe. Le
centre du cercle directeur est ce méme point et le
rayon a pour mesure

J— 2 -1
C = (_ [)m——i M__l)p_]m__.
m
Si en particulier nous supposons m = 2, on trouve
pour trajectoire une parabole; le centre du cercle
directeur est le sommet de la parabole; ce cercle est
P ;

imaginaire et son rayon est py/ — 1, p étant le para-
métre de la parabole. Dans le cas o m = 3, on trouve
pour Lrajectoire une parabole semi-cubique.

ExemeLe IV. — Nous allons terminer par un der-
2

nier exemple. Supposons la force attractive et u = %,

¢ étant la vitesse a l'instant considéré et r le rayon
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vecteur. La loi de la force dans ce cas est

or, d’aprés Résal (Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences, t. 90), on a
res
F=—"2,
Gp
ol C est la constante des aires el o le rayon de cour-

bure au point correspondant de la trajectoire. On a
donc

(v p=

022 rt

¢~
en ayanl égard au théoréme des aires, écril sous la

forme
pv=_C,

ou p est la distance du centre de la force & la tangente
a la trajectoire. La formule (1) peut encore s'écrire

, dr _r
dp — p’
d’ou enfin
p=ar,

« étant la constante d’intégration. Si nous désignons
par V Pangle de la tangente a la trajectoire avec le
rayon vecteur, la relation précédente nous donne

sinV = a.

Il s’ensuit par conséquent que la trajecloire est une
spirale logarithmique ayant pour péle le centre de la
force; son équation est

r = roexcotvid—0,,

Supposons que le mouvement sur la trajectoire a
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lieu dans le sens de § croissant; prenons pour sens
positif sur la tangente, le sens du mouvement, et pour
sens positif sur le rayon vecteur, le sens OM; I'angle V,
qui figure dans I'équation précédente, est 'angle de
ces deux directions positives. On remarque alors que
I'angle de deux directions positives correspondant a la
courbe hodographe est m—V, et par conséquent,
d’aprés ce que nous avons dit au n° 3, I'équation de la
courbe hodographe est

= pgeFeotVia—a,),

Il résulte donc que ces deux courbes sont égales,
mais non superposables. Il suffit par conséquent de
considérer la courbe symétrique de la précédente par
rapport a I'axe Oz, pour I'amener ensuile par une
rotalion convenable a la faire coincider avec la pre-
miére courbe. Remarquons que le centre du cercle
directeur est le pole de la spirale.



