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SUR LES TRIANGLES INSCRITS ET CIRCONSCRITS
A UNE CARTESIENNE;
Par M. R. BOUVAIST,

Enseigne de vaisseau.

L’équation générale d’une cartésienne en coordon-
nées trilindaires normales est

[(ays+bxs+cxy)—(ax=-by+cz)(uxr+ vy + wz)]?
—(ax +by +~csy(ax+ 8y —+v3)=o,
le cercle

(ays +bxrz+cxy)— (ax + by +ca)(ur +vy +ws)=o

ayant pour centre le foyer sineulier de la courbe, et la
y p 8 )

droite
ax + By +ys5=o0

¢tant 'unique bitangente de celle-ci.
La courbe considérée passera par les sommets du
triangle de référence. Sil'on a

u? Loov2 w2
A= — = —, v=—

a b c

Elle sera tangente aux cotés du triangle si 'équation
b[race + (bw —cv)2] y2
+becys[rbw —co)+2a(bw+cv)—a?]
+ ct[2abw + (bw — cv)?]s2= o,

et les deux autres équations obtcnues en permutant
circulairement, a, b, ¢, u, ¢, & sont carrés parfaits.
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Ces trois conditions équivalent aux suivantes :

a
bw + cv = =,
4
b
CU +-aw = —
4
C
av +~bu = -,
4
qui admelttent pour solutions
cosA cosB cos C
u = VA V= > = )
4 i 4

el I'équation de l'unique cartésienne circonscrite au
triangle de référence est

[i(ays — bxzs + cxy)
— (zcos\ + ycosB+zcosC)(ax+ by + c3z)]?

cos®B cos2C
+ 3 = 0.
b c

2
-(az+by+cz)3[xCO:lA -+

1° Points de contact de la courbe acec les cétés
du triangle.

Les droites joignant les sommets aux points de
contact situés sur les cotés opposés sont

by(a—+2c¢cosB)— cz(a—+2bcosC)=o,
(1) ¢ ¢z(b+2acosC)—ax(b—+2ccosA) =o,
az(c+2bcosA)—by(c +2acosB)=o0;

la premiére de ces droites passe visiblement par le
point

[o, (;—l -+ bcosC) sinC, <;—t +ccosB> sinB],

miliea du segment compris entre le milieu du coté BC
et le pied de la hauteur perpendiculaire a ce coté.
Donc : La cartésienne considérée touche les cétés
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du triangle ABC aux pieds des perpendiculaires
abaissées sur les cotés du centre du cercle des neuf
points.

Remarque. — Les droites (1) ne peuvent étre con-
courantes que si le triangle considéré est isoscéle.

2* Tangentes & la cartésienne aux sommets du
triangle donné.

Soit ¥ — %z = o la tangente a la courbe au poiat A;
pour déterminer X il suffit de former I’équation des
droites joignant le point B, aux points d’intersection
de cétte droite avec la courbe et d’écrive que celle
équation est divisible par z2.

Il vient

c(c+2bcosA )2k +b(b+2ccosA)=o0,
la tangente est par conséquent

%(c—kzb CosA )2+ ;(b+ 2¢cosA)=o.

La droite joignant les points de contact de la courbe
avec les colés CA et AB a pour équation

¢+ 2acosB czb+-zacosC
¢+ 2bcosA b + 2ccosA

—ax+by =0,

la paralléle & cette droite menée par A a pour équation

y(b+2ccosA)+ z(c+2bcosA) =o,

le faisceau formé par cetle droite et sa conjuguée par

rapport & CA, AB est

¥¥(b+2ccosA)—3z2(c +2bcosA)2=o;

le faisceau inverse

22(b+ 2ccosA)— y2(c+2bcosA)2=o0,
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" et la polaire du point a 'infini sur BC (o, %, — %) estla
tangente a la carlésienne en A.

Donc: La tangente en A a la cartésienne est la
médiane issue de A du triangle formé par BC et le
Saisceau inverse du faisceau formé par la paralléle
a la droite joignant les points de contact de la
courbe avec CA et AB et la conjuguée de celle-ci par
rapport a CA et AB.

3° Foyer singulier de la cartésienne. — On sail
que, comme l'a démontré M. Humbert, les diamétres
des cartésiennes sont perpendiculaires a leurs cordes
correspondantes et passent par le foyer singulier. Dans
le cas actuel, le foyer de la cartésienne sera par suite le
point de concours des perpendiculaires élevées aux
cOtés du triangle, au milieu des segments compris entre
le milieu de chaque c6té et son point de contact avec
la courbe. C’est visiblement lc milieu du segment com-
pris entre le centre O du cercle ABC et le centre O,, du
cercle des neuf points. Le foyer singulier est d’ailleurs
le centre du cercle

4(ayz +—bxz +cxy)
— (xcosA +ycosB+zcosC)(axr+by +c3z)=o0;

on vérifie facilement que c’est le point indiqué.

Le cercle précédent passe par les points d’intersec-
tion de la courbe avec la bitangente. La droite
zcos A + ycos B+ zcosC = o étant 'axe orthique du
triangle (axe radical du cercle circonscrit et du cercle
des neuf points), on voit que le cercle considéré fait
partie du faisceau déterminé par ces deux derniers.

Donc: Le foyer singulier de la cartésienne est le
milieu du segment compris entre les centres des
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cercles circonscrits et des neuf points et le cercle
ayant pour centre ce point et passant par les
contacts de la courbe avec la bitangente fait partie
du faisceau déterminé par ces deux cercles.

4° Bitangente de la cartésienne. — La bilangente
est la droite

x coszA y cos2B zc0s2C
. - _
a b c

Jest la droite coupant les c6tés du triangle, au
milicu des segments compris sur chacun d’eux entre le
pied de la hauteur perpendiculaire au c61é considéré
ct 'intersection de ce coté avec 'axe orthique. Clest
par suite, si I'on désigne par Hy, H,, H; les pieds des
hauteurs, le lieu des centres des coniques inscrites au
wriangle H, H, H; et tangentes & I'axe orthique, ou
encore le lien des centres des coniques conjuguées au
triangle ABC et tangentes & Paxe orthique. Parmi ces
derniéres il y a deux hyperboles équilateres dont les
centres sonl les points d'intersection du cercle ABC
avec la bitangente; ces hyperboles équilateres étant
inscrites au triangle H, H, Hy, leurs centres sont sur
le cercle conjugué au triangle H, H, H;, la bitangente
est pav suite 'axe radical du cercle ABC et du cercle
conjugué au triangle H, H, H,.

Remarque. — L'équation de la bitangente peut
s’écrire

x cos?A ycostB s cos2C
+ -+
a b c

QK

Yz L 5) = o:
+ 5+ 9R(az+by+c..) 0;
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elle est donc paralléle a-la droite joignant les points
d’intersection des cOtés avec les tangentes aux sommets
opposés au cercle ABC.

59 Point d’intersection de la cartésienne avec le
cercle circonscrit au triangle donné. — Les points
d’intersection situés a distance finie, du cercle circons-
crit et de la courbe sont sur la parabole

(x cosA + ycosB + zcosC)?

cos? A cos2B cos2C
—(ar+by+c3)(x 2 - =o,

parabole dont I'axe est paralléle & I'axe orthique du
triangle ABC; pour obtenir le quatriéme point D I'in-
tersection de la courbe, il suffit donc de mener par A
une droite AD, faisant avec Paxe orthique le méme
angle que BC et de prendre son intersection D avec le

cercle ABC.

Remarque. — La parabole considérée touche la
bitangente de la cartésienne, et ses quatre aulres

. ). . ..
points d’intersection avec cette derniére sont sur le
cercle des neuf points du triangle ABC.

Si I'on prend pour origine le foyer singulier de la
cartésienne et pour axe des z l'axe de la courbe, 1'é-
quation de celle-ci devient

(z2+yr—R22— k3 (x—a)=o.

Ou voit que la cartésienne est le lieu des points tels
que le rapport du carré de leur puissance par rapport
A un cercle fixe 4 leur distance & une droitc fixe est

constant,
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Nous allons calculer, pour la cartésienne inscrite et
circonscrite au triangle ABC, les trois paramétres de
grandeur p?, A3, d.

1° Calcul de p*. — Nous avons vu plus haut que le
cercle T' passant par les points d’intersection de la
courbe avec la bitangente et ayant pour centre le foyer
singulier F (milieu du segment compris entre le
centre O du cerele circonscrit et le centre O, du cercle
des neuf points) appartenait au faisceau formé par le
cercle circonscrit et le cercle des neuf points. Nous
aurons par conséquent, en désignant par R le rayon du
cercle circonserit,

o+ OF = 20,

d’autre part

— 2 2 2
3R1=30G + L&+

(G étant le centre de gravité de ABC) et
30G = 40F = OH
(H étant Porthocentre de ABC), d’ou

—
IR 16(;}'*‘ N a2—|—1;2+ cZ’

d’ou enfin

16p2= R2+ a2+ b2+ c2.

2° Calcul de k3. — k3 est égal au rapport changé
de signe du carré de la puissance = du sommet A par
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rapport au cercle T, a la distance de A & la bitangente

2 cos?A  ycostB  zcos:C
-+ —+ =0
a b c

L’équation du cercle T s’obtient en ajoutant membre
a membre les équations des cercles O et Oy ; il en résulte
que la puissance = est la demi-somme des puissances
de A par rapport aux cercles O et O, ou la demi-
puissance de A par rapport & O, c’est-a-dire

becosA
T = ———
4

La distance de A a la bitangente est

hy coszZA

ayP

h, étant la hauteur de ABC issue de A et P étant
égale &

8A:

cos*A cos*B costC

a? b2 2
2 cos2A cos2B cos2C a_ b b
- abe CcosA cosB cosC |’
d’on
b2¢c? cos?A ayP
3 =
Ko = 16 > T cosiA
_ arbrcr /P _ Rabc‘/F_
T T 328 T g’ .

reste a calculer \/P.
P= cos*A  cos*B  costC
- a? + b2 + c2

2 cos? A cos2B cos2C a b c \.
- abe (cosA + CosB T cosC)’
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or
a b c abe
cosA  cosB ' cosG  4R%cosA cosB cosC’
d’ou
I,__cos‘A cos*B  cos*C  cosA cosBcosC
T @ vr T T et T 2 R? ’
],__(/,Rz—a‘—')‘l C(4R2—B2) (fR2—c2)
= T6Rtar T TIGRi6T T 16Reel
(024 c2— a?) (a?+ c2— b?) (a2 —+ b2— c?)
16 R2a2b2e? ’
. 1 1 22 2 ) 2 2
P = e R (@b B et at o) [ R it
—16R2a2b2c?+ a2b2c2(a?+ b2+ c2)
4+ R2(a2=- b2+ c2)3);
ov

ar(b2+ ¢*— a?) + b a2+ 2 — 0?) + ¢2(a?+ b2 — c?)
=a2abc(a cosA + bcosB + ccosC)
=2(a?b?+ ac?+ b2c?) — @t — b —c*

=—(a?+ b2+ ¢?) + §(a2b+ b2 c2+ a2c?)

= 2abc <

= ’

R2

28 a2b?c?
r
d’oti

§R2(a202+ D2c2+ a?c?) = (a?+ b2+ c2)2R2+ a%b2c?;

en tenant comple de cette relation la valeur de P

devient
) p_Rg(a2+b2+c2)‘2—3a2bic‘l
= iRzazbict ’
d’ou
Kée VR2(a?+ b* 4 c*)2—3a%bic?

16

Calcul de d. — La longueur d est la distance du
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point F & la bitangente, le pointF a pour coordonnées

d’ou

d=

R
?[3 cosA + 2 cosBcosC],
R
—[3 cosB+ 2cosA cosC],
4

5[3 cosC + 2 cosBcosd];

2
zcos A 5[3 cosA + 2 cosB cosC]

a
‘/-‘—) >

R cass A cos A
d/F:-Z—[3E 2 +9cosAco<BcosCZ = ]‘

2

2

cos3 A i 2 [b’-&— c? - aq? atbe coqA]

a abce

2 4 R2
1 a?+ b2+ c? abce
 abe 2 4R

X (acosA + bcosB + ccosC),

a abe > SR+

cos*A | [aH— b2+ c? a?b=c=]
= =g ’

2 cosA cosB cos CZ cosA

=2 cosA cosB cosC <

a?-+ b4 c?
2abc

ar+ b+ c? (b1+cz-—a’)(n’+ci b?) (a? +b‘—-c’)

abe 8atbrc?

2 cos A cosB cos CZ cosA

_a*+bryc?

4(a’+ O+ ) {at b2+ brct+-ate?) —Batbrc?—(a+ b+ c’)'

abe 8a2brct
ou en remplacant

a2b2c?
4(ab?+ bc2+ alc?) par (a2 + b2+ c2)t 4 R’

A 2+ b2 2 '+ b+ c2—8R?
7cosAcosBcos,(,‘-zcog ad rc e i

abec - 8R2 ’

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XI. ( Septembre 1g11.) 27
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d’ou

— 2(2 2 02)2 ‘(a2 2 2) — 25202
d‘/P=RR(u—,—b—.—C)+4R(a+b+c) Sabc’

i 8R+abc

d’oul

de R2(a?—+ b2 c?)?— 3a?b2c?+ f R*(a?+ b2+ c?)
- 16R2 \/RY(a? 4 b2+ c?):— 3atbice

Nous voyons que les trois paramétres o2, A3, d s’ex-
priment en fonction de R2, a2+ 6%+ ¢2, a2 b2c?; nous
allons chercher i résoudre le probléme suivant :

LEeant donnée une cartésienne, déterminer les
triangles insciits et circonscrits.

Nous avons

— A3 R2(a?+ b<+c¢?) T . .
d= R Tl et ar+b?+ct=16p?— R?,

d’ott
— 13 - (1692— Rz)Rz.

4= oK< g

la valeur de R? est déterminée par I'équation
Re— 162 Rt — 64 dA3R?— 6§45 = o;

])Osons
R2= 40,

Péquation devient
03— {0202 — 4d k30 — kb = o,
la condition pour que P’équation
r r-pr:+qgqxr+r=o
ait ses trois racines réelles est

dq*—prq*+rl4p*—18pg +27r] < o,
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ce qui, dans le cas actuel, donne
(1) 27kS+16k3(18dp?—16d3) +16p*(pr— d?) < 0.
La cartésienne
(et —p—Kk¥(x—d)=o0
est 'enveloppe des cercles
Mik(z—d)+2)(22+ y2—pt) + k= o.

Les trois foyers simples de la courbe situés sur I'axe
s'obtiennent en écrivant que le rayon des cercles pré-
cédents est nul, ce qui donne ’équation

2
)\3+8%)\’+l6%;)\——8=0;

la condition pour que cette équalion ait ses trois racines
réelles est

27k8 4+ 16 k3 (18 dp?—16dB3) +16p4(pt—d2) < 0;

nous retrouvons l'inégalité (1).
Nous pouvons, par suite, énoncer la propriété sui-
vante :

Une cartésienne peut avoir siz triangles ¢ la fois
inscrits et circonscrits (deux a deux symétrigques
par rapport & Uazxe de la courbe) et la condition
nécessaire pour que ces six triangles soient réels est
que les trois foyers de la courbe soient réels.

Si I'équation donnant les valeurs de R? a ses racines
réelles, on voit, d’aprés le théoréme de Descartes, que
ces racines sont positives, leur somme étant égale a 162;
les valeurs correspondantes de a? + 6% 4- c? sont posi-
tives, mais il n'en est pas nécessairement de méme
pour les valeurs de a?b2c2. La condition énoncée plus
haut n’est donc pas sulffisante.
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Le probléme qui consiste & construire un triangle
connaissant le rayon du cercle circonscrit, la somme
des carrés des cdtés et la surface (ou le produit des
cOlés) n’est pas susceptible d’une solution géométrique;
par suite, étant donnés un triangle et la cartésienne
inscrite et circonscrite a celui-ci, il n’est pas possible

de déterminer les triangles jouissant de la méme pro-
priété.

Remargue. —- La courbe inverse de la cartésienne
4nscrite et circonscrite au triangle ABC (ce triangle
étant pris comme triangle de référence) estune courbe
du cinquiéme ordre admettant les points A, B, C etles
points cycliques comme points de rebroussement. Par
suite, étant donnés cinq points quelconques du plan,
il existe une courbe du cinquiéme ordre et une seule,
admeltant ces points comme points de rebroussement.
Je me propose d'énoncer les principales propriétés de
cetle courbe dans une étude ultérieure.



