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[M:9e]

SUR CERTAINES SURFACES GENERALISANT LA CHAINETTE
DE CORIOLIS;

Par M. E. TURRIERE.

1. L'une des formules les plus remarquables de la
théorie des surfaces, en coordonnées tangentielles, est
certainement celle qui donne 'expression de la somme
des rayons principaux de courbure R et R'; Uimpor-
tance de cette expression découle de sa forme linéaire
par rapport 4 la fonction qui individunalise la surface et
par rapport aux dérivées des deux premiers ordres de
celle fonction.

les axes sont rectangulaires; suivant les cas, suivant’
qu’il existe ou non une direction ou un axe privilégié
(un axe de révolution, par exemple), il y a lieu d’uti-
liser 'une ou l'autre des équations

X cosgcosy + Y cososiny + Zsino = w,

u(X—2Y)+o(X+2Y)+(uv —1)2 = (uv +1)w,

pour représenter le plan tangent. On a alors {'une ou
Pautre des expressions
o 1 2w

, ow
(1) R+R—25—lanb?-@+m+mmv

(2) R+R’=2m+(1+uv}1-d—z—3-
7 du oy
La seconde de ces expressions a été utilisée dans
I’étude de certaines classes de surfaces, telles que les
surfaces minima, les surfaces de M. Appeli et les sur-
faces de M. Goursat. Je vais appliquer les relations
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précédentes a une classe de surfaces qui généralisent
les surfaces minima et qui s'introduisent en cherchant
a étendre aux surfaces une propriété de la chainette de

Coriolis.

2. La chainette d’égale résistance de Coriolis est
caraclérisée par la propriété suivante : la projection de
tout rayon de courbure sur une direction fixe a une
longueur constante. En cherchant a étendre cette pro-
priété a des surfaces, on est conduit & se poser le pro-
bléme suivant : Soient C, C' les centres de courbure
principauzx en un point M d’une surface (S) et A le
milieu du segment CU'; déterminer les surfaces(S)
pour lesquelles le segment MA se projette sur une
direction fixe suivant un segment de longueur
constante.

Je prendrai 'axe OZ, appartenant a un systéme
d’axes orthogonaux Ozys et paralléle a la direction
considérée; je désignerai par f-j la projection constante
de MA sur OZ. R ct R’ étant les rayons de courbure
principaux, les surfaces (S) seront caractérisées par la

propriété
a
sing

R+ R ==+ .
Pour @ = o, les surfaces (S) se réduisent évidemment
aux surfaces minima.

Lorsque a est différent de zéro, il suffit de connaitre
une solution (S,) du probléme pour en déduire toutes
les autves, par une construction géoméirique fort
simple. Considérant, en effet, une surface quelconque
comme enveloppe du plan d’équation

P X +=pa2y +p33 =,

ou py, pa, ps désignent les cosinus directeurs de lanor-
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male au point de contact M avec la surface et ot &
désigne la distance de I'origine des coordonnées O au
plan tangent en M, soit w, la fonction relative & la
solution particuliére (S,) supposée connue; soit de
méme w, la fonction w relative & la surface minima
générale (S,). Dans ces conditions, il est évident que
la solution w la plus générale du probléme posé est
donnée par la formule

T = w)+ @,

qui s'interpréte immédiatement : soient (), (Z,), (Z,)
les podaires de la surface générale cherchée (S), de la
surface particuliére (S, ) et de la surface minima géné-
rale (S;), par rapport au point O; soient w, oy Pt
trois points correspondants, respectivement sur (),
(Z0), (21), et alignés avec O; la relation précédente
exprime qu’on a

O:J.:O}l.o—l—qu,

d’oli la construction de p connaissant u, et u, (*).
3. La solution particuliére (s,) peut étre obtenue de
plusieurs maniéres. On peut tout d’abord chercher les

surfaces (S) qui sont de révolution autour de OZ.
Posons

I’équation aux dérivées partielles du second ordre des

(') La méthode précédente est générale et s’appliquerait au cas
ou le segment MA serait une fonction quelconque et donnée des
cosinus directeurs p,, p,, p;.
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surfaces (S) élant, en coordonnées ordinaires,
3) a(rt + s?*) =r(1+ q*y—2pgs + t(1 + p?),

la fonction f doit satisfaire & la relation
d
W =) =Su+

celle-ci est une équation difféventielle du premier ordre,
qui est linéaire par rapport a la fonction g envisagée
comme étant une fonction inconnue de la variable f;

et celte équation linéaire

ar _ P a
ds = Ju- 7 i

admet pour intégrale générale
a  2A/1i+ 2
p=— + —t ",
v J
A désignant la constante arbitraive d’intégration; il en
résulte alors, pour 5, expression suivante

Vi f2+1\*
Z=L0g f“ ————a ’

Vi+ f2—1
a unc constante additive prés, qui peut évidemment
étre prise égale a zéro.

Pour la valeur zéro de a, les expressions précédentes

de p et de 5 conduisent aux relations
P

’ p=2Achn

I
f=—=
sh—

2/

s

dont la seconde représente bien la chaionette ordi-
naire.

Pour toute autre valeur de a, les expressions précé-
dentes de o et de z qui représentent la méridienne de
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la surface de révolution cherchée peuvent étre mises
sous diverses formes en prenant pour paramétre un
arc w ou un argument f liés a f par I'une ou 'autre des

relations
S =shab,

f=tangaw.

Mais ce qui importe surtout c’est d’obtenir une solu-
tion simple du probléme posé. Une solution de cette
nature s’obtient aisément en particularisant la constante
arbitraire A. En prenant A =o, on obtient la surface
engendrée par la courbe exponentielle

(4) —2=L08<——p>’

surface qui est homothétique a la surface

s = Logop;

1 L . .
en prenant A= ;a (ou —-z-a) on obtient aussi une
surface particuliérement simple; les expressions de p
et de 5 se réduisant en effet a
af
T ———— Y
1+ f241
z = aLog(\/1+f2+l),

P:

il vient, a une constante additive prés qu'il est permis
de négliger,

(5) —§=Log<l—-—p—2>,

a?

équation d’une surface homothétique a celle dont

Péquation est
3z = Log(1— p?).

4. La détermination des surfaces de révolution qui
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sont des solutions du probléme posé, peut étre égale-
ment effectuée en coordonnées tangentielles. Puisque
I'axe OZ est un axe de révolution, il y a lieu d’utiliser
la relation (1)
R-!—R’:Qm——langod—m +‘EE+ L (.)12;
T do do? cosg d¢2?

il s’agit de chercher les solutions & indépendantes de
la longitude ¢ de P'équation aux dérivées partielles
oblenue en écrivant

, a
R+~R=——:
Slll?
Je poseranr
w =sino. P,

® désignant une fonction de la seule variable o;
Pexpression de R + R’ devient pour une surface géné-
rale de révolution

1 d dd
6 R4+ R =———— —(sin2ocoso — };
(6) + sing coso do ? (Pdgo ’
Péquation différentielle du second ordre qu'il s’agit
d'intégrer est donc réductible a deux quadratures, qui
s’effectuent sans difficulté et donnent la relation

D = B+ Dy,
ou P'on pose

&)= — a Log(tanggo)

et o ®, représente la fonction ® relative au caté-
noide; pour solution particuliére (S,), on peut donc
prendre :

(7) wo=— a sin¢ Log(tange)

qui représente, & une translation prés, la surface (4),
précédemment obtenue.

5. Dans les deux paragraphes précédents, je me suis
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occupé de la détermination d’une surface (S) de révo-
lation. Mais il est possible de trouver des solutions
particuliéres du probléme par une méthode diffé-
rente.
Etant donnée I’équation, en coordonnées ordinaires,

r(1+q?) —a2pgs + t(1+ p?) =o,

des surfaces minima, Scherk a découvert la solusion
particuliére dépendant d’un paramétre A

cosAy

A2 —
(8) € cosAz

en cherchant une solution de la forme

3 = fonction de z + fonction de y.

La méme méthode appliquée a ’équation (3) conduit
également a des surfaces (S) remarquables. Posant,
en eftet,

s=X(z)+ Y(y),
cette ¢quation (3) donne

, I+ x'2 1+ y'2
(9) 7 -+ — =a,
r ¥y

aprés division par X" et Y’ : 'une des dérivées secondes
X", Y" ne peut étre nulle, car d’aprés 1’équation (3)
les deux dérivées sont nulles si I'une est supposée
I’étre, en se bornant en outre aux surfaces réelles;
supposer X’ et Y’ simultanément nulles conduit a une
surface dégénérée en un plan arbitraire.

Dans la relation (g), les variables sont séparées; on
doit donc poser, puisque les variables 2y sont indépen-

dantes,
1+ 22 I+ A
—— =a ’
z 2
1+ y'2 I—A
1yt i)

Y 2
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A désignant un paramétre arbitraire et constant; les
deux équations différentielles du second ordre précé-
deantes ont pour intégrales générales :

X=— a———-————(l‘+ )\)Log (cos 9,____(1--—1'0)) -+ Xy,

a(i+n)
y—— 2=y, (cos __U’_Z._)) Y,
2 a(t—X)

avec quatre constantes d’intégration zy, ¥, X, Yy,
qu’il est permis de prendre égales a zéro. La surface
(S,) ainsi déterminée, et dépendant du paramétre 4.
a donc pour équation :

a4+ 2z
—z= —2———Log [cosm]
—o—a('T_")Log [cos (| )]'

cette surface (S,) présente une particularité intéres-
sante : les lignes conjuguées x = const., y = const.
qui par translation engendrent la surface, sont des
chatnettes de Coriolis.

Les lignes asymptotiques et les lignes de plus grande
pente, I'axe O étant supposé vertical, sont immédia-
tement déterminables, les équations différentielles
correspondantes étant a variables séparées. Quant aux
lignes de courbure, leur équation n’est a variables
séparées que lorsque A prend la valeur zéro; la surface

(S) correspondante
23

_—— 2
e “ = cos—cos-;-},
a

présente la plus grande analogie avec la surface minima
de Scherk. Ces deux surfaces sont homothétiques aux
surfaces d'équations

‘ e~3= cosx X Ccosy,
(10) ‘ cosx
e = 5
( cosy
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les projections des lignes de plus grande pente de cha-
cune d’elles sont superposables aux projections des
lignes de niveau de 'autre.
Les lignes de courbure de la surface représentée
par I’équation (10) s'obliennent immédiatement, leur
équation différentielle étant -

dz? dy?

costz  costy’

il convient de remarquer que, puisque celle équation
différentielle ne contient pas de terme en dx dy, la
surface est intégrale particuliére d’une équation aux
dérivées partielles du second ordre

r(1+ q?) = t(1+ p?)

qui fut étudiée par Fuchs (') et ramenéc par lui & la

forme
02w Jw ow

2 A4 P) —s = — + —-
(2 +8) 5 0B~ 9a " OB
Pour terminer I'énumération des propriétés de la
surface (10), je ferai observer que cette surface rentre
dans la classe de surfaces d’équation

e cosx cosy = const,
qui apparliennent & un des premiers systémes triple-
orthogonaux connus : d’ot découle une nouvelle

méthode de délermination de ses lignes de cour-
bure.

6. Le probléme que je m’étais proposé au deuxiéme
que prop

(') Fucus, Integration der partiellen Differentialgleichung
ria+q})—t(1+pt)=o0
( Journal de Crelle, 1860). L’équation considérée par Fuchs est
celle des surfaces dont les tangentes principales sont, en projection

sur Ozy et en direction dans ce plan, symétriques par rapport
aux axes 0z,0y. :
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paragraphe est donc complétement résolu, puisque
j’ai obtenu diverses solutions particuliéres, dépendant
d’ailleurs de constantes arbitraires, ce qui n’était pas
nécessaire. 1l est possible de prendre pour la solution
particuliére (S,) 'une des surfaces simples et remar-
quables qui ont été signalées plus haut. Je choisirai,
par exemple, la solution (7); elle est susceptible d’étre
mise sous la forme
m:al——'ltv Jogllv—-l’
uy —+1 uy
qu'il est possible d’obtenir directement d’ailleurs &
partir de Pexpression (2). Pour éviter I'introduction
d’imaginaires dans ’équation des surfaces minima,
j'utiliserai les coordonnées u et ¢, et non les coordon-
nées ¢ et ¢. Dans ces conditions, I'équation générale
des surfaces (S) cherchées prend la forme
B_ w1y u—1 200U +uV)

— o +U'+V—
a uy +1 Vue uy +1

dans laquelle U («) et V (¢) désignent deux fonctions
arbitraires de chacune des variables u et ¢, et U, V’
leurs dérvivées.



