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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1579.
(1888, p. 112.)
Si les nombres positifs a,, as, as, ... sont tels que Uon
ait(a,— n) = a pour n infini, on aura également

n

%
. I e n); s
llmT (;) Vajaial... al = e

n
E. CEsaro.

SOLUTION,

Par M. G. PoLya.
Prenons

ay =1+ ry, Ay =12 4 Iy, ceey a,=n-+rp, cen

et nous avons a examiner l'expression

1N

7%(]%) {'/(1+1'1)(z+l',)"...(n—+—r,,)”

et , n I ra\? I

= —— /112235, . n" 1+ 2 (= 2) (1 2
’iq;“ [ 2 n
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Par hypothése
limr,=a,

. rp\”
lim 1+—£‘> = eq;
nl

on en conclut aisément :

lim \7(14— ’l—') <x—+— %’)2(1+ %)3--(14— —r;")”= e,
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Reste a prouver que la limite du premier facteur est 1.
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On remarque que
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et Pexposant devient
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Quand z est resserré dans l'intervalle ()\ : ! :;)
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En intégrant
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A=1 —1
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3 77  n—1 _1+log(n--1)
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devient nul pour » infini; nous n’avons qu’a chercher lalimite

de
. n
12<1+logl>l=_I<l+logvl.2.3,..n).
2 n/n 2 Y

Mais d’aprés la formule de Stirling

. 1.2.3...n
lim ————— = V2%,

e nyn

1.2.3...n ’\'/1.2.3.../1

lim ——————— =, limlogX—m——"— =—1.
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En rapprochant les extrémes

n
1

et -(1+|ov-——-"‘ 23 ")
H V_— H 2 ° n
15233 7 o =1.
lim oV 11223...n lime 1

2

n

C. Q. F. D,

Remarque. — En supposant f(x), f'(z), f'(x) continus,
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il est aisé de remarquer I'égalité

fim n{[ £ (552 )
—a

Dans la démonstration précédente on était obligé d’établir
la méme égalité par un calcul plus détaillé, parce que ces
conditions simples manquaient d’étre remplies.

Autre démonstration (1). — Soit f(z)une fonction telle que
JS"(x) converge vers zéro pour z infini, conservant le méme
signe, toujours diminuant en valeur absolue.

/“r/(x)dar = F (),

<o
F(n—(‘)—) =F(n)-——f(n) + 5 f(")
" 1 " e
mf“”‘uzz«f (»=3)-
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F(n——l)—o—lf(n—l)—;— 'I s f'(r—1)

” " e
3'23f(n—1)+,' S (n—1+ )

F(r)—F(n—1)— [ f(r—1)+ f(n)]

+ s ) = (= D) = = [ (= )+ [ ()]

- sl (e )= (-3)

(') Voir Cesaro, Lehrb. d. alg. Analysis (p. 273), d’ou nous
avons empruntée la méthode suivie.
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Faisons n = 2,3, ..., n.

F(n)—F()— [ J/0) /() 4. f(n—1) +1 fin)]
+ sl W=7 Wl =575 5 SO +S )+
=)+ f(n)]
)
e

La série a droite converge, ayant des termes a signes alter-
nés et décroissants sans limite; c’est-a-dire, I'expression a
gauche a une limite finie et déterminée pour n infini. Posons

F(x)=§10g1'~14—‘—2, f(z)=zlogx,
Sf'(z) =1+ logx, f”(x)z;;, f(z)=— Lﬁ

En appliquant le résultat obtenu, il est facile de montrer
que

2 2
%logn——-’—t— - [[log|+210gz+3log3+...
4

+(n—1)log(n—1)+ %n logn]

n

tend vers zéro pour »n infini. C. Q. F. D.

1580.

(1888, p. 1r12.)

Si dans la question précédente, on fait

2
b, = ;((11—*— Ay+...+ap)

on a
n

Inm‘/—(—> Vb b2b3 .. bl = erarl,
n

E. CgsAra.



(382)

SOLUTION,
Par M. G. PoLya.

On fait
ay =1+ ry, Ay =2+ ry, ceey an=n-+r,,
2 2
bi=7(l+"i), b2=;(‘+2+"i+ri) ey

2
b,= ;(n+9.+...+n+r,+z'g+...+r,,),

ry+r
by=1+4+1+ 2r by=2+ 14272,

r+nreot+...+r,

bp=n-+1-+12
n

Comme dans la question précédente

n
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lim — (=) V6,6%03... 0"
nt 3 n
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n
i et nm
= lim n+’\/l'2 ...n
n?
n ry+ro+. . 4r,\"
I+ 2 1 2 n
. n
> lim (t+142r))...\ 1+—
N n
=l><el+2a.
1661.
(189%, p. 1.)

Démontrer que, si le rapport d’'un terme au terme pré—
cédent dans la succession a,, as, as, ... tend vers une limite
Jinie et déterminée k, on a, pour n croissant & l’infini,

n
M n LT Wy 13 .
lim ‘/ainazr- 1@in-s ... Al = ks,

Uy, U, Uy, ... €tant les termes d'une série convergente

quelconque dont la somme est 1.
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SOLUTION,
Par M. G. PoLya.
Posons
logay = ay, logas = a,, . loga, = ap, Cean

lima, = logk.
Le logarithme de I'expression donnée est

Ay Up—+ OgUp— 1+ A3Up_9g+...+Up_Ug—+ Ap Uy
n

_ (=) un+ (29—a3) (Un~+ Un-1)+...
n

+ (n—t— an) (Us+ Us+...+ Up)
n

- u,,(u,+ u2n+...+ u,,)'

Le second membre converge vers
g

Ag— Gy~ Ay Ag =0 Gy — Ay
n

lim Ly 4. .+ up)

N T T
=I|m—"—n-—’llm(u,+...—+—u,,)

=slogk. .
Je dis que le premier converge vers o; soit :

AZ|a,— | pour i=1,2,3, ...,
S2 Uy + Upa+.. .+ ug|=|sx —s;| pour i,k =1,2,3,4,...,
N un nombre entier choisi de maniére que

€

Jun—+ tnsr+ ... +uvl§z_A

pour i, v=N—+1,N—+2, N~+3,...; tous les trois nombres
existent, par hypothése. Le premier membre est donc plus
petit que
(N —1)AS i A(n—N) &
n n 2A

pour tous les n =N—+1, N+2, ...; alors on prendra n si
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grand qu’on ait
(N —1)AS



