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[A3c]

DISCUSSION DES EQUATIONS DE DEGRES 2, 3, 4, 5
AU POINT DE VUE DES RACINES MULTIPLES;

Par M. G. FONTENE.

PREMIERE PARTIE.

1. Semi-invariants. — Les seules fonctions des
coefficients qui figurent dans la discussion d’une équa-
tion algébrique entiére X = o0, au point de vue des
racines multiples, sont les semi-invariants (voir la
Note précédente). On doit supposer qu’on a fait choix
d’un systéme de semi-invariants fondamentaux.

2. Constantes de Sturm. — Parmi les expressions
qu’on peut construire avec les semi-invariants fon-
damentaux, les suivantes jouent un rdle important dans
la question des racines multiples; elles ne suffisent
d’ailleurs pas a la résoudre.

Cousidérons une équation de degré m, dont les ra-
cines sont a, B, Y, ...; nous désignons par Dy , la
somme des produits des carrés des différences des ra-
cines prises p 4 p; on aura par exemple

Dpjs=2(a =B (e =) (B—1)%
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Les quantités D sont en nombre m —1, depuis Dy »
ou X (a—f)? jusqu'a Dy qui est le produit des
carrés des différences des racines. L’équation aux car-
rés des différences des racines donnerait i considé-

m(m—ri) ., . . g ye
rer ———— quantités, moins 1ntéressantes d’ailleurs

que les quantités D.

Le produit D,y » est 2 un facteur numérique prés, po-
sitif ou négatif, le quotient du discriminant par a2(m=1),
a étant le coefficient de x™; on trouvera plus loin une
régle pour le signe de ce facteur.

D’une maniére générale, a des facteurs prés qui sont
ici sans importance, les quantités D sont les constantes
de Sturm, c’est-a-dire les coefficients des termes de
degré le plus élevé dans les polynomes de Sturm.

3. Usage de ces constantes. — Voici la part de
ces constantes dans la discussion.'

a.Silon a
(l) Dm,m # 0, :
I’équation n’a pas de racine multiple.

b. Si Pon suppose D m=o0, Péquation a une
racine double, soit «=@3; on a alors, pour former
Do, m_1, les m quantités

BB s .y
et Dy m_y se réduit a
2 < I(B—y)?(B—2)....
Si I'on suppose
(2) Dmm=0, Dmm-150, e

I'équation a simplement une racine deuble.
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¢. Si Ton suppose Dnmym_g, Dmym_1—0. deux des
m —1 quantités B, v,... sont]égales, soit qu'on ait
vy =2, auquel cas I’équation a deux racines doubles,
soit qu'on ait 8 =+, auquel cas I'équation a une ra-
cine triple. Dans les deux cas, on a, pour former
Dmym_2, m quantités ot 'on peut trouver seulement
m — 2 quantités distinctes, et D 5, m _, se réduit a un
produit unique affecté d’un coefficient numérique. Si
Pon suppose

(3) Dm,m= o, Dm,m—-t = 0, Dm,m»—? #Z 0,

I’équation a simplement deux racines doubles ou une
racine triple.

On peut continuer ainsi, jusqu’au cas ou, tous les D
étant nuls, I’équation a une racine dont I'ordre de mul-
tiplicité est m.

4. Insuffisance de ces constantes. — 1l restera a
distinguer le cas de deux racines doubles du cas d’une
racine triple, ...; on devra pour cela faire intervenir
autrement les semi-invariants.

8. Equation du deuxiéme degré. — Soit le poly-
nome
art+2bx +c;

oulre @, qui est un semi-invariant sans intérét, il
existe un invariant qui est le discriminant ac — b?
ou y:

_22

Dip=—37;

il y a une racine double si y est nul.

6. Equation, du troisiéme degré. — Soit le po-
lynome
ax¥+3bxi+-3cxr+d;
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les semi-invariants fondamentaux sont
a, y=ac—"bt §=a'd—3abc-+ 203

le discriminant se construit avec ces semi-invariants.

On a

Dy 3= ——;gf(a’d’-i-ziac*-—-ﬁabcd—f- 463d — 3 b1c?)

33
2@ ar)

et

~—a2Xx 3?2
Dap=—27—

Y5

la seconde expression du discriminant s’obtient di-

rectement sur le polynome U3+ 37U + 3, qui résalte

de la transformation U=az + b (Note précédente).
On a alors ce Tableau :

4Y3+ 980 pas de racine multiple,
34 8t=
v+ ° } une racine double,
¥ # 0
fy3+8t=o0 ; . .
une racine triple.
y=o
7. Equation du quatriéme degré. — Soit le po-

lynome
azt+ 4bxd3+ 6cxrr+ 4dz + e;

on utilise les semi-invariants
a, Y =ac—b?, 0= atd — 3abc + 263,

et les invariants

S = ae— 4bd +3c2,
T = ace + 2bcd — ad? — eb3— c3;

ces cinq quantités sont liées (Note précédente) par la
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relation

a2(yS — aT) = 4y3+ 32
On a

4%
Din= ?z";(s:— 27 T?),

_3><4!

Dys= T(ZYS —3aT),
— 3 x 42
Dia=—27—7

Mais ces quantités ne suffisent pas a la discus-
sion: & et S vont intervenir aytrement. Les conditions

S3—27T2=o, 2yS—3aT=o, Y # o,

relatives au cas de deux racines doubles ou d’une ra-
cine triple, donnent :

S$2(a?S —12y2%) = o;

on peut donc avoir

: S=o,
ou bien
2 3
S = IZ;{ ’ T=8—aY,’—, at(yS —aT) = 4v3,
d’our
3 =o,

d’aprés la relation écrite plus haut. Or, d’'une maniére
générale, la condition & = o exprime (pour une équa-
tion du 4° degré) que la somme de deux des racines est
égale a la somme des deux autres. L’hypothése 8 = o
correspond donc ici au cas de deux racines doubles et
ne convient pas au cas d’une racine triple; pour une
racine triple on a, dés lors,

S=o,
et la réciproque est exacte, car on ne peut avoir

S=o, dout T=o,
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puisque cela donnerait

Y =o.

On a ce Tableau :

S3—29T220  pas de racine multiple,

S3—29T2=
7 ® ' une racine double,
2yS —3aT #o
S3—27T?*=0 ) deux racines doubles ou une
2yS—3aT =0 racine triple, selon que &
Y#o ou S est égal a zéro,
S3—97T2=0

2YS—3aT =0 ) une racine quadruple.
r=o0

Il est facile de montrer qu’il y a deux racines doubles
pour
29SS —3aT =o, S=o, Y#o;

la condition 6 = o donne en effet, d’aprés la relation
qui a déja servi dans le calcul inverse,

a(yS —aT) = 4y3 ou atyS =12%3,
ou, avec 7540,

1292 8y
s=2L, T=a—73, St—a2yT2=o.
On remarquera que, avec S* — 27T? =o, on peut

avoir
$=o,

sans qu'il y ait deax racines doubles; les racines
peuvent étre a, @, & + k, a — h, aussi bien que «, «, B, 3,
pour que la somme de deux des racines soit égale i la
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somme des deux autres Il faut garder la condition

2YS —3aT =o.

8. Equation du cinquiéme degré. — Soit le poly-
nome
axb+5bxt+10cx3+10dx?+ S5ex + f;

on aura a utiliser les semi-invariants

a,

¥y =ac— b?,

S = ae — 4bd + 3 c?,

T = ace + 2bcd — ad? — eb?— c3,

Z =3a*df— 2a%e?— gabcf+ abde
+18acte—i12acd?+ 663 f —15b2ce +10b2a2,

Pinvariant
J = aft—10abef + facdf+16acer—12ade

+16b*df + gbrer —12bct f — 76 bede + 48 bd3
+48c3¢ — 3202d?2,

et enfin le discriminant. La fonction ¥ a moins de
termes que la fonction T — 52 indiquée également par
Salmon; je la désigne par T parce que, si I'on fait

a=o, 5b=ad, 1oc = 4%, e f=¢€,

elle se réduit (sauf un facteur numérique) a a'2§'.

Les constantes de Sturm ont été calculées par
M. Roberts (Quarterly Journal, 1. 1V, p. 155). Voici
leurs valeurs, a des facteurs prés qu’on peut négliger

1C1
D55 ou le discriminant, a*f*—+...,
Dy yJ —4SE + 8(83—27T?),

y

Ds,s 5¥8 —gaT,

¥

D;.g Y-

Sil’équation a deux racines doubles, exactement, on



(347)
peut étudier J, qui est un invariant, en supposant
que ces racines sont zéro et oo} on a ainsi

J=—32ctd? % 0.

Si Péquation a une racine triple, en la supposant
nulle ou infinie, on a J =o. (Salmon fait observer
que, si une équation de degré m a une racine multiple
d’ordre p, avec 2 p > m, tous les invariants sont nuls;
c’est ainsi que, pour I’équation du quatriéme degré,
on avait

S = o, T =o,
dans le cas d’une racine triple).

SiD; 5 et D; 4 sont nuls, il y a au moins une racine
triple; en supposant que cette racine soit zéro, ce qui
est permis au point de vue des semi-invariants, on a

S = 3¢t
selon qu’il y a une racine triple et une racine double,
ou une racine quadruple, on a
S#o ou S =o.

On a ce Tableau :

D; s %o pas de racine multiple,

D, §3=0 .
= ), une racine double,

D;, #o )

Dss=o0 deux racines doubles ou une

D;,=o0 racine triple, selon qu'on a

D;; o0 J#ooul=o,

Dss=o . .

D une racine double et une racine
5,6 = . .

Da’ triple, ou une racine quadruple,
53 =0 selon qu'on a S 20 ou S =o;

Ds2%o0

si tous les D sont nuls, on a une racine quintaple.
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La fonction
(2 +f—y—19),

avec 15 facteurs, s’annule dans le cas de deux racines
doubles et ne s’annule pas dans le cas d’une racine
triple; c’est un semi-invariant de poids égal a 15,
d’ordre égal a 12, contenant par exemple un terme
en a’f3. Pour le calculer, on chercherait la condition
qui exprime que la somme de deux racines est égale a
la somme des deux aulres; laracine restante étant celle
de I’équation
ar—m=o,

on exprimerait que, dans I'équation
X: .(az'—— m)=o,

la somme de deux racines est égale i la somme des
autres, ce qui donne

m3+3bm2+ (8ac — 5b62)m4-16atd — fjoabe + 2563 = o;

on éliminerait m entre cette relation et la relation

m
X (——) =o.
a
On aurait a écarter la solution parasite @ = o, a la-
quelle correspond la valeur

m=-—5b.

9. Remarque sur le signe du discriminant. —
Bien que ce signe soit ici sans importance, je rappelle
le fait suivant qui mériterait d’étre plus connu.

Appelons discriminant, et désignons par A, le quo-
tient par @ du résultant des équations X = o0, X'=o,
résultant dont le signe ne dépend pas de l'ordre dans
lequel on prend les différences des racines des deux
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équations. Ce résultat est, pour une équation du
quatriéme degré :

a 4b 6¢c 4d e o o
o a 4b 6¢c 4d e o
0o 0 a 4b 6c 4d e
a 3b 3¢ d o o |,
o a 3b 3¢c d o o
o o a 3b 3¢ d o
o o o a 3b 3c 3d

ou
a 4b 6¢ 4d e o o
o a 40 6¢ 4d e o
o o @ 4b 6¢c 4d e
o —b —3¢c —3d —e o o |,
o o —b —3¢c —3d —e o
o o o —b —3¢ —3d —e
o o o a 3b 3¢ 3d

etl’on en prend le quotient par a. Ce quotienl contient
un terme en a®e?, provenant de

o —e 0
o —e

a?x ,
o o —e
a o o o

et ce terme est @a®e3. D’une maniére générale, on aura
le terme a™g™, que m soit pair ou impair.
Le discriminant ainsi défini,

ac— b2, 3
1 3
addi+. .. ou —_'—-74—‘{—:
a
are’ +... ou S3— 27T,

est de signe contraire au produit des carrés des
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différences des racines pour un polynome.de degré
bk 2 ou 4k+3, tandis qu'il .dle méme signe
que ce produit pour un polyname du degré 4 k ou
4k + 1. (SaLmon, Algébre supérieure, p. 345; voir
ci-dessus les expressions des quantités D, », D, 3 d'une
part, D,,; d’autre part.)

Si, partant d’une équation du quatriéme degré, on
passe a une équation du troisiéme degré en faisant

a=o, 4b=a' 6c=30b, 4d =3¢, e=d.

on a

3, 1.,
S=—ZY, =-—-l-60,

=3 2 2
T a'?(a ),

S3— o7 T2= —_—4—?—3(4y'?+ 8'1) =

avec un signe —. ll en sera de méme chaque fois que
'on passera d’une équation de degré pair & I'équation
de degré immédiatement inférieur.

DEUXIEME PARTIE.
10. Je vais reprendre d’'une maniére différente I'étude
de I’équation du quatriéme degré
X =az*+ {bx3+ 6cx?+ fdxr 4+ =o0;
on obtiendra ici les expressions des racines multiples.

Le polynome dérivé du polynome X est 4X,,- en
posant )

On a
(1) aX =X,(az + b)+ R,

Xy=ax’+3bxr+ 3cx + d.

en posant

R =3(ac — b*)22+ 3(ad — bc)z 4+ ae — bd.
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On a ensuite
(2) 3(ac—562)*X; =R < [a(ac—b2)z +3b(ac—b?)

— a(ad —bc)] +aY,
en posant

Y =[2(ac—b?)S —3aT]z+ [(ad — bc)S —3bT].

11 faut alors distinguer deux cas; et c’est 1a un défaut
de la méthode, les deux cas n’élant pas distincts dans
le cas ou I’équation a simplement une racine double.

I. — ac—b2#o.

11. Pour que le polynome X ait une racine double
et une seule, il faut et il suffit que le polynome Y ait
une racine et que cette racine annule le poly-
nome R. Nous admettrons que le discriminant de X
est S3— 29 T*, et nous écrirons les conditions

S3—27T2= o,
2YS—3aT Zo.

12. Si Yon veut que le polynome X ait deux ra-
cines doubles ou une racine triple. il faut etil suffit que
les polynomes X et X, aient un plus grand commun
diviseur R du second degré, non carré ou carré par-
fait. Dans les deux cas le polynome Y doit étre identi-
quement nul, ce qui donne les conditions

S3—27T2=o,
2yS—3aT =o.

On en conelut comme précédemment
dxS=o.

On peat d’ailleurs observer qu’on a

aY = (298 —3aT)(az + b)+ 3S.



( 352)
Or le discriminant du polynome R, qui est bien du
second degré avec I’hypothése y £ o, est

¥S+3aT ou 378,
eu égard a la condition
29S8 —3aT =o.

On a donc le résultat suivant :

I 1—
Si—2Ti=o0 8 =o, deux racines double,
2yS —3aT =o S . -
dott 5%S=o =o, une racine triple:

il n’y a pas liea d’accompagner la condition 8 = o, de
U'inégalité S 5£ 0, car si 'on avait

8 =o, S =o, d’ou T =o,

on aurait
1 =o,

d’aprés une relation du n° 5.

Il. — ac—b2=o.
13. On a alors
R =3(ad — bc)x + (ae — bd),

et, d’aprés I'égalité (2), le polynome Y est le prodait
du polynome R par ad — bc; ona

3(ad — bc)r=2yS —3aT.

Il n’y a, par suite, rien de changé pour le cas d'une
racine double; l’inégali'té ,

ad—bec #o
ne différe pas de I'inégalité

2YS—3aT = o.
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Si I'on suppose ° : "

ad—bc =o,

il ne peut y avoir de racine multiple que si le poly-
nome R est identiquement nul, c’est-a-dire si 'ona

ae —bd = o;

le polynome X est alors divisible par sa dérivée, il a
une racine quadruple. La condition ad — bc = o équi-
vaut 24 2YS —3aT =o, qui se réduit d'ailleurs a
T = 0; comme on a ) '

aS=a(ae—bd)—3b(ad — bc),
la condition ae — bd = o équivaut & S = o, par suite a
S3— 97T = 0.

14. En rapprochant les résultats obtenus, on re-
trouve le Tableau du n°7.

13. Remarque I. — Lorsque le polynome X a ane
racine double unique, c’est laracine de’équation Y =o.
Or, le hessien du polynome X est

H = (ac— b)z*+ 2(ad — bec)xs+...;
considérons le covariant bien connu

25.H - 3T.X,
ou

[2(ac — b2)S —3aT]z*+ 4[(ad — bc)S — 36T |3+ . .;

sa dérivée troisi¢éme, divisée par 24, est précisément le
polynome Y. La racine double dua polynome X est donc

.

la racine du polynome - -

(28.H—=3T.X)"=o. ot
Ann. de Mathémat., §* série, t. XI. (Aodt 1911.) 20
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C’est qu’en effet le covariant ci-dessus est

TT‘,fz(ﬁ—-xv(ﬁ—ar(v—a)*(x— a)t;

quand le polynome X a une racine double «, ce cova-
riant se réduit &

-—at

192

X 2(a— ) (a—8)}(y —d)2(zx — a)-.

16. Remarque II. — Salmon observe que, dans le
cas de deux racines doubles, le polynome X et son
hessien ne différent que par un facteur constant; on a

donc pour ce cas
ac—b* ad—bc _ae+2bd—3c? be—cd
a Y 6¢c T ad
ce — d? 3T

- ¢ 2S”’

le covariant 2S.H — 3T.X est alors identiquement
nul.
Les conditions

2(ac — b2)S —3aT =o,
(ad—bc)S —3bT =0

expriment directement que le polynome Y est identi-
quement nul ; 'égalité

ac—b* ad—bc

a 2b

n’est pas autre chose que 8 = o. L’équation en I; déduite
de I'équation X = o rend campte des égalités

2(ce —d2)S —3eT =o,
(be—ed)S —3dT =o.

Dans le cas d’une racine triple , le hessien est a un
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facteur constant prés (2 — «)*. On a alors
S=o, T=o,

et le covariant 2S.H —3T. X est encore identique~
ment nul.

Si I'on se reporte a l'expression de ce covariant
donnée plus haut pour le cas d’une racine double, on
voit encore qu’il est identiquement nul pour y=3
(deux racines doubles) et pour @ =1 (une racine triple).

17. Remarque llI. — On aurait pu employer la
transformation U =ax + b, qui substitue au poly-
nome X le polynome

Ut~ 67y U2+ 48U + (@S — 3y2);
d’une part on aurait en
aY = (298 —3aT)U +8S;
d’autre part on aurait eu
a*R =3yU2+ 38U + (a2S — 39?),

dont le discriminant prend facilement la forme
vS+3aT.



