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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2155.

11901, p. 240.)

Il y a deux systémes de coniques ayant leurs foyers sur
une conique c et un contact double avec c; les coniques
du premier systéme enveloppent outre c le cercle sur
lequel se coupent les tangentes orthogonales de c; les
coniques de l'autre systéme enveloppent outre c les deux
directrices de c. (L. Krue.)

PREMIERE SOLUTION,

Par 'AUTEUR.

Il 'y a deux systémes de coniques passant par les foyers
d’une conique & et ayant un contact double avec k : les
cordes de contact du premier systéme sont les diamétres de &
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et aussi les diamétres des coniques de ce systéme; les cordes
de contact de I'autre systéme sont paralléles a I'axe focal de &
et aussi & I'axe focal des coniques de ce systéme. Donc : si
une conique a un contact double avec la conique donnée c et
ses foyers sur ¢, ces foyers sont les extrémités d’un diamétre
ou d’une corde paralléle a I'axe focal de c,

Soient O le centre, AA, et BB, deux diamétres de la

Fig. 1. Fig. 2.

¢ c

conique © avec la propriété que les tangentes aux points A, B
se coupent orthogonalement au point P.

Si A’ est le point symétrique de A par rapport a la tan-
gente BP, les trois points A, B, A’ sont en ligne droite et

AB+BA'= A,A'=20P;

donc OP est égal an demi-grand axe d’une conique «, ayant
ses foyers aux points A, A, et un contact double avec ¢ aux
points B, B;.

Donc, si 'on fait varier le diamétre A A,, les coniques u ou
les coniques du premier systéme enveloppent outre c le cercle
concentrique avec ¢ et de rayon OP.

Nous décrivons un cercle par les foyers F, Fy de la conique ¢
qui coupe ¢ aux couples de points G, G, et D, D; symétriques
a I'axe non focal de c.

Parce que les angles F;DC,, CDF sont égaux : la conique ¢
avec les foyers CC, et passant par le point D a un contact
double avec c aux points D, D,. Mais les deux quadrilatéres
inscriptibles DFCF, et D F G; Fy nous donnent

CD.FF,= DF.CF,+ DF,.CF,
C]D.FF1=DF.C|F1+DF1.C|F
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ou
(CD""C]D)FF]—"—'-DF(CF]"F C1F|)+ DFj(CF —J—CIF)
et, si 2a est I'axe focal de V'ellipse ¢, on a

»2a = CFy-- C,F; = CF - C;F = DF + DF,
et
a?
D +G,D = 42
’ ! FF,

Résultat analogue pour I'hyperbole c.

Done, les deux directrices de la conique c sont les tangentes
de la conique ¢ aux extrémités de I'axe focal. Alors toutes les
conigues ¢, ayant un contact double avec c et leurs fovers aux
extrémités des cordes paralléles a I'axe non focal de ¢, enve-
loppent outre ¢ les deux directrices de c.

Note. — Pour la parabole ¢, les deux systémes des coniques u
ct ¢ se confondent et leur enveloppe est la directrice de la
parabole.

DEUXIEME SOLUTION,

Par M. E.-N. BARISIEN,

Prenons comme conique C lellipse
(G) b2zt + aty?— a?b? = o.

On voit qu'il existe: 1°un systéme de coniques bitangentes
a G et concentriques & C; 2° un systéme de coniques bitan-
gentes a C et ayant leur centre sur I'un des axes de C. (Pour
que les foyers de ces derniéres coniques soient sui G, il faut
que leur centre soit sur I'axe non focal.)

Examinons donc ces deux systémes.

I. Coniques bitangentes et concentrigues a C. — L'équa-
tion générale d’une conique bitangente et concentrique a
Pellipse C est

Drt+ a2y — D+ Ny — ma)t=o,
ou

(1) (b24+Am?)xt+ (a*+ N)yt—amdzy —atbi=o.
On sait que, pour la conique générale

Azxi+2Bay -~ Cyr+2Dxr +2Ey +F =o,
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les équations qui donoent les foyers («, B) sont
(2) (B2—AC)(a?— f2) — 2(CD — BE)x
+2(AE—BDP)f —D?+ E2+ (A — C)F =o,
(3)  (B2—AGC)aB — (AE — BD)a
—(CD —BE)B — DE + BF =o.
Or, ici
A = b2+ Am?, B =— m), C=a?+ A,
D =o, E =o, F =—a2b2.

Les équations aux foyers deviennent donc

(4) [a2b?+ N(atm? + b2)] (a2 — f?) ‘
—[e?+ A(1 — m?)]a2b?= o,
(5) [a2b? + A(atm?+ b2)]aB — mAa?rb? = o.

Si les foyers sont sur C, on doit avoir, en outre,
(6) 0222+ a?32— a2b?=o.

Il faut éliminer a et f entre (4),(5) et (6)

De (4) et (6) on tire les valeurs de 22 et B2, qui, portées
dans (5), donnent une équation en A qui se réduit au premier
degré, et 'on a
N = — a*bt .

T (a?+b%) (atm?+ b*)

Cette valeur de ), portée dans (1), conduit a P'équation
ordonnée par rapport a m

(7) asmi[b6222+ (a?+ b2) (yr— b?)]
+ amatbtzy + bS[aty?+ (a?+ b?) (22— a?)] = o.

L’enveloppe est donc

(b2 + (a2 + b%) (32— 6]
x [a?yr+ (a?+ b?) (x2—a?)] — a?b?zx?y?= o

et s’écrit

(222 + aty?r— arb?) (xt+ y? — a?— b?) = o.
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On a donc bien pour enveloppe des coniques (1) I'ellipse G
et son cercle de Monge

(8) z?+ y2—a?— b2=o.

Remarque. — Si I'on calcule les longueurs des axes de

Pellipse (7), on retrouve pour le demi-axe focal y/a?b?, car
les sommets du grand axe sont situés sur le cercle (8). On
trouve pour le demi-petit axe

a*m? -+ b+
ab\/) ——
asm?—+ bt
Le lieu des sommets du petit axe est la quartique

(@22 + b2yt) (22 + y2) = a*a?+ bt y?

qui a pour aire (a2 b2— ab), différence des aires de G et
de son cercle de Monge.

1. Coniques bitangentes ¢ C et ayant leur centre sur le
petit axe de C. — 1.’équation générale de ces coniques est

bz —aryr— ahr+ u(y —h)2=o,
ou

(9) bz + (at+ p)yr--2kpy + phk2— atb2=o.
En faisant dans (2) et (3)

A = b2, B =o, C=a?+ u,
D=o, E=—-/\‘p., F:}z/;’—’——aﬂbz,

on a les équations aux foyers

(10) b2(a+ p) (a2 — (B2) + 262kl
— k24 (c?+ p) (ph?— a?d?) = o,
() 2[(ar+p)B—kp|=o,

auxquelles il faut adjoindre 1'équation (6).
De (11) on tire

. g — hp

! az+ u
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En portant dans (6), on a
ark? s
t_ g AW
=Y e p)?

Ces valeurs de a et B, portées dans (10), conduisent a

a?bt
BE aEL e
Cette valeur de u, portée dans (g), conduit a I’équation sui-
vante, ordonnée par rapport au paramétre variable &,

k2[c2(b2z? + aty?) — a*b?] +~ 2a2 btk y + bi (22— a?) = o.
De sorte que 'équation de ’enveloppe est
[c2 (6222 + a2 y?) — a*b2] (x*—a?) —a*biy?=0
(b2 + a?yr— a?b?) (ctz? — at) = o.

L’enveloppe comprend donc l'ellipse C et ses deux direc-
a?

trices x ==+ —.
c
Cas ou la conique G est une parabole. — Dans ce cas, les
deux systémes n’en forment plus qu'un seul, et 'enveloppe
comprend la parabole et sa directrice. De sorte qu'on a la
propriété suivante :

Les paraboles qui sont bitangentes & une parabole P et
ont leur foyer sur P, sont tangentes aussi a la directrice
de P.

Généralisation de la question. — 1. Si au lieu du cercle
de Monge de I'ellipse C, on considére un cercle quelconque
concentrique S,

(S) 2+ y*— R?2= o,

on trouve les propriétés suivantes :

S¢ Pon considére les coniques = qui sont bitangentes @
la fois a Uellipse C et a son cercle orthoptique S
1° Le lieu des foyers de = est Uellipse U

22 s
Uy PP—p T R—a®
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(Si R*=a + &2, c’est-a-dire si S est le cercle orthoptique
de C, I’ellipse U devient bien C.)

2° Le lieu des sommets du petit axe de T est la quar-
tique

(22 +y?) [(R*— b ) 2>+ (R?— a® ) y?]
= a?(R2— b?)22+ b2 (R2— a?) 32,

d’ou laire est

s = nR?— = \/(R*—a?)(R*— b2),

c’est-a-dire la différence des aires de S et de U.
3" Les directrices de T enveloppent l'ellipse V

(V) x?(R2— 0?) + y2(R?— a?) = R3,
qui, dans le cas de la question proposée, est
aﬂx’-q—Abzy‘l = (a?+ b2)2.

II. Si, au lieu des deux directrices de 'ellipse C, on consi-
dére deux droites D et D’ perpendiculaires au grand axe,
r =z=d,on a la propriété suivante :

Si lon considére les coniques qui sont bitangentes a la

Sfois a Uellipse C et aux droites D, D', le liew de leurs
Joyers est la conique

z? y? a?
- e = —
dz dr— a2 c?

a? .
Pour d = —» on retrouve Pellipse C.



