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GEVERALISATION D'UNE FORMULE DE LAPLACE
RELATIVE AUX PROBABILITES DES ERREURS ;

Parn M. LE uigvtensxt MONFRAIX,

Laplace a donné de la probabilité pour que la somme
des erreurs faites dans n observations soit numérique-

(') C. SERvals, La courbure et la torsion, etc., p. 4o.
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ment égale a x, la formule trés générale suivante :

> ;

2A = :—cdx/ cos(ax)da [z [rg(r)cos(ar)dx]n,

0 0

dans laquelle o(z) est la loi de probabilité des erreurs
dans une épreuve, z la limite positive de ces erreurs.
Pour la démonstration de cette formule et les consé-
quences intéressantes que l'on peut en tirer nous
renvoyons & un article de M. Hélie publié dans le
Mémorial de U Artillerie navale, t. 111, 1875.

Nous nous proposons dans ce qui va suivre de ré-
soudre le probléme plus général suivant :

Supposons que dans une mesure l’erreur soit la résul-
tante d’un trés grand nombre d’erreurs ayant respec-
tivement pour loi de probabilité

. P1(21)y 92(x2)s ..y, Gn(za),
et soient

Ty, X, ey Ip
leurs limites. Quelle est la probabilité pour que 'erreur
résultante soit numériquement égale ou inférieure & un
nombre donné?
Partageons les intervalles

— X1y, — T9T9y oy — T Tp
en intervalles partiels d’étendue &€ et considérons les
polynomes

my

«ul P
}J" (ekixdh 4 e-huadby o (ky db) dt;

Z,," (ekniadt - e—hniadt) o, (K, df)dE ;

1
my, my, ..., my sout des entiers tels que

my dt = xy, my dt = z,, cey my dt = z,.
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A des infiniment petits pres tels que

291(0) dt, 20s(0)dE, ..., 29.(0)dE,

ces polynomes ont respectivement pour valeur
xy

Xn
2 ¢i(z)cosaxrdr, ..., 2f ¢n(x) cosax dx.
0

0

Un terme quelconque de leur produit sera de la
forme

elodb+o,dbr . wondlling, (g, dE) di. . .0 (0, db) dE.
Or le produit
©1(oy df) di. . .pn(o, di) di
représente la probabilité du concours des erreurs
o, dt...s, dE,
et nous pourrons dire que la probabilité pour que

Perreur résultante ait une valeur donnée ldz est le

coeffticient de
eliads

dans le développement du produit des polynomes con-
sidérés.

Soit A ce coefficient; la probabilité d’une erreur
numériquement égale a /dE sera 2A. Ce développe-
ment sera de la forme

A(eliadi - ¢ Iz‘adE) + B(ep[a:(8+ e—pz‘allE) -+
Multiplions-le par

1tadt ~liod}
e da = cos(la df) da.

2

L’un des termes du produit sera A du, tous les autres
conserveront-la méme forme et, en intégrant par rap-
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porta zdeo a z

s> nous aurons

B

N

A%:f 'cos(ladi)di[w[ 9 (7)cos(az) dx
S 0 .

0
Xy Xy
><f f On(x)cos(az)dr |.
0 0

Si le nombre des erreurs composantes est trés grand,
{ aura une trés grande valeur et d§ étant infiniment
petit nous pourrons remplacer le produit indéter-
miné /d§ par z, de sorte que

2 *® ry A Th
2A = = d* cns(zr)da[;)" [ / f }
= [ Jy . !

o 0

expression d’ott I'on déduit la formule de Laplace sil’on
suppose que toutes les erreurs composantes suivent la
méme loi de probabilité.

Admettons que ces erreurs suivent la lo1 de Gauss
et posons

a
ola) = Zemww’, K==,
™

@ prenant les valeurs @y, a,, ..., @,. Nous aurons, en
appliquant une formule connue,

&

®
a - -3
2/ — e~ cos(ax)dr =e ¥
0 (Vs

Ct, par smle,
) 1
dx —1’2—

A== e ‘i cos(ax) da
™
0
et
x?

e 1
1 1 )
A =dr — —————— 2‘“1«

o TVEs
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1 W
F=2ar

A= L e—wxt gy,
s

Posons

nous aurons

Ceci nous montre que U'erreur résultante suit la lot
de Gauss (') et qu'on peut la considérer comme due
a une épreuve isolée dont la précision a est donnée par

1 > !
__2_2__2.
a aj

Reprenoans la relation

d.l' 3 ) Xy Xy R
A_T cos(aw)da[z f [ /0‘ l,

0 <0 0

la relation

elle représente la probabilité d’une erreur Lotale égale
a x, la probabilité d’une erreur totale numériquement

inférieure & & aura pour valeur

N L e Yy a, AdYy
ll:——j dz/ cos(a:r)da[z"/ [ / ]
T o . 0o o 0
. L . T by
ll:if Mdalz"f / / ]
T 0 * o o0 0

L.a somme des erreurs est nécessairement inférieure
ax,+ &3+ ...+ &, en valeur absolue; la probabilité
d’une erreur inférieure 4 Tz, est donc égale & 1 et nous

ou

(') Nous rappellerons que la démonstration directe de ce théo-
réme a ét¢ donnée par M. d’Ocagne ( Nouvelles Annales, 3¢ série,
t. XIV, 1895, p. 133).
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aurons

T f” Sina( &y + Ty—+.oc4 xy)
- = da
2 a

0
Qo b s dx |,
> [2[ $1(x) cos(ax) z]

Q désignant le produit des diverses intégrales. La seule
hypothése faite sur les fonctions ¢ est que

X
2[ o(x)yde =1,
Jo
on a en effet la certitude que 'une des erreurs est
numériquement inférieure a sa limite.
Nous poserons

2/ S(z)dx

S (x) étant une fonction quelconque continue entre o
et z. La relation ci-dessus deviendra

[‘ 'f,(m) cosax dr

-
T sma(Zy -+ o+ 2,) .
:/ ( | n daQ 0 ) .
o X
0

f ‘f,(.z')dx

0

<A

Si en particulier toutes les fonctions f, sont des
constantes, il restera

® sinaz, sinaz, sin;(z,+x,+...+$n)da L]
«o » == -3
A azy Az, o

dont l'intégrale

f“’ sinna (sinm)n n
A % F1 2

est un cas parliculier.



