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[M:6b]
SUR LA COURBURE .
DES BIQUADRATIQUES GAUCHES DE PREMIERE ESPECE;

Par M. C. SERVAIS,
Professeur a ’Université de Gand.

1. Soient MNPQ un quadrangle inscrit dans uue
conique £, ABC le triangle diagonal, A = (MN, PQ),
B=(MP,NQ), C=(MQ, NP); m la tangente au
point M; P, = (m,QP), Ny=(m,QN), A, =(m,CB),
Bi=(m,CA); a et b les droites AMN, BMP. Le
rayon de courbure ¢ de la conique I aun point M est
donné par la formule (*)

MN( MP] Sin([Lb)
Ny Py sin(ma)sin(mbh)

1
p=3
2

Sil'on désigne par Gy le point (m, AB) on a

(\]Vu\]C[):-—I, (MP,B,(I,):——!
ou

De ces égalités on déduit

SNy AB,
MN,.MP; ~ M\, . MB,’
par suite
5 — MA,.MB, sin(ab) .
T AyBy  sin(ma)sin(mb)

(') Semrvais, Sur la courbure des coniques et des cubiques
gauches ( Mémoires de l’Académie royale de Belgique, t.1,
1906 ).
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Une conique étant déterminée par un triangle
conjugué ABG, un point M et la tangente m, le
rayon de courbure en ce point est donné par la for-

mule
__ MA, MB, sin(ab)
T AyB,  sin(ma)sin(mb)

Ay, By désignent les points (m, CB), (m, CA); «, b
les droites MA, MB.

2. Une biquadratique gauche de premiére espéce
est déterminée par le tétraédre ABCD conjugué aux
yuadriques dont elle est I'intersection, un de secs
points M, et la tangente m; en ce point. Le plan
osculateur uy an point M de la courbe est le plan tan-
gent en M, & 'hyperboloide (H) conjugué au tétraédre
ABCD et ayant pour génératrice m,. Les arétes oppo-
sées AB et CD, AC et BD, AD et BC déterminent dans
le plan u, les <ommets opposés P et P,, Qet Q,,
R el R, d’un quadrilatére complet et les droites p et py,
g el ¢, r el rry projetant de M, les sommets P et Py,
Q et Q,, R et R, sont en involution. C’est une invo-
lution de tangentes conjugucées a I'hyperboloide (H);
par suite I'un des rayons doubles est la génératrice me,
ou la tangente a la biquadratique au point M.

3. Les cotés BC, CA, AB d’un triangle ABC sont
coupés par une transversale m issue du point M, aux
points Ay, By, G5 les sommets A, B, € sont projetés
de M suivant les droites a, b, ¢; on a

(MA,B,C,) = (mabe),
car si My est le point (BC, AM) on a
(MA;B;Cy) =(M;A,CB) = (amcb) = (mabc).
4. Les faces BCD, ACD, ABD, ABC déterminent
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sur la 1angente m, les points A, B,, C,, D, situés
respectivement sur Ry Q,, RQ, RQ,, R, Q; on désigne
par K, le point (m,, PP,); la propriété 3, appliquée
successivement aux triangles PP, Q, PP,Q, et a la
transversale m, issue du point M, donne

(mgppy) = (M KA, C)),
(mgp1p) = (MK, D,By).

D’aprés le n® 2, on a

(mgipp1) = (mqpyp),
donc
(M K;A,Cy) = (MK;D,By) = (K, M; B, Dy),

et le point K est le conjugué de M, dans I'involution
(A, B,, C,D,). On déduit de la la construction du
plan u,, osculatcur en M, a la biquadratique. On déter-
mine le conjugué K, du point M, dans V'involution
(A By, Gy Dy), la droite K, PP, issue de ce point K,
et s’appuyant sur les arétes opposées AB, CD du
tétraédre ABCD, est dans le plan osculateur cherché (*).

5. Le plan osculateur 11, coupe le cone de sommet D,
perspectif & la biquadratique, suivant une conique Z
tangente en M, a la droite m, el conjuguée au
triangle P, Q, R. Le rayon de courbure de cette
conique , qui est aussi celui de la biquadratique, es!
douné par la formule (n°1) :

_ M;ALM, B, sin(rqy)
- A By sin(myr)sin(m;qy)

Les droites r =M, R, ¢, =M, Q, sont les traces sur
le plan w, des plans M; AD, M, BD; on les désignera
pour la symétrie des notalions par @,, b,. Ainsi:

('y C. SERVAIS, Sur le complexe tétraédral ( Mathests, 3¢ séric,
t. IX, p. 7).
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Une biquadratique gauche de premiére espéce
étant déterminée par le tétraédre conjugué ABCD,
le point M, et la tangente m, en ce point, le rayon
de courbure au point M, de la courbe est donné par
la formule

_ M/ALM B, sin(a,; by)

! Ay By sin(m,a,)sin(nub,)’

les points A, B, sont les traces de la tangente m,,
sur les faces CDB, CDA du tétraédre; les droites
ai, b, sont les traces des plans MDA, M, DB sur le
plan osculateur p, alacourbe.

6. Le point M, détermine sur la biquadratique le
quadraple M,, My, My, M. A ce quadruple corres-
pond, dans ’homologic harmonique ayant pour centre
le point A et pour plan d’homologie BCD, le quadruple
M|, M;, M/, M;. Dans les homologies harmoniques :

(B, CDA), (C,DAB), (D, ABC,
on a les groupes de points correspondants :

(Mg, My, Mg, My),  (Mj, M, MY, M),
(My, My, Mg, My), (W, MG, M, MY ),
(Mg, My My, M), (W, M, MY, M),

La biquadratique gauche est projetée du point M
sur le plan u, suivaut une cabique plane; pour la faci-
lité les projections des points considérés seront indi-
quées par les notations de ces points. La tangente nt
a la biquadratique gauche au point M, rencontre les
tangenles m, my, my, mya laméme courbe aux points
M,, M,, M;, M,; par suite les points M,, My, M,, M,
de la cubique forment un quadruple sur cette courbe;
son tangentiel estla trace M| de m| sur le plan u,.
Cette trace est la projection du point M, de la biqua-
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dratique sur le plan p,. Les homologies considérées
plus haut montrent que les points M,, M;, M), M/ de
la biquadratique sont dans le plan ADM,; donc les
points M,, My, M| de la cubique plane sont sur la
droite @, intersection des plans i et ADM,; (n°5). De
méme les points M,, My, M}, de la cubique sont sur la
droite by, intersection des plans i et BDM,. Le rayon
de courbure de la cubique plane égal a celui de la
biquadratique est donc donné par la formule du n° 5.
Par suite :

Soient M\, M), M, M| un quadruple d’une
cubique plane, M, le point de la courbe ayant M,
pour tangentiel ; A,, B, les points d’intersection de
la tangente m, au point M, avec les tangentes auz

8 p 8
points M\, M5 a,, b, les droites M;M|, M{M;; le
rayon de courbure de la cubique au point M, est
donné par la formule

W AMB, sin(ay by)
v A B, sin(m,a,)sin(m,b,)'

7. Les quatre points My, M,, M;, M, de la cubique
formant un quadruple, le triangle M;M; M, est conju-
gué a la conique polaire du point M,. Le rayon de
courbure au point M, de cette conique est donn¢ par
la formule

. M;A; M B, sin(aqb;)
- A, B, sin(m,a,)sin(m,b,),

A,, B, sont les points (m,, MyM;) (m, My M,), a4, by
les droites M{\M M, M;M;M,. On sait que le rayon
de courbure p de la cubique au point M, est égal ala
moitié de p’; par suite :

Si My, My, M;, M est un quadruple d’une cubique
plane, le rayon de courbure de la courbe au point
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M, est donné par la formule

l “Az.MBg sin(a,[),)
2  A,B, sin(m,a,)sin(nub,)’

r’}__.

A,, B, sont les points de rencontre de latangente m,
au point M, avec les droites MoM,, My M, ; ay, b,
les droites M, M, M, M;.

8. Des n** 6 et 7 on déduit

,MA,.MB, _ M;A,MB,
’ AiBl - AZB2

Ainsi : Soient My, My, My, M, un quadruple d’une
cubigue plane; M, M}, M}, respectivement les points
(M, M, Mo M), (M, M,, M, M), (M, M,, M; M,);
A, B, les points de rencontre de la tangente m, au
point M, avec les tangentes aux points M|, M;; A,,
B, les points de rencontre de m, avec les droites
M,M;, Mo M, on a

,MA, MB, _ MA,.MB,
“TAB, T A.B,

9. Si (,, G, sont les points de rencontre de la tan-
gente m, avec la langente au point M et la droite
M, M, on a de méme

MA,.MC, _ MA,.MC,
ACr T AGC

On déduit des deux derniéres égalités
(MlAlBl Gi) = (MIA2B2C!)-

On peut établir autrement cette derniére propriété
et déterminer le second point double de la projectivité
déterminée par les trois couples de points A, A,, B, B,,
C, C;. Le tangentiel T du quadruple M|, M, M;, M
‘est le corésiduel du groupe M, M, M3, M, et le point
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M est le tangentiel du quadruple M; M, My M;. Les
coniques circonscrites au quadrangle M, M, M; M,
rencontrent la cubique en des couples de points EF
alignés sar T et la droite EF engendre un faisceau
projectif au faisceau de coniques. Parmi ces coniques
on considére les coniques dégénérées (M, M,, M, M;),
(M, M,, M, M;), (M, M,, M, M,), la conique tangente
a la cubique au point M, et celle qui passe par M.
Elles coupent une seconde fois la droite m, issue de M,
aux points A, By, Gy, M, M. Les rayons homologues
du faiscean (T) sont TM',, TM}, TM;, TM,, TM,; par
suite
(A{B,CyM; M, )X (A, B, Gy M, M),).

Soient My, My, My, M; un quadruple ayant pour
tangentiel M',; M\, M, M} les points (M, M, My, M;),
(M, M;, My M), (M{M,, M, My); A, B, Gy, Ay, By, Gy
les points de rencontre de la tangente M, M, res-
pectivement avec les tangentes aux points M, My,
M, et les droites My My, My M., My M,; on a

(AyB;C; MM, ) A (AyByCoM M),

10. La tangente m, au point M, de la biquadratique
gauche est une génératrice d’un hyperboloide (H) cir-
conscrit a la courbe: soient s une génératrice de méme
systeme que m,; M', P, Q trois points de la biquadra-
tique w', 2y, By les plans my M, ne, P, m,Q; P/, Q') les
traces de la droite My M’ sur les plans sP, sQ. On a

s(M{PM'Q)A m;(M; PM'Q)
ou
(M P'M Q')A (g2 ' By).

De cette égalité on déduit

MM MPLM,Q sin(a By)
sin(pyp') P'Q  sin(way)sin(uBy)
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Si I'on suppose que le point M’ se rapproche indéfini-
ment de M, a la limite on a

1 M P{.MQ, sin(ay B1)
3 Py Q, sin(y.,az,)sin(p,@,)’

v =

© est le rayon de torsion de la courbe au point M,;
Py, Q, les traces m, sur les plans sP, sQ.

11. Les points P et Q étant quelconques sur la
biquadratique, on peut leur substituer les points M/,
M, de la courbe situés respectivement sur les droites
AM,, BM, joignant le point M, aux sommets A, B du
tétraédre conjugué. A la droite PP, génératrice de (H)
il faudra substituer la génératrice analogueissue de M;
cette droite n’est autre que la tangente m| a la courbe
an point M/ ; elle correspond i la droite m, dans I'ho-
mologie harmonique (A, BCD), par conséquent le
point m, m) analogue a P, est le point A, =(m,, BCD).
De méme P'analogue de Q, est le pointB, =(m,, ACD);
quant aux plans m, M| et m, M} ils sont identiques a
my A el m, B. Par suite :

Une biquadratique gauche de premiére espéce
étant déterminée par le tétraédre conjugué ABCD,
le point My et la tangente m, en ce point, le rayon
de torsion au point M, de cette courbe est donné par
la formule
_ 1t MA M, By sin (2, B,)

T=3 g - H
3 A, B, sin(pyay)sin(py By)

les points A, B, sont les traces de la tangente m,
sur les faces CDB et CDA du tétraédre; les plans o,
By projettent de la tangente m, les sommets A, B;
ity est le plan osculateur a la courbe du point M.

12. Lemme.— SoientP,,M,,M,, P, les sommets d’un
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quadrilatére gauche; ay, p, o, 2, les plans P, Py M,,
P| 1\/[| Mg, 1\1. M2 ])27 M2 P2 p. ;yona

PyPy.M;M, sin(pqa)sin(pgas)
=M, P; .My P, sin(a;ay) sin(p, ps).

Seient m,; m,, fi, g1, a; les droites P, M,, P, M,,
P, Py, M{ M,, M, P,. Dans les triédres (g, a, m,), et
(fia,my), et les triangles P, P, M, et P.M, M, on a

sin(pyay)  sin(pyps) sin(pa2y)  sin(ajag)
sin(a, &)  sin(a,my) sin(fra,)  sin{maay)
sin( fia) _ M P sin(a; &) _ MyP,
sin(a,m;) PPy’ sin(mya;)  M{My’
donc

PPy My Mg sin(pryay)sin pyay)
= M; P, .M, P, sin(a ap) sin(p, ps).

13. Soient M,, M, deux points correspondants
d’une biguadratique gauche; les tangentes m,, m, en
ces points sont deux génératrices de méme systéme
d’une quadrique (H) circonscrite & la courbe. Les
rayons d’osculation p,, p; en ces points sont deux géné-
ratrices de l'autre systéme; si ¢ est une génératrice de
ce systéme, on désigne par Py, Q,, Py, Q, les points
My P2y My g, Mapy, Maq; par g, By, ko, %y B2y po les
plans (m2, pa), (72, g), (mep), (map), (ma 9), (ma pa);
par 7, el Ty les rayons de torsion de la biquadratique
anx points M, et M,. Cela étant on a (10)

M,P,;.M;Q;.M;P,.M,Q,
P1Qy.P,Q,
< sin(ayPy)sin(asBs) .
sin(uyay)sin{ g By) sin( ta2e) sin( e 3y)

9Ty Te =

Dansles quadrilatéres gauches P, M, M.P,, M,Q,Q.M,
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el p‘ Q| Qg Pg on a

[ PyPa My My sin (g o) sin( pas)
= M{P;.MyPysin(ajay)sin( g {ta),

(a) Q1Qz-M;M; sin(ayfy)sin(a,yBs)
= M;Q;.MyQ;sin(a;as) 5i“(plﬂz)y

’ PiPy.QQysin( ey By)sin(pafs)
=P1Q,. Py Qs sin(py 2) sin (34 8,);

par suite _ S
2 T
P,Pg MlQl'M2Q2
— ) ——2 T’
sin? (g uy) P;0Q,.PyQ,

9Ty T2 =

Ainsi : 8¢ my, py, T et ma, u., 7y désignent les
tangentes, les plans osculateurs et les rayons de
torsion d’une biguadratique gauche en deux points
correspondants M, et My; P, et Py les points my po,
my s Quy Qy les points d’appui sur my et m, d’une
sécante issue d'un point quelconque de la courbe,
ona

—_— 2 ——2
PPy M;Q,.MyQy

sin?( ity ) PtQi-PzQ;

91T =

14. Sila quadrique (H) est un paraboloide, on peut
supposer la génératrice ¢ 4 l'infini, on a dans cette
hypothése

PP,

R TH AT

Ainsi : Si les tangentes m, et my en deux points
correspondants d'une biquadratique gauche sont
des génératrices d’un paraboloide, on a la relation

———g
I O
9T1Te = ST0? (a1 pa)

15. Si les points correspondants M,, M, sont tels
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que le plan osculateur en 'un d’eux passe par l'autre,
onaPi=M, P,=M,; par suile

—_—
MM,

9T T = .——-—sinﬂ( T ) .

Donc : S¢ les points My, M, de la biquadratique
gauche sont tels que le plan osculateur en lun
d’eux passe par Uautre, on a

M, M,
sin?( g Pe)

91'1?2 =

16. Soient m,, p, =, latangente, le plan osculateur
et le rayon de torsion en un point M, d’une cubique
gauche; s, P, Q une sécante et deux points quelconques
de la courbe; P,, Q, les traces de m, sur le~ plans sP,,
sQy; oy, Byles plans my P, m, Q; ona

! M, P,.M,Q, sin(a; By)
3 PyQ;  sin(pyaq)sin(@ 8

T =

M-
)
On déduit de cette formule les théorémes suivants :

Simy, wy, 5 et my, e, ©s désignent les tangentes,
les plans osculateurs et les rayons de torsion d’une
cubique gauche en deuzx points quelconques M, et
M.; P, et P, lespoints my sy ms py 5 Qy,y Qo les points
d’appui sur my et my, d’'une droite issue d'un point

de la courbe arbitrairement choisi, on a

—_—2 —_—2 2
PiPy  M;Qi.M:Q,
sin2( py pe) _Pleu-l’zQi

91T =

Si les tangentes m, et m, sont des génératrices
d’un paraboloide circonscrit a la cubique gauche,

(') C. SErvais, Sur la courbure des coniques et des cubiques
gauches (Mémoires de l’Académie royale de Belgique, 1906, p. 12).
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ona

e PP,
95 = et )
17. Les égalités (a) du n° 13 permettent d’écrire la
valeur de I'expression 97, 1. sous la forme suivante
-
—
M, M, sin?(ay3y) sin?(asBs)

9Tt = sin? (ayay) sin?(jy By) sin2(pefa)’

on peut utiliser cette relation dans les n°* 13 et 16.

I8. Soient (C,) et (C,) deux courbes gauches quel-
conques, my, [y, Ty et my, o, T les tangentes, les
plans osculateurs et les rayons de torsion en deux
points My, M, situés respectivement sur (C,) et (Cs);
Py, Py les points m, po, mypi; Q, Q, deuxr points
quelconques pris respectivement sur m, et m.;
Uexpression _

PP Qi M,Q,

<

1:_,‘:—2 sin?( 1y 4s) Plel'l)"Q

5 ?
2
est projective.

Soient a,, 3, s, 3, les plans m, My, m, Q,, ma M,
my Q,; alafigure considérée correspond, dans une pro-
jectivité quelconque, une seconde figure dont les élé-
ments seront représentés par lesnotations des éléments
homologues de la premiére, mais accentuées. Pour les
courbes (C,) et (C}), (Cy) et (C,) ona (')

1 M,P,.M,Q, sin(ay B;)
1 P1Q; sin (o) sin( Py By)
_ 1 M{P,.M, Q) sin (& B)
B "—’1- Py Q) sin ()« ) sin () /1)’
1 MP,.M;Q, sin(asB2)
Ts P:Q, sin( g2y ) sin( s B2)
M, Py M Q, sin (), B))

A EA A Y (P R A

T

(') C. Strvas, La courbure et la torsion dans la collinéation et
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Ces égalités montrent que Iexpression

1 M;P{.M;Q,.M;P,.M,Q,
T1T2 Py1Q4.P2Q,
o sin(a; 8y)sin(aqPy)
sin( a2y ) Sin( ey ) sin (1 B1) sin (e Ba)

est projective.
D’apreés les égalités (a) du n® 13 'expression T peut
s’écrire
— 1! ﬁ: Ml_Qi-M Q?

Ty T SIin2( @y e) ml P, Q»
on a aussl
—2
1 MM, sin2(a;B)sin2(a;f,)

T=— —5 - : .
TiTe Sin2(2yas) sin2(y By) sin2(pB,)

Ces expressions sont donc projectives.
19. Si Pon suppose Q, et Q. a 'infini, T se réduita
P— ]
1 PP,
TiTay SIN2(y y)

Cette expression n’est donc pas altérée par une trans-
formation affine.

20. Si les plans osculateurs en M; et M, passent
respectivement par les points M, ¢t M, on a I =M,,
P,=M, et ’expression T se réduit a :

1 MM,
TyTe SINZ( g z)

(M)

Cette expression est donc projective.

la reciprocite (Mémoires in-8 de I’ Académie royale de Belgique,
1898, p. 7).

(') DEMoULIN, Sur la théorie generale des congruences recti-
lignes ( Comptes rendus, 1960, p. 1702).
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21. Soient M,, P,, Q, trois points quelconques
d’une génératrice m; d’une quadrique Z; p,, 2, 3, les
plans tangents en ces points; R,, R| les rayons de
courbure principaux de la surface X au point M;; on a

— ———2 .
M;P{. M, Q, sin?(a,; By)

RiR=— - -
T Pl('il sin?(eyaq) sin? (@ By)

(-

On déduit de cette formule, par les égalités (a) du
n° 13, les théorémes suivants :

Soient M, et M, deuxr points quelconques d’une
quadrique ¥; m, et a,, m, et a, les génératrices
passant par ces points; b une génératrice du systéme
(@i, as,...); Py Pay Qi Qq les points my as, mya,,
my b, myb; Ry et R, Ry et R les rayons de cour-
bure principauz auzx points M, et M,; el py les
plans tangents a Ten M, et M5 on a

R, R, . Ry R, sin*(jty a) = P; Py M—QM
P.Q Qi P, Q.

Si la quadrique 2 est un paraboloide, on a

—_—
Ry R .R2 R, sin*(pq2g) = PP,



