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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1945.

(1902, p. 575.)

Déterminer les complexes tels que le couple [ M, P |, formé
sur chaque droite par'le point central M de la corrélation
normale et par le plan P passant par cette droite et nor-
mal au plan central de cette corrélation, forme un groupe
de contact.

On entend par la que les points M peuvent étre distri-
bués sur une famille de surfaces telles que le plan tangent,
en chaque point M a la surface qui y passe, soit préci-
sément le plan P .- A. PeTor.

SOLUTION,

Par M. A. B.
Rappelons quelques notions relatives aux complexes li-

néaires et congruences de droites, qui sont bien connues et
qui rendront la solution immeédiate.



(284)

1o Etant donnée une droite D d’un complexe, il existe une
seule droite D’ du complexe, rencontrant D en un point M.
Soit P le plan limite formé par D’ et D.

Sur la droite D, les couples [M, P] forment une corrélation
anharmonique, dite corrélation normale du complexe.

2° Quand une congruence est formée de droites d’un
complexe, si, pour une droite D de la congruence, on déter-
mine les foyers F et Fy et les plans focaux correspondants P
et Py, les deux couples [F, P;] et [Fy, P] sont deux couples
de la corrélation normale du complexe.

Pour les surfaces focales de la congruence, le plan tangent
en F est Py et le plan tangent en Fy est P.

3° Considérons une droite D d'un complexe, un point M de D
et le plan P, relatif 2 un autre point M, de cette droite D.

Si les points tels que M peuvent étre distribués en une
famille de surfaces S, de fagon que la surface S qui passe
en M y admette le plan P; comme plan tangent, condition
d’Euler, les plans M, relatifs aux plans tels que P, pourront
a leur tour étre distribués en une famille de surfaces S;, de
maniére que la surface S; qui passe par M; y admette pour
plan tangent le plan P relatif a M.

En effet, les droites du complexe peuvent par hypothése (a
cause du probléme de Transon) étre distribuées en une
famille de congruences, dont les surfaces S sont les surfaces
focales d'unc série; les surfaces S; seront les surfaces focales
de l'autre série, et, eu égard a l'alternance des plans focaux
et des foyers, la proposition se trouve établie.

Appliquons ce résultat au complexe de 'énoncé. Pour lui,
les points M et M; sont le point central C et le point a l'infini
sur D; les plans P et P, correspondants sont rectangulaires.

Le complexe est formé par une famille de congruences de
normales, puisque les plans focaux de ces congruences sont
rectangulaires.

Comme un foyer est a I'infini et que les deux foyers sont les
centres de courbure de la surface a laquelle D est normale, la
surface lieu de C est développable.

Conclusion. — Le complexe est formé par les normales a une
famille de surfaces développables dépendant d’un paramétre.
La réciproque est facile 8 démontrer.
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2487.

(1910, p. 335.)

Démontrer, en partant de l’équation générale d’une
quadrique en coordonnées tétraédriques, que le rapport
des distances d’un point courant M auxr plans tangents
en deux points fixzes My et M est proportionnel au rapport
des distances du plan tangent en M aux deux points fixes
My et M, G. F.

SOLUTION,
Par M. THIE.
Soient
SX,Y,Z, T)y=0

I'équation de la quadrique, (&, y1, ...), (X2, Y2y ...),

(x, ¥, ...) les coordonnées respectives des points M;, M,
et M. L’équation du plan tangent en M, est
0
ﬂ[—\ e —CY + ..=o0,
[ oy

en posant comme d’habitude

of _0f(X,Y.Z,T)

S X= Y=yp...)
01‘1 X (\ Ty, e )

Si D; est la distance du point M a ce plan tangent, on a,
ky ne dépendant que du point My,

(o 9 )
D‘_Al<;z—‘;1l+0}/‘y+“‘ ,

on a aussi, avec une notation analogue

o af >
Dg = kg <-5;2' -+ E Yy + )
d’ou of
Dy _ ky 0y ’
D, ko Of z
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ou encore, en vertu d'une identité connue,

D,k ozt
D. "R,
ox

k
La fraction qui multiplie dans le second membre - ! est égale

ks
au rapport des distances des points M; et M, au plan tangent
en M, ce qui prouve la proposition énoncée.

Autre solution par M. BouvaisT.

2158.

(1910, p. 335.)

Soient AB une corde d’une hyperbole équilatére de
centre O et C le milieu de cette corde; M étant un point
de la courbe et P étant la projection de ce point sur la
corde AB, on a

TN

N N Pl
AB, AM + BA, BM =— 0OC, OP.
Cas o AB est un diamétre. G. F.
SOLUTION,

Par M. THIE.

Employons le signe de la congruence = pour indiquer que
deux angles sont égaux a un multiple prés de w. Si D est le
milieu de MB, les quatre points O, D, G, P sont, comme on
sait, sur un cercle, et 'on a

/\ /\
0C, 0P = DC, DP.

Soit M’ le symétrique du point M par rapport a AB. DC est
paralléele 8 MA et DP est paralléele a MB'. On a donc

DC, DP = MA, BM'= MA, AB + AB, BW

=— AB, MA — AB, BM = — AB, MA — BA, BM,
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d’ou finalement

PN
0GC, OP =— AB, MA — BA. BM,

ce qui est I'égalité a démontrer (en remplagant, pour plus de
généralité, le signe = par le signe =).

Si AB tend vers un diamétre, le point G tend vers le poiat O,
et OC tend vers le diamétre conjugué de AB. Quand le
point M varie sur I'hyperbole, le point P décrit AB, et le
second membre de I’égalité a une valeur constante. On a donc
dans ce cas

N P
AB, AM + BA, BM = const.

Cela veut dire que AM et BM font avec AB des angles dont
la somme est constante, et I'on en conclut immédiatement que
ces droites engendrent des faisceaux inversement égaux. C'est
un résultat bien conuu.

Autres solutions par MM. PARRoOD et BouvaisT.

2159.

(1910, p. 326.)

Démontrer que les foyers de toutes les hyperboles équi-
latéres d’un plan ayant un diamétre commun sont sur
une lemniscate. L. Krue.

SoLtTION,

Par M. PARrobD.

Soient O le centre, A une extrémité du diamétre commun
et F un foyer. Dans le triangle OAF, menons la hauteur AH
et désignons par p le coté OF et par w l'angle AOF; on a

2
OH2— AH? = 9;-,

donc )
p? = 2a?(costp —sin’¢),

p?=2a?cos2¢.

Autres solutions par MM. ABRAMESCU, BARISIEN, BouvaisT et KLua.
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2464.

(1910, p. 336.)

Une pyramide réguliére, de sommet S, a pour base un
rectangle ABCD. On considére le paraboloide de révolution
de sommet S qui passe par le cercle circonscrit au
rectangle ABCD et le parallélépipéde indéfini dont ce
rectangle est la section droite.

Démontrer que le solide commun & ces deux corps,
limité au plan de base de la pyramide, a un volume
double de celle-ci. M. p’OcsGNE.

SoLUTION,

Par M. Parrop.

Désignons par 2a, 25 et h les dimensions du rectangle et
la hauteur de la pyramide.
L’équation du paraboloide étant

Y+ 3t =px,
on a

at+ b2 = aph.

L’expression du volume commun est

A% =f+”d‘yf+h<h—y2+zz>dz:4hab—w'
e —b 2p 6p

Simplifions, il vient

2
V= 3 2a.20.h.



