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[N'1j]
SUR UN COMPLEXE DU QUATRIEME ORDRE:;
Par M. Emie TURRIERE,

. Dans les Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences de 1881 (t. XCLI, p. 446) et dans les Annales
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de U’Ecole Normale de 188g (1. VI, p. 381), M. Dar-
boux a é1é amené, a propos de la surface des ondes, a
étudier une congruence de droites remarquable : celle
qui est constituée par une droite dont trois points
déterminés sont assujetlis A rester dans lrois plans
rectangulaires.

A la suite de Dupin, qui avait établi que tout point
de la droite engendre un ellipsoide, diverses recherches
avaient été failes relativement au déplacement de cette
droite. M. Darboux démontra que la congruence est
une congruence de normales; 'une des surfaces paral-
leles auxquelles reste constamment normale la droite a
une définition géométrique simple : c'est le lieu du
milieu du segment formé par la projection du sommet
du triédre trirectangle et par la trace de la droite sur
une des trois faces de ce triédre. Les lignes de cour-
bure de cette surface sont algébriques.

Plus généralement, s'il existe deux relations entre
les longueurs des trois segments de la normale a une
surface compris entre le pied de cette normalc et les
traces sur trois plans rectangulaires, 'une de ces rela-
lions est nécessairement la suivante : les segments de
normale compris entre les trois plans ont des rapports
invariables.

Tels sont les résultats établis par M. Darboux. Vu
I'importance de la congruence de normales précédente,
je me suis proposé d’étudier le complexe des droites
surlesquelles deux plansrectangulairesinterceptent
un segment de longueur constante.

2. Je prendrai naturellement les deux plans pour
plans coordonnés d’intersection O z; soit2ala longueur
constante du segment qu'ils interceptent sur les rayons
du complexe. En prenant les équations d’une droite
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sous la forme

T—Ty Y=y 5—3,
x By’

on trouve immédiatement la relation

4a’=(pxo—ayo)"<$+ é -+ a%;—,—)

I'équation du complexe en coordonnées pliickériennes
Py P2y Psy Pus Ps €t pg est done

Pipr}

P2=.ia2 PR o ¥ o S
¢ Pi+pi+p}

Le complexe est du quatriéme ordre, résultat qu'il est
aisé de prévoir géométriquement. Les courbes planes
du complexe sont, en effel, des enveloppes de droites
sur lesquelles deux droites fixes, rectangulaires ou
obliques, interceptent des segments constants : ces
courbes sont, par conséquent, des hypocycloides a
quatre rebroussements ou des courbes paralléles d’hy-
pocycloides & quatre rebroussements (¢f. question 1391
des Nouvelles Annales, Lacuerre). Ces courbes étant
de la quatriéme classe, le complexe est bien du qua-
tri¢me ordre.

On peut d’ailleurs envisager les cones du complexe.
Soit M un point de I'espace; le cone du complexe de
sommet M a pour base dans le plan y = o, par exemple,
la 1race sur ce plan d’une surface conchoidale du
plan x = o0; cette courbe est du quatriéme degré et,
par conséquent, le complexe est du quatriéme ordre.

3. La détermination des surfaces dont les normales
appartiennent au complexe peut étre effectuée de plu-
sieurs fagons.

Le complexe est engendré par une translation arbi-
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traire paralléle 8 Oz d’une congruence de normales
connue : on se trouve donc dans le cas ot une famille
de surfaces non paralléles connue a pour normales des
droites du complexe. D’aprés un théoréme de M. Dar-
boux, on peut alors déterminer la surface la plus géné-
rale dont les normales appartiennent au complexe. Il
suffit de considérer’enveloppe d’une famillea un para-
métre de surfaces choisies arbitrairement parmi les sur-
faces connues et leurs surfaces paralléles.

Il est aisé de former 1'équation générale des sur-
faces précédentes en coordonnées tangentielles. En
considérant une surface quelconque comme enveloppe
du plan

2 cosp cosY + y coswsing + zsing =,

les coordonnées pliickériennes de la normale au point
de contact de ce plan sont

P1= €059 cosy,
Pp2= cosgsinyg,

p3=sino,
Jw . o]
PL= Esmz'g — WCOS'»‘( tango,
Ps=— %cosqa — 3—‘Z’~sin¢ tang ¢,
0w
Pe= oy’

D’aprés ces relations, les surfaces cherchées ne sont
autres que les surfaces intégrales de l'équation aux
dérivées partielles du premier ordre

== 2a cos?o cosy siny,

& F

c'est-a-dire les surfaces d’équation générale

& = @ cos? o cos?Y + P,
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dans laquelle ® représente une fonction arbitraive
de o©.

4. Comme application des formules précédentes il
est possible de vérifier le théoréme de M. Darboux sur
la congruence des droites dont Lrois points décrivent
les trois plans de coordonnées. Considérons les trois
complexes

PIpi—+pi+ pi)=Kipip},
py(pi+pi-+pi) =Kipipi,
ri(pt+pi+pi)=Kipipl;
écrivons que les trois équations
psiny — g cosdtango = K, sino cosgpsint,

— Y — gsind — K, si
pcosy —¢gsind tango = Ky sinv coso cost,

q = K3 cos2psiny cosy,

sont compatibles en p et ¢; la condition est
K;+ Ky + Kz=o,

et elle est bien remplie actuellement : elle n'est autre
que la relation algébrique entre les distances de trois
points en ligne droite. Moyennant cetle condition

on a
p =singcoso(K; sin?d — K, cos?d),

g =— (K, -+~ Ks)siny cosy cos?o;

entre ces expressions de p’et de g existe la relation
supplémentaire

9

)

51

= _-;'(Kl‘*‘ Ky)sin2osinay,

s
I
.Q«

. . les dérivé ow tz)md,
qui exprime que p et ¢ sont les enveesd—?- e E une

méme fonction :

w= %(1+cosch) [(K;+ Ky) cosad + (K; — Ky)] + const.

Ann. de Mathémat., 4o série, t. XI. (Mai 1911.) 14
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Telle est I'équation des surfaces paralléles orthogo-
nales aux droites de la congruence.

5. On peut encore appliquer au complexe précé-
dent
Pe=2dap, P2,
la méthode de Transon. Si de chaque point M de
Pespace on fait partir la droite de cosinus directeurs

, x / . x4 y2
=2, vy=—2, =/ =T,
a « a*

les projections du tourbillon du vecteur X, Y, Z sont

X Y
@T_‘d—.;:o‘

N 9Ly

P Y A
oz oX z
P PR YA

les lignes de tourbillon sont donc des cerclesd’axe O 35
les surfaces de tourbillon sont les surfaces de révolu-
tion autour de O z. Pour avoir la congruence de nor-
males la plus générale du complexe considéré, il
suffit donc de faire partir les droites (X, Y,Z) des
divers points d’une surface de révolution autour
de Oz. Lin faisant varier arbitrairement cette derniére
surface, on engendve toutes les congruences de nor-
males du complexe.

6. La transformation de droites que j'ai étndiée dans
les Voucelles Annales de 19og (p. 254) permer de
donner une autre définition géométrique du méme com-
plexe. Appliquons-lui la transformation de droites;
'équation du complexe transformé est

PaPe—P1Ps=2Q Py Pa;
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ce complexe est quadratique; il est possible de -lui
donner une définition remarquable ().

Considérons en effet deux droites A, A’ de I'espace.
Nous supposons que Oz soit la perpendiculaire com-
mune a A et &', que Oxy soit le plan équidistant de
ces droites el enfin que Ox et Oy soient bissectrices
de leurs directions. Cela revient a dire que nous pre-
nons pour équations des droites A et A’ :

() z=1, Yy = <xlangz,

(A") z=—1, y =—uatangua;
considérons le complexe linéaire
Apr+-Aspe+ Agps+ Ay py -+ Asps+ A ps= 0,

le plus général qui passe par A el A'. Les coordonnées
pliickériennes de ces deux droites étant

\) P1= €05, p2= sina, pP3=o0,
( .

[ p,=sinz, Ps=— €087, pe= 0,

() ( p1=cosa, Pa=— sina, p3=o0,

pi=sina, ps= cosa, Pe= 0.

on trouve pour conditions

(Aj— A;s)cosa + (Ay+ Ay)sina = o,
(Ag+ As)cosa+ (A, — Ap)sina = o;

(') La détermination des congruences de normales du complexe
transformé est immédiate ; ’équation a intégrer

do acospsin2y
dp ?

admet ponr intégrale générale
@ =asinpsin2 ¢+ T (),

W' étant la fonction arbitraire d’intégration.
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on peut donc poser

Aj= opsina, A,=o0cosa,

A,=—pcosa, A;=o0sinx,

o et o étant arbitraires; A; et Ag restent arbitraires.
Les équations de I'axe du complexe linéaire étant

A,+As_y—A5z _ A-z+ A,,z—-ABx - Ajz+ A,‘;Z‘——-AA.‘V

A, = As A,

H

les coordonnées pliickériennes p, pa, Psy Pi, Ps, po de
'axe sont hées par les relations

1\,—])5 — Ag—p.‘i — A3“"p6
P P2 Ps3

et des relations

A, =—p, tanga,
A= pacota;

il résulte que P'axe engendre le complexe

(ﬂ —£i> sing cosa +1=0;
P P2

d’ou le théoréme suivant : Le complexe des droites
surlesquellesdeux plans rectangulairesinterceptent
des segments de longueur constante peut étre consi-
déré comme correspondant au complexe lieu des axes
des complexes linéaires assujettis a passer par deux
droites données ().

7. La congruence des droites dont trois points sont

(') Dans le cas ou a est nul, les complexes considérés dégé-
nérent respectivement en le complexe linéaire spécial el en le com-
plexe des droites équidistantes des deux points [cf. mes articles
Sur une transformation de droites (1909), et Conséquences de
deux théorémes de M. Bricard sur les tangentes communes a
deux quadriques (1910)].
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assujettis & rester dans trois plans rectangulaires est
représentée par les équations

Po=Kip:ps, ps= Ky p3py, Pe= K3 pips,

compatibles pour K, + K, + K3 =o. Multiplions res-
pectivement les trois équations précédentes par p,,
P2y P3, puis par trois constantes A, B, Cet ajoutons; il
vient

A[)lpg-i— szpa—i— Cp3pe=p1p2p3(AK1+ BK2+ CK;),

3

il résulte de I’équation précédente que la congruence
de normales considérée au paragraphe 1 appartient aussi
a un complexe tétraédral; on peut prendre pour équa-
tion de ce complexe

(Ke— K3) p1po - (Ks— Ky) p2 ps + (Ky— Kq ) ps ps = 0.

La surface envisagée par M. Darboux jouit donc des
propriétés des surfaces dont les normales sont des
rayons du complexe tétraédral; elle peut, en particu-
lier, étre considérée comme une surface telle que, sur
chacune des faces du triédre trirectangle, les traces de
la normale et du plan tangent correspondant sont péle
et polaire par rapport a une certaine conique.



