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CONTINUANTS : APPLICATIONS A LA THEORIE DES NOMBRES ;
Par M. A. DELTOUR.
(Suite et fin) ().

TROISIEME PARTIE.

95. La considération des continuants fournit de
nouvelles démonstrations de certains théorémes relatifs
a la décomposition des nombres entiers en somme de
carrés.

Cet article contient deux de ces démonstrations : la
premiére se rapporte a la décomposition d’un nombre
premier de la forme 4/ +1 en une somme de deux
carrés (théoréme de Fermat); la seconde est celle de la
formule de Liouville qui sert a déterminer dans cer-

(1) Voir Nouy. Ann., 4° série, t. L et VIIL, 1908, p. %o, 172, 264,
AR et 535,
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tains cas le nombre des décompositions d’un nombre
donné €en une somme de Cal‘l‘és.

96. Démonstration du théoréme de Fermat relatif
ala décomposition d’un nombre premier p = 4h 41
en une somme de deux carrés. — Les formules indi-
quées au n° 41 montrent que :

1° Un continuant symétrique ( o, 2 )ayant un nombre

pair d’éléments entiers représente un nombre entier de
la forme x? -+ y*(xz,» premiers entre eux) et vice
versa;

2° Un continuant symétrique positif réduit (m,m,i)
ayant un nombre impair d’éléments 2 3 représente un
produit zy dont les facleurs sont > 1 et ne peut pas
représenter un nombre premier.

Cela posé, on sait que pour un nombre premier
p = 4h + 1, le nombre des conlinuants positifs réduits

de valeur p est " (50, Remarque 1°) et par consé-

2

quent pair.

Ces continuants sont symétriques ou non.

Dans ce dernier cas, I'un d’eux (f3) et son in-
verse (_6‘_) sont différents.

Lies continuants non symétriques se correspondent
ainsi deux a deux. Il y a donc un nombre pair de con-
linuants symétriques.

Or, le continuant (p) de résidu 1 est symétrique.
D’ailleurs, c’est évidemment le seul n’ayant qu'un
élément.

Il y a donc au moins un continuant symétrique de
valeur p dont le nombre d’éléments est Z2 et par
conséquent pair.

D’ou résulte

p=at+yh
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Il ne peut pas y en avoir deux. Car, soient Ry, R,
leurs résidus. Ceux-ci satisferaient, d’aprés la rela-
tion (VI) (n° 19), aux congruences

R}+1-=0 (mod p),

R -1~ 0 (modp),
d'on
R}—Rij=o0 (modp).

N . . . —_—1
ce qui est impossible puisque R, R, sont SE'T'

97. Le théorcme de Liouville, dont on trouvera plus
loin I'énoncé, se présentera comme une conséquence

oW

de la formule (1) du n® 3 :

(1 (o, Br=(a)(P)+ (%0,0) (L1,0)-

Pour le démontrer, il faut d’abord comparer celle-ci
aux diverses expressions d’un nombre positif donné N
de la forme

(1 N =ab+ a'b,

olt «, @' sont premiers entre eux, ainsi que b, 0', tous
ces nombres élant entiers positifs et différents de zéro.

A cet effet, nous supposerons que dans la for-
muale (I) tous les éléments sont positifs, le devnier
de () ou le premierde (3) pouvant seuls étre nuls.

98. Il s’agit de montrer que toute expression (1)
de N est identique & U'une de celles qui résultent de
Uapplication de la formule (1) a chacun des conti-
nuantsréduits (o, 3) de valeur N ainsi définis et vice
versa,

En effet, considérons d’abord l'ensemble de celles
olta>> a’etou, pourles valeurs particulicresa = a’' =1,
onab<d.

Gomme a, @' sont premiers entre eux, ainsi que b, 0/,
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toute égalité (1) est susceptible de s’identifier avec la
formule (I) en posant

(2)=a, (3)=0,
(10.1)=(l', (Bl.o)=b',
d’ou 1'on déduit
(%, 8)=N.

On satisfait a ces égalités en prenant pour () le

continuant positif court correspondant a la fraction
%, (n° 50); de méme pour (3) celui de fb{’ sib> b, ou
pour (B,,) celui de g-/ si b<< V', en faisant alors
(B)=1(0,810)- -

Dans le premier cas (b > '), le continuant («, ) est
positif réduit. Dans le second, le premier élément de
3 est zéro.

L’égalité (1) est donc toujours représentée, et d’une
seule facon, par la formule (I) dans laquelle (2, 8) est
un continuant réduit de valeur N ot le premier élé-
ment de (3) peut seul étre nul.

Draillears, & deux systémes diftérents de valeurs de
a, a'; b, b correspondent deux systémes distincts de
suites o, 3.

Inversement, en mettant un continuant positif réduit
de N sous I'une des formes («, 3), («,0,8,0), dans
lesquelles (), (8), (:,0) sont des continuants positifs,
la formule (I) représente évidemment une certaine
décomposition (1) de N.

En outre, quel que soit le continuant de N consi-
déré, a deux systémes différents de suites a, B ou
@, 34,0 correspondent deux systémes distincls de va-
leursde a, a'; b, &'.

On reproduit donc ces systémes de valeurs, c’est-a-
dire toutes les expressions (1) au moyen de la for-

,
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mule (1) appliquée de toutes les maniéres possibles a
chacun des continuants positifs réduits de N.

Remarque. — Pour former les différentes suites
partielles 2 qui correspondent 4 un continuant donné
de N, si n, n, désignent respectivement la somme des
éléments de (a) et celle des éléments du continuant, il
faut donner a n successivement toutes les valeurs de
Van, —i.

Exemple :

N=(2,1,3),
(2) =1(1), (2), (2,1), (2,1,1), (2,1,2).

Dans les conditions admises, Ie nombre des décom-
positionsde N sous laforme ab+a' b’ est doncZ(n,—1),

N

¥ se rapportant & tous les continnants positifs réduits

de N.

99. Lorsqu’on prend Uensemble des expressions (1)
pourlesquelles ona a << a' et b>b' pour a =a =1
au lieu de a>a et b<<b pour a=d =1, on
trouve un mode de représentation semblable.

1l suftit de remplacer («) par («, o) dans les formules.
Chacune des nouvelles expressions s’obtient, en eflet,
en permutant dans chacune des précédentes a avec a’
et b avec 0.

Ainst (2) (0, B) deviennent (2,0), (3); (), (B) de-
viennent (a, o), (o, B).

On voit d’ailleurs que le premier continuant («) est
(1) pour la série a > a' et (1, 0) pour la série a < a;
dans les deux cas, on a

a=a =1
ct
N=b+10'.

Pour (2) =(1),onaeneffeth << b et pour(a)=1(1,0),

b> 0.
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100. Représentation des expressions (1) du n° 97,
dans lesquelles on a

’

N=oam, ab =m', ab=m,
m, m', nd’ étant des nombres impairs.

En conservant la notation déja employée, 'ensemble
de ces expressions est représenté de la méme maniére
qu'aux n°* 98, 99 ; seulement, de tous les systémes de
suiles 2, 3, on ne retient que ceux dans lesquels (),
(%9,4), c'esl-a-dire a et @’ sont impairs. Cetle derniére
condition suffit d’aillears pour que (3), B, ,), c’est-a-
dire b, ¥, soient aussi impairs, puisque ces nombres
soul premiers enlre eux et que (2, ) est pair.

101. Dans ce mode de représentation, les nombres
impairs @, @' jouissent des trois propriétés suivantes :

1° St a,d et a,,d, sont deux couples consécutifs
de valeurs impaires,

a=(2), a=(a,9),

a'=(29,1), a\y=(a,%01)

correspondant & deux suites o, 20, d’un continuant
donné N = (a, 3)= (2,9, B') (n° 98, Remarque) et
tels que (a — a') et (ay— ) soient de méme signe,
on a

(2) a+a' =|a —al
2* Sia, a correspondent & la premiére suite x de
ce continuant, on a

2

(3) a—a =o.

3° 8i a, a' correspondent a la derniére suite o,
on a

(4) a—;—a':N.
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Pour démontrer la premiére, supposons d’abord
(a—d'), (a, — a, ) positifs.
Puisqu’on a
ay= (2, ?)

a’y = (a, 90,1),

le dernier élément de ¢ est diftérent de zéro; autre-
ment on aurait a, < a.
Cette suite peut donc s’écrire

?=(|yq’)l) ou CP:.(O,I,L‘{, l)»

suivant qu’elle commence ou non par un terme dif-
férent de zéro, la suite ¢4 contenant ou non des élé-
ments nuls.

On a ainsi dans le premier cas

ay=(a, 1,4, 1) =a(1, ¥, 1)+ a'(, 1),
ay= (2,1,4) = a(,¥) +a'(y)

et, dansle second cas, des expressions analogues.

Pour que les deux couples a,a’ et a,,a, soient
consécutifs, il faut prendre pour ¢ la suite la plus
réduite qui donne pour a,,a) des valeurs impaires.
Comme on le voil facilement, c’est celle ou ¢ ne con-
lient qu’un seul élément k2 o.

On a alors soit

=1,k 1)
et
ay=a(k—+2)+a(k-+r1),
a\=alk+1)+ak;
soit
?=1(0,1,A, 1)
et

ay =a(k+1)-+a'(k+2),
ay= ak +a'(k-+1),

relations d'ou résulte

a+a'=a—a,.
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En particulier, lorsque £ =0, (p) devient (2) ou
(0,2).
Démonstration analogue lorsqu’on suppose (a — a')
et (@ — a,) négatifs, en remplacant dans les expres-
sions précédentes

(L, 1) par (1,4,1,0)
ou

(o,1,¢,1) par (o,1,¢,1,0).
On a donc, dans tous les cas,
a-+a=[a —a}].

La seconde proposition est évidente si 'on remarque
que le premier continuant partiel («) est (1) ou (1, 0)
pour lequel on a

a= (2) =1,

a'= (%) =1.

Pour démontrer la troisiéme, mettons le continuant
donné de N sous la forme (4, o0, 1).

Les nombres (1) et (), ) = (}, 0) sonl premiers avec
N=2m=(}, o, 1), par conséquent impairs, et repré-
sentent le dernier couple de valeurs a, @’ puisque A est
la derniére suite pouvant étre prise pour o.

On a dans 'expression de N correspondante

b=0b' =1,
et par suite
N=a+da.
102. Tutorime pE LiovviLie ('). — Soit m un

nombre positif impair tel que om =m' + m" (m',m"
positifs impairs); si l'on pose

S=2[f(d—d")—f(d+ad)],

(') Journal de Mathematiques pures et appliquées, 2° série,
t. III, 1858, p. 143.
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ote f est une fonction paire quelconque, d' un
diviseur de nm’', d' un diviseur de m", et ot X
s’étend, pour toutes les valeurs de m' et de m', a tous
les couples de diviseurs d', d’, on trouve

=Xd[f(o)—[f(2d)],

ot d parcourt tous les diviseurs de m.
En posant
m' =d'e', m'=d"e",
on a
am=de+de,
ond,d’ e, e peavent avoir des facteurs communs.

Pour ramener ces expressions au cas du n® 100, dé-
composons S en partieset désignons par S, , la somme
relative 4 tous les couples d', d” pour lesquels petg
sont respectivement les plus grands communs diviseurs
de d,d" et dec e

Occupons-nous d’abord de S, ,. Les égalités
am=d'e’ 4+ d'e" peuvent étre représentées, dans la
notation du n° 98, au moyen des continuants («, 3) de
am, puisque d',d” sont premiers entre eux, ainsi
que ¢, e".

Groupons les termes de S, , dont les couples &', d’
proviennent d’'un méme continuant (%, 2) et rangeons
ces termes dans 'ordre des suites 2 correspondantes,
comme aun® 98 (Remarque).

Soit T Pun de ces groupes.

Posons enlin T ="1"+ 1", les termes de T qu
composent chacune des parties T’, T” étant caractérisés
par le signe de (d' —d") ou par celul de ¢ —¢',
lorsque d' = d" =1 (n* 99).

Puis cherchons séparément les expressions de T’
et1”,

La somme

T'=2[f(d'—d")— f(d'+d")]
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des termes de T correspondant aux expressions (1),
pour lesquelles on a
d>ad"
ou
d=d =1 et e<e,

se réduit a

T = f(0) — f(am).

Soient, en effet, d', d" et d|, d, deux couples consé-
cutifs quelconques proveaant des deux continuants
partiels (a), (¢/) = (2, 9).

Le terme — f(d +d") est détruit par le suivant
Sf(d, —d}) acausede larelation (2) (n° 101). Restent
donc seulement les deux termes extrémes ou figurent
la différence des premiéres valeurs de d',d" et la
somme des derniéres qui sont connues par les rela-
tions (3) et (4) (n°101).

On trouve donc
T = f(o) — f(2m).

.a somme T” est ’ensemble des termes de T corres-
pondant aux expressions (1) pour lesquelles on a
dl< d//

ou
d=d =1 et e>e'.

Or, celles-ci se déduisent des précédentes, relatives
au groupe 'I’, en permutant les nombres d' et d’ et,
pour les premiers termes oi d' =d’=1, en permu-
tant e’ et ¢’

Par suite, la somme T” s’obtient en permutant dans
T les nombres d' et d’. Comme f est une fonction
paire, expression ne change pas.

On a donc
T =T'.
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La valeur de T est, par conséquent,
T =2T =2[ f(0o) —f(2m)].

Cette formule est indépendante du continuant (=, §3)
auquel se rapporte le groupe T.

Valeur de S,,,. — Pour trouver S, ,, il faut tora-
liser les sommes T relatives a tous les continuants ré-
e @ .
duits (o, 3) de 2m.

o R o(2m)
Elles ont méme valeur, et leur nombre est L——

(n* 350, Remarque).
On a donc
Sii=o(2m)[f(0)—f(2m)].

ValeurdeS, 4. — Pouruncouple de diviseurs &', d"
appartenant & S, 4, l'égalité am=d'e' + d'e", ol pg
est factenr commun dans le second membre, et par
conséquent diviseur de m, peut s’écrive

m d e d’
2 — = -+ —
PYq P9 P

e "
q

4 " ’

. .. e e
— — sonl premiers entre eux, ainslt que —, —-
I 4 q q9

On est donc ramené au cas de S, lorsqu’on rem-
m
place m par —.
P
On trouve encore les relations
(2') d+d=[d, —d],
pour deux couples consécutifs de diviseurs et
(3) d—d'=o,
1 f U an
(4") d+d= 7’

pour les couples extrémes.
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On déduit de la, comme pour S, ,,

bms() o= (2]

Valeur de S. — En faisant parcourir a p tous les

o . m
diviseurs de 77 restant constant, on a pour total

s = (32)]ror—r(22)]

Or, on sait que

On a donc
m

S¢(Spq) = q [f(o)—f(%)]'

. . . .m -
Puis, faisant parcourir & ¢ ou & 7 tous les diviseurs

d de m et ajoutant, on a finalement
S=2xd[f(o)—f(2d)].

Remarque. — Les raisonnements qui précédent
s'appliquent encore si, au lien de N:=2m, on fait
N = o2%m.

On trouve dans ce cas

S = oh-13d[ f(0) — f(24d)).

103. Rappelons maintenant comment la formule
de Liouville permet de déterminer le nombre de dé-
compositions d’un nombre donné 4m, m élant impair,
en une somme de quatre carrés impairs el de 8m en

une somme de huit carrés impairs.
d—1

On sait d’abord que Z(—1) * , ol le signe I s’ap-
plique a tous les diviseurs d de m, est égal au nombre
de décompositions de 2/m en une somme de deux car-
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vés impairs, en comptant comme distinctes celles qui
ne different que par 'ordre des termes.
Cela posé, soit

gm = X2+ Y24 Z24- T2,
Ces carrés étant impairs, on peut écrire

am' = X2+ Y2,
om"= 72+ T2,
d’our
im=oam +am’,
ou m, m', m” sont impairs.

Pour avoir toutes les décompositions de 4m, il suf-
fit d’avoir toutes celles de 2m’ et de 2m” pour toutes
les valeurs de m/ et de m".

Or, si dans la formule de Liouville on pose
J(z)=coszt, t étant une constante quelconque, on
trouve |'égalité

S[=sind'tEsind"t] = X[ dsin? dt],

et pour t—

~la

5 d'—1 d’—1
xl::(—x) Tx(—1) ? ]: sd.
d'—1
Dans celle-ci, £(—1) ?* , ou le signe Zs’applique a
tous les diviseurs d’' de m/, est égal au nombre de dé-

compositions de 2m’ en une somme de deux carrés
dr—1

impairs. De méme £(—1) * pour 2m".

La somme deleurs produits pour toutes les valeurs de
m' et de m" qui forme le premier membre est donc égal
au nombre de décompositions de 4m en une somme de
qualtre carrés impairs.

En désignant par Z,(m) la somme des puissances p
de tous les diviseurs de m, ce nombre est 2d ouZ, (m).
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Faisant ensuite successivement f(z) = z?* et x*, on
trouve
Z;(m)=S=Z,(n)Zi(2m—n)
et
Zs(m)=XZ(n)Ls(2m — n),

n variant, sous le signe I, de 14 2m—1.
De la premiére de ces égalités, on déduit, par un rai-
sonnement analogue au précédent, que le nombre 8m

se décompose en une somme de huit carrés impairs
de Zy( m) facons.



