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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[Ric] '
SUR LA « GEOMETRIE I)I;S FEUILLETS » DE M. RENE
DE SAUSSURE. ETEDE ANALYTIQUE;

Par M. R. BRICARD.

InTRODUCTION.

M. René de Saussure a abordé la Géométrie cinéma-
tique a un point de vue nouveau. Il considére la
multiplicité constituée par I'ensemble des positions,
dépendant de six paramétres, que peut prendre un
solide entiérement libre dans 'espace, et il étudie les
diverses formes existant dans cette multiplicité.

Si un solide est assujetti a des conditions, dont le
nombre peut varier de un a cing, l’ensemble de ses
positions constitue une forme a cing, quatre, trois,
deux ou un paramétres. C’est ce qu'il appelle respec-
tivement une pentasérie, une tétrasérie, une trisérie,
une bisérie ou une monosérie.

Une monosérie est donc en particulier I’ensemble,
simplement infini, des positions que prend un solide
assujetti a cinq conditions.

Les positions prises par un corps, dans un mouve-
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ment physique quelconque, forment toujours une
monosérie, parce qu’elles dépendent du temps, qui n’a
qu’une dimension.

C'est & cause de cetle importance physique des
monoséries que leur étude est en général considérée
comme essentielle. Les séries d’ordre supérieur appa-
raissent, avec les idées courantes, comme moins inté-
ressantes et de nature plus compliquée, parce qu'elles
correspondent & des fonctions contenant un nombre
de variables indépendantes de plus en plus considérable.
Au contraire, au point de vue de M. de Saussure, qui
classe les mouvements, non d’aprés le nombre des
paramétres dont ils dépendent, mais d’aprés le nombre
des conditions auxquelles est soumis le solide mobile,
une série doit étre considérée comme d’autant plus
simple que son rang est plus élevé.

C’est ainsi par exemple qu'en Géométrie ponctuelle
de l'espace, une courbe est plus simple qu’une surface,
si 'on introduit une représentation paramétrique. Une
surface est au contraire plus simple qu’une courbe, si
I'on a égard au nombre des conditions auxquelles sa-
uisfait un point de I’étre considéré : une surface a une
équation, unc courbe en a deux. De méme, en Géo-
métrie réglée, 'étude du complexe précéde celle de la
congruence, el I’étude de la congruence celle de la sur-
face réglée.

Tel est le point de vue original et fécond auquel
s’est placé M. de Saussure, et ses recherches ont abouti
ala constitution de la Géométrie des feuillets (*).

(') Voici la raison de cette dénominaticn : M. de Saussure, qui a
poursuivi ses ¢études par la voie synthétique, a substitué a la consi-
dération incommode d’un corps solide indefini celle d’une figure
dc nature aussi simple que possible, et dont la position une fois
connue détermine sans ambiguité celle d’un corps qu’on lui suppose
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Il a d’abord reconnu que dans cette Géométrie une
relation joue un réle primordial : c’est celle qui existe
entre deux positions telles qu’on puisse passer de 'une
a P'autre par une rotation simple. Les deux positions
sont alors dites réciprogues. Il a ensuite fait ressortir
I'importance de certaines séries particuliéres de posi-
tions, dites cous onne, couronoide et hypercouronoide,
qui définissent ce que l'auteur appelle rotation a 1,
2 et 3 paramétres, et enfin de la pentasérie linéaire
(le sens de cette épithéte apparailra par la suite)
constituée par 'ensemble des oo® positions réciproques
d’une position donnée. Les relations qui existent entre
ces diverses séiies ont amenc M. de Saussure a recon-
naitre une analogie remarquable entre la Géométrie des
feuillets et la Géométrie réglée, ainsi qu’a entrevoir
I'existence d’une pentasérie linéaire plus générale que
celle qu’il a définie et qui correspondrait au complexe
linéaire de droites (').

lie. Une telle figure est le feuullet, constitue par une droite orientee,
un point de cette dioite et un plan oriente qui la contient ( Op
voit que cette figure ne contient plus aucun parametre de grandeur )
Dans les developpements qui vont suivre, je suppose la figure hée
a un triedie turectangle Je dirar donc, au lieu de feuillet, triedre
ou encore position Il convient cependant de conserver a la Geo-
metrie des feuillets le nom que lui a donne son createur.

(') Voici les titres des principaux Memoires que M. de Saussure
a consacres a la Géometrie des feuillets

Cinematique des fluides Note patrue dans les Archives des
Sciences physiques et naturelles, Geneve, t V, 1898, p 497

Sur le mouvement le plus general d’un cor ps solide qui possede
deux degres de liberte autour d’un point fize ( Comptes rendus,
23 decembre 1gor).

Theorie geometrigue du mouvement des corps (Arch des
Sc ph. et nat., Geneve, 1go2 et 19o}).

La Geometi e des feuillets (Id., 1906)

(Ces deux dernieres etudes ont ete tirees a part sous forme de
brochures en vente a la hibrauie Kundig, Corraterie, Geneve.)
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Je me propose dans ce travail de reprendre les théo-
ries de M. de Saussure par la voie analytique. Voici les
résultats essentiels auxquels on parvient:

On peut représenter toute position d'un corps solide
par un systéme de huit coordonnées homogénes, liées
par une relation, et semblables aux six coordonnées
plickériennes d’une droite (*).

La condition de réciprocité de deux positions a la,
méme forme que les conditions de rencontie de deux
droites.

La Géométrie des feuillets est d’aprés cela entiérement
analogue & la Géométrie réglée (mutatis mutandis,
puisqu’on a affaire & deux coordonnées de plus). En
particulier, il existe une pentasérie linéaire générale,
correspondant au complexe hnéaire de dioites.

Tous les faits établis par M. de Saussure et ceux
quil a conjecturés avec tant de sagacite recoivent donc
une confirmation compléte.

La Geometiio folietara Articles en esperanto parus dans !'/nter-
nacia Scienca Revuo, Geneve, 1908 et 190g.

(Brochuie a part en vente chez hundig )

Je signale particulierement ce dernter tiavail, ou les 1decs de
I'auteur ont pris leur forme défimtive

Il a ete 1endu compte de la premiere Paitie de la Geometito
Solietara dans les Nouvelles Annales, 1909, p 422 Cette prenucie
Partie est consaciee a la Geometiie cinematique du plan, beaucoup
plus sunple naluirellement que celle de | espace Elle correspond a
la Geometiie ponctuelle de l'espace ct piesente ainsi un caractere
lineaire, tandis que la Geometrie cinematique de 'espace presente,
comme la Geometiie 1eglee, un caractue guadratique.

Je ne m’occuperar que de la Geometrie des feuillets de Vespace

(') Ces huit coordonnees se 1encontient deja, sous une forme
differente, dans un Memoire d’Olinde Rodrigues insere au Jous nal
de Liouville, t V, 1870 M Studjy les a retiouvees, en faisant usage
de lalgouithme des biquaternions, dans son important travail sur
les groupes des mouvements ( Mathematische Annalen, t X\\IX,
1891) Mais 1l ne me semble pas qu'on ait encore signale P’analogie
de ces coordonnées avec les coordonnees pluckeriennes de la droite,
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I. — CoORDONNEES D’'UN TRIEDRE TRIRECTANGLE.

Soient Oy )03, un triédre trirectangle fixe, Ozyz
un triédre trirectangle variable (de méme orientation
que le premier), avec lequel on suppose entrainée une
figure de grandeur constante. Pour fixer le tri¢dre Ozyz,
on peut se donner les coordonnées £, m, { du point O
et les neuf cosinus directeurs des axes Oz, Oy, Oz,
par rapport au triedre Oy 2, ¥ 3o-

Un premier progrés consiste a exprimer les neuf
cosinus directeurs en fonction de quatre paramétres
homogénes A, 1, v, p. On obtient ainsi des formules,
dites d’Euler ou d’Olinde Rodrigues, et doat I'uti-
lité dans les recherches cinématiques est bien connu.

Jécris seulement, pour mémoire, la premiére de ces
formules
AT—p2—y2p ot

(0/0\)~
cos(Vx, OyZ) = 55— 55>
)\2—1—"1.-'—}—‘/1—&— \52

Les paramétres A, @, v, p ont une signification ciné-
matique intéressante : les deux triedres Ogzoy,3, et
Oxyz étant de méme orientation, il existe un axe bien
déterminé Ogu tel que le premier triédre, tournant
autour de cet axe, soit amené i avoir ses aréles
paralléles & celles du second. Soient a, §, y les co-
sinus divecleurs de cet axe et § I'angle de la rotation
(Oou est un vecteur et I'angle § a un signe bien déter-
miné). On a

(1) A =t Y P (1.

asing [hr,in0 in 2
5 5 Ysins cos-—z—

(') Pour la démonstration de ces formules, voir les Lecons de
Cinématique de M. Kenigs, Note X, p. 464.



(6)
Si I'on suppose donnés A, u, v, p (non tous nuls) ces
formules et la relation

az 24 yr=1
déterminent, on le voit tout de suite, le systéme des
s 0 . \ NPT
quantités a, 8, y et tang— au signe pres, c’est-a-dire

deux axes de rotation opposés et deux angles de
rotation également opposés : ce qui se réduit évidem-
ment & une seuale rotation. ‘

X, 1, v, p sont quatre des coordonnées que je veux
introduire. Les quatre autres sont les quantités [,
m, n, p, définies par les formules

! =— \QE —vrn + HC,

m = —pn — N + ¥,
(2) —

n “‘PK_HE"*')"’N

p = N - un-+v.

1l existe visiblement entre les huit quantités |, m,
n, Py hy 1y v, p la relation

3) IN+=mp~+nv-+pp=o.

Inversement, donnons-nous huit quantités /, m, n,
Py A, 1, v, o liées entre elles par la relation (3), X, p,
v, o n’étant pas tous les trois nuls.

1l correspondra toujours a ce systéme une position
du triédre Ozyz, parfaitement déterminée.

En effet les quatre équations (2) en §, 0, { forment
en vertu de (3) un systéme compatible, et peuvent
toujours étre résolues d’une seule maniére par rapport
aces quatre quantités, parce que les quatre déterminants
de ces équations considérées trois a trois ont pour va-
leurs respectives, comme on le voit aisément,

—pU, AU, pU, U,
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en posant
U =2+ p24 viq 02,

et ne sont pas tous nuls, en vertu de I'hypothése faite
sur A, w, v, p-

En second lieu, comme on 1'a déja vu, la rotation qui
améne le triédre O,z ¥, 2, 4 avoir ses arétes parall¢les
acelles du triedre Ozys est également bien déterminée.

En résumé, on peut faire correspondre a toute
position du triédre Ozyz, et de facon biunivoque,
un systéme homogene de huit nombres I, m, n, p, },
W, v, o, liés entre eux par la relation (3). Ces huit
nombres seront dits les coordonnées du triédre Oxys.

II. — RfcrprocITE DE DEUX TRIEDRES.

Proposons-nous le probléme suivant :

Soient deux triédres, Ozys et O'z'y' s, de coor-
données respectives (I, m, ...,0) et ({,m/, ..., ¢').

Trouver la relation entre ces coordonnées, quit
exprime qu’il existe une rotation simple, amenan!
le premier triédre a coincider avec le second, c’est-
a-dire que les deux triédres sont réciproques, au
sens donné dans U’introduction.

Faisons intervenir pour un moment les coordon-
nées §, 1, et £, 7/, ' des points O et O' par rapport
a Opz4¥0%0. On ales formes (2) et les formules ana-
logues

ll —_—— PIE,_V,"]I_'-MIC,,
7 e KTV
n = _~‘DC_~P.IEI+)\I"‘I,
PI — )‘!El_‘_ p./_nr_’_vlcy.

Soient Xy, gy, vy, ¢1 les paramétres d’une rotation R,
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d’axe Ou,, qui améne le triedre Ozyz a avoir ses
arétes paralleles & celles de O’'2’y'z'. En général un
mouvement hélicoidal, d’axe paralléle & Ou,, est né-
cessaire pour amener Ozyz a coincider avec O'z'y' 7/,
et la translation qui entre dans ce mouvement a pour
valeur la projection du segment OO’ sur Ou,. Pour que
le mouvement hélicoidal se réduise & une rotation, il
faut et il suffit que cette projection soit nulle, c’est-
a-dire que OO’ soit perpendiculaire 3 Ou,, ce qui se
traduit par la relation

(%) ME=E)+ O —n")+v(G—C)=o.

Il reste a calculer Ay, p, et v,.

Appelons R la rotation de paramétres A, p, v, p et R’
la rotation de paramétres X', u/, v, p'. R, peut étre
considérée comme étlant le produit des deux rotations
R~1 et R, effectuées dans I'ordreindiqué. En effet R,
rotation inverse de R, améne Ozyz a avoir ses axes
paralléles a ceux de O,z,y,32,, et R’ améne ce dernier
triédre a avoir ses axes paralléles & ceux de O'z'y's.

On a donc symboliquement

R, = R-1.R'".
Remarquons que R™* a pour paramétres
)‘) B vy, — 8

comme cela résulte tout de suite des formules (1), ou
I'on change le signe de 8.

Appliquons maintenant un résultat connu de la
théorie des quaternions (') : considérons les trois

(') Pour cette application de la méthode des quaternions a la
composition des rotations, consulter la note X déja citée du Traite
de Cinématique de M. Kcenigs.
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quaternions
s=—p +A +pJ +vk,
s'= o'+ Ni+ )+ vk
si= o1+ M+ pyJ + vk,

ol Z, j, k sont les unités satisfaisant aux relations

12.__12‘= k2=—1,

jk:—/nj:l:, ]\'i:—ik::j, ij:—ji:k.

On sait que la relation symboligue écrite plus
haut

R1 = R-1. R’
se traduit par [’identité

'

s;=:¢'s.
Développons les calculs : on a
Pr+MT—4+ ) +wk
= (o' +Ni+pj+VEk)(—o+h + pj+vk),

d’oti en effectuant le produit du second membre d’aprés
les régles connues, et en égalant séparément les parties
scalaires et les cofficients des trois unités,

pr=—pg — M —pp'—w,
hp== A — o\ 4+ v’ — v,
= up'— o+ N —v},
= vp' — v 4k — A

Substituant les valeurs précédentes de X, u,, v,
dans la relation (5), il vient

" — ol v — v )(E —E)
+ (pp'— o = W — ) (n — 7))
=Y N =) (=) =o,
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ce qui peut s'écrire
PO M+ +vE) +o( NE e+ VL)

4+ N (—pf — v + pl) + M— '8 — V7 + ')

4+ W(—pn — A +vE) + p(— o' — N +V'E)

4V (=l —pk )+ v (== W+ Ny) =o,
ou enfin, en tenant compte des formules (2) el (4),
(6) IN+ A+ mp' +pm'+nv+vn'+pp'+pp'=o.
Telle est la relation, remarquablement simple, expri-
mant la réciprocité de deux triédres.

11I. — An~avociE pE LA GEOMETRIE DES FEUILLETS
ET DE LA GEOMETRIE REGLEE.

On sait que, dans l'espace, on peut attribuer & une
droite six coordonnées homogénes [, m, n, A, u, v, dites
coordonnées pliickériennes, et liées par la relation

(%) I+ mup~+nv=o.
La rencontre de deux droites (I, m, ..., v) et
l,m/y ..., v') s’exprime par la condition
P p
(8) N+ A+ mp' +pm'+vn' 4+ nv' =o.

On voit que les relations (3) et (6) sont semblables
de formes aux rvelations (7) et (8), respectivement.

Cela suffit a élablir la parfaite analogie de la Géomé-
trie des feuillets et de la Géométrie réglée : au lieu de
droites, on considérera les positions d’un triédre tri-
rectangle, et la rencontre de deux droites sera rem-
placée parla réciprocité de deux positions. Onn’a donc
qu’a se guider sur la Géométrie réglée pour établir la
Géométrie des feuillets dans ses points essentiels. Seu-
lement, comme on a affaire a une multiplicité a six
paramétres, au lieu de quatre, on rencontrera dans la
nouvelle Géométrie une plus grande variété de formes.
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IV. — LA PENTASERIE LINEAIRE.

La premiére forme qui se présente en Géométrie
réglée est le complexe linéaire, ensemble des droites
dont les coordonnées satisfont & une relation linéaire.
Nous allons de méme chercher a étudier la pentasérie
linéaire, ensemble des triédres Ozyz dont les coor-

données satisfont & une relation
(9) Al-+Bm—+Cn—+Dp-+ 2k + Bu+ yv+3p = o,

ot A, B, C, D, «, 8, v, 3 sont des coefficients constants.
Remarquons en premier lieu que, si ces coefficients
satisfont i la relation

Ax +BB+Cy+D3d=o,

il existe un triédre de coordonnées «, B, y, 3, A, B, C, D
et I'équation (g) exprime que le triédre considéré
est réciproque a celui-la. On a donc un premier
exemple particulier de pentasérie linéaire, constituée
par 'ensemble des triédres qui sont réciproques a un
tricdre donné. Une telle pentasérie linéaire sera dite
spéciale, paranalogie avecle complexe linéaire spécial,
lieu des droites qui rencontrent une droite fixe.
Revenons au cas général. Si dans I'équation (g) on

remplace {, m, n, p par leurs valeurs (2), I’équation
devient

(10) (—Ap—By—Cp+DWEt+(—Bp+Ch—Av+Du)n
+(—Cp4+-Ap— Bh+ Dv){ + oA+ B +yv +8p =o.

On peut donner i celte équation une forme plus
simple. Soit, en eflet, Oyz}y, 3, le tri¢dre qu’on ob-
tient en soumettant le triédre Oy, 5, 4 la rotation



(12)
dont les paramétres sont
A, B, C, D.
On passera de O,z,y, 3, & Ozyz en composant les
deux rotations dont les paramétres sont
—A, —B, —-C, D et ooy, P
Les paramétreshy, iy, v4, 24 de cette nouvelle rotation

s’'obtiennent en développant la relation entre qua-
ternions

() pr+Mi+pj+nk
=(p+M+pj+vk)(D—Ai—Bj— Ck),

ce qui donne

M=—Ap+Bv —Cp+D),

(12) SH|=—BP+C)\—A\;+D%
’ "I|=—CQ+AI.&—B)\+DV,
pr=—Dpg+ AX+Bu+ Cv.

On voit que 7.,, uy, v, ne sont autres que les coef-
ficients de &, 7, { dans I'équation (10). Cette derniére

peut donc s’écrire
(13) ME+pg+nl+2) +Bu-+y +8 =o.

On peut ensuite résoudre le systéme (12) par rapport
a\, @, v, 2, On obtient la valeur de ces quantités, plus
rapidement que par la résolution directe, en multipliant
a droite les deux membres de Uidentité (11) par le
quaternion - .
D + Ai + Bj - Ck.
Il vient ainsi
o+ A+ uj+vk
_(pr= MU+ v k)(D+ Al 4+ By + Ck)
- Al Br4 G2+ D2 ’

d’ou l'on tire A, y, v, 5.
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Les valeurs obtenues sont des fonctions linéaires ct
homogénes de A, i, vi, pi, qu'il est inutile d’écrire.
En les portant dans I'équation (13), celle-ci prend Ja

forme
ME+ vl ah+ B+ yivi— ko =o,

ot ay, By, Y1, k sont des constantes. Remplacons enfin
letriedrederéférenceO,z0y 3o parletriédre O, 2,y 34,
quien provient par la translation de composantes —a,,
—B4; —7v., et posons

E+a =y, N+ Bi=m, L+ v1i= .

L’équation de la pentasérie linéaire prendra la forme

réduite

(14) ME+pm+vnlh—Ahp =o,

ol Ay, Wiy vy, py sont les composantes d’une rotation
amenant un certain triédre fixe O, 2y, 3, (d’axes
paralléles a ceux du triedre O, 2y} 5,) & avoir ses
axes paralleles & ceux du triedre Ozyz. k est une
constante.

Il est facile d’interpréter géométriquement I'équa-
tion (14). Considérons en effet le mouvement héli-
coidal qui améne le triedre O, 2,y 2, en coincidence
avec le triedre Ozyz. Appelons H, la valeur de la trans-
lation et 6, celle de la rotation qui entrent dans ce
mouvement; H, est la longueur de la projection du
segment O O sur Paxe du mouvement, axe dont nous
désignerons les cosinus directeurs par «,, By, v,. On a

donc
Hy = a8+ B+ Y185

mais on a, en vertu des formules (1),

I U] n U] v ]
a,:-—col_', gj‘:x_‘cot._l., Y,:-—’-cot-—'»-
1 2 [ 2 P1 2
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Il en résulte

04
COL;
H;= » A&+ prnr+ 8,

ou, d’aprés I'équation (1
3 P q P

(15) H‘tang% = k.

On parvient donc a la définition suivante trés simple
d’une pentasérie linéaire :

Une telle pentasérie est constituée par l’ensemble
des positions d’un solide qu’on obtient en donnant
a une positian fixe un déplacement hélicoidal dont
la translation H, et la rotation 8, satisfont & la
relation

Httangg)—' = k.

Si £ =o, le déplacement hélicoidal se réduit & une
rotation, et 'on a affaire a la pentasérie spéciale dont
il a été question plus haut.

Un autre cas particulier intéressant est celui ou I'on
a k = . L’équation (15) se réduit alors & H, = o0, ce
qui n’a pas de sens, ou bien a

0,= =

Dans la définition de cette nouvelle pentasérie
linéaire particuliére, la translation du mouvement héli-
coidal ne figure pas. La pentasérie est constituée par
I'ensemble des positions d’un solide qd’on obtient en
donnant a un solide fixe un développement hélicoidal
dont la rotation est égale a .

Revenant & la penlasérie linéaire générale, son
équation met facilement en évidence des propriétés que
M. de Saussure a déja obtenues géométriquement dans
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le cas de la pentasérie spéciale. Pour ne pas allonger
ce travail outre mesure, examinons simplement la
question suivante :

On considére tous les solides de la pentasérie
linéaire quiont un point fize. Leur position dépend
encore de 5 — 3 =2 paramétres et constitue par
conséquent une bisérie. Quelle est la définition
simple de cette bisérie ?

On n’apporte aucune restriction en supposant que le
point fixe considéré est le sommet O du triédre mobile.
En se reportant a la définition des coordonnées [/, m,
n, p, onvoit que I'équation (g) se réduit a

al+bu+cv+dp=o,

ot a, b, ¢, d sont cerlaines constantes. En raisonnant
comme précédemment, on réduira cetle équation a la

forme
P1== 0,

dont l'interprétation est immédiate : le triddre Ozys
reste constamment symétrique d’un certain triédre fixe
de sommet O par rapport aux droites d’une gerbe
ayant le méme sommet. 1l revient au méme de dire,
d'aprés les propriétés élémentaires de la symétrie,
que Ozysreste symétrique d’un triédre fixe par rapport
aux plans d’une gerbe de sommet O.

M. de Saussure donne a une telle bisérie le nom
de couronoide & point fize et au mouvement qu’elle
définit le nom de rotation & deux paramétres. Ainsi,
le lieu des solides d’une pentasérie linéaire qui ont
un point fixe est un couronoide (ou une rotation a
deux paramélres) autour de ce point. On peut rap-
procher cette propriété de la suivante : le lieu des
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droites d’un complexe linéaire qui ont un point
fize est un faisceau plan.

On établirait aussi facilement diverses propositions
établies par M. de Saussure et relatives aux couronnes
et aux hypercouronoides (rotations a un et a trois pa-
ramétres). Une couronne est la monosérie constituée
par les positions provenant d’une position fixe par ro-
tation autour d’une droite fixe; un hypercouronoide
(rotation & trois paramétres) est la trisérie constituée
par la position symétrique d’une position fixe par rap-
port a un plan libre de I'espace.

V. — L¥s SErIEs LINEAIRES.

Nous appellerans tétrasérie linéaire V'intersection
de deux pentaséries linéaires. Autrement dit, une tétra-
série linéaire est le lieu des positions d’un solide dont
les coordonnées satisfont & deux équations linéaires
(16) Ad+Bim+Cin+Dip+ah+ Bip+yv+8ip=o,

Ayl + Bym + Con 4+ Do p + agh + Byt —+ o + 83p = 0.

De méme, on considérera des triséries, biséries et
monoséries linéaires définies par 3, 4 ou 5 équations
de la forme précédente. ’

Parlons d’abord de la tétrasérie linéaire.

On voit que les coordonnées du solide mobile satis-
font, en vertu de I'équation (16), a I'équation

(17) (Ay+ KA) L+ (Bi+ kBy)m +...=0

9

ou k désigne une constante quelconque. On peut dire
que les positions qui appartiennent a une tétrasérie
linéaire appartiennent a une infinité de pentaséries
linéaires formant un faisceau.

Parmi ces pentaséries, il en est deux de spéciales. En
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effet, pour que la pentasérie (17) ait ce caractere, il
faut que les coefficients de {, m, n, ..., o soient les
coordonnées d'une position.
On doit donc avoir

(A1+kAz)((l|+k12)+(Bl+kB2)(p|+kag)
+(C,+/\'C,)('{,+k*{,)—l-(l),%—kl),)(?)g—i— k8s) = o,

équation du second degré en £, admettant généralement
deux racines distinctes. Par conséquent :

Les positions qui appartiennent @ une tétraserie
linéaire sont en général réciproques de deux posi-
tions fizxes.

Cette définition est analogue a celle de la congraence
linéaire en Géométrie réglée.
Passons au cas de la trisérie linéaire, définie par les

équations
Ail—l—...:(),
Ayl +...=o0,
A3l+...:‘—‘0.

Les positions qui appartiennent a la trisérie appar-
tliennent au réseau des pentaséries définies par I'équa-
tion

(A1 + kAy+K'A3)l+. .. =0,

ou A el £’ sout deux constlantes quelconques. Parmi ces
pentaséries, il en est une infinité simple de spéciales,
définies par la relation suivante entre k et k' :

(A v+ kA + Ay + kag+ Kag) +...=o.

Ainsi les positions qui appartiennent & une.trisérie
linéaire sont réciproques d’une infinité simple de
positions qui forment par suite une monosérie. Celte
monosérie est d'ailleurs linéaire : en effet, les huit
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coordonnées de ses positions dépendent linéairement
de deuzx paramétres k et k'; on peut donc former entre
ces huit coordonnées cing relations linéaires et homo-
genes.

On raisonnera de méme sur la bisérie et la monosérie
linéaires. Voici le résumé de la discussion :

Les ! positions d’une tétrasérie linéaire sont réci-
proques de deux positions;

Les o?® positions d'une trisérie linéaire sont réci-
proques de oo' positions qui forment une monosérie
linéaire;

Les 2 positions d’une bisérie linéaire sont réci-
proques de co? positions qui forment une bisérie
linéaire;

Les ' positions d’'une monosérie linéaire sont réci-
proques de o® positions qui forment une trisérie
linéaire.

On peut dire aussi :

A une monosérie (trisérie) linéaire correspond une
trisérie (monosérie) linéaire, telle que toute position
de la monosérie (trisérie) soit réciproque de toute
position de la trisérie (monosérie).

A toute bisérie linéaire correspond une bisérie
linéaire, telle que toute position de la premiére
bisérie soit réciproque de toute position de laseconde.

Il en résulte qu’a une monosérie, une bisérie et une
trisérie linéaires données, correspondent respective-
ment une trisérie, une bisérie et une monosérie li-
néaires réciproques.

Ces théarémes correspondent (surtout le second, en
raison de sa symétrie) & I'existence de 'hyperboloide,
ol l'on trouve deux monoséries de droites, telles que
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toute droite de I'une des monoséries renconlre toute
droite de Pautre.

On voit encore qu'une pentasérie, une Létrasérie, ...,
une monosérie, sont déterminées respectivement par
7, 6, ..., 3 positions.

De combien de paramétres dépend une série
d’ordre déterminé? Une n-série est délerminée
par n + 2 posilions, ce qui donnerait 6(n 4 2) para-
métres. Mais chaque position peut a priori étre assu-
jettie a n conditions.

Le nombre cherché de paramétres se réduit ainsi a
(6 —n)(n—+2). D'aprés cela :

Une pentasérie dépend de 7 paramétres

»  tétrasérie » 12 »
» trisérie » 3 »
»  bisérie » 16 »
»  monosérie » 15 »

On voit qu’une étrasérie el un systéme de deux
positions dépendent du méme nombre de paramétres,
de méme une trisérie et une monosérie; ce qui est bien
d’accord avec les faits de réciprocité établis plus haut.

Il reste enfin & reconnaitre combien six pentaséries
linéaires ont de positions communes. Les coordonnées
de la position inconnue satisfont a une équation du
second degré

Ih+mp<4nv-+pt=o

et a six équations linéaires. Le nombre cherché est
donc deux.

En particulier il existe en général deux positions
réciproques de siz positions données, de méme qu’il
existe en géuéral deux droites rencontrant quatre
droites données.
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VI. — CoNcLUSIONS.

J'ai simplement esquissé la théorie analytique de la
Géométrie des feuillets. Mais il va sans dire que bien
des recherches intéressantes a poursuivre se présentent
d’elles-mémes.

Tout d’abord il faudrait approfondir la nature des
séries réciproques (§ V). Le cas des biséries réci-
proques est particuliérement a signaler, en raison de la
symétrie qui s’y manifeste.

On reconnail assez facilement que les surfaces tra-
jectoires des points d’une position faisant partie d’une
bisérie sont du quatriéme ordre. Les courbes trajec-
toires des points d'une position faisant partie d’une
monosérie sont du dixiéme ordre. Ces surfaces et ces
courbes mériteraient d’étre étudiées de plus prés.

Pour compléter étude des pentaséries linéaires, il
faudrait chercher ce qui correspond a la notion de
complexes en involution, si importante en Géométrie
réglée (*). On sevait alors conduit & introduire, au lieu
des coordonnées {, m, ..., p, huit coordonnées wv,,

(') M. René de Saussure vient tout récemment de répondre a
cette question (/nternacia Scienca Revuo, numéros de novembre
el décembre 190g) : une pentasérie linéaire est définie, d’aprés
I’équation (15), par une position lixe G et un paramétre K. Deux
pentaséries (C,, K,) et (C,, K,) seront dites en involution (ou
réciproques), quand leurs paramétres K, et K, satisfont a la relation

lutang

v

= K,+ K,,

ol A et § désignent la translation et angle du déplacement héli-
coidal qui fait passer de la position C, a la position C,.

En partant de cette définition, on trouve une série de résultats
analogues & ceux que R. Ball a obte.us pour la Géométrie réglée
dans sa Théorie des vis.
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wg, ..., g, analogues aux coordonnées kleinéennes
d’une droite, et lices par la relation
wit+owii+.. . +wi=o.
Enfin il semble trés possible que la Géométrie des
feuillets fournisse 'occasion dec trouver de nouvelles

applications géométriques de la théorie des fonctions
abéliennes & plus de deux variables.



