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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[Ric] '
SUR LA « GEOMETRIE DES FEUILLETS » DE M. RENE
DE SAUSSURE. ETUDE ANALYTIQUE;

Par M. R. BRICARD.

InTrRODUCTION.

M. René de Saussure a abordé la Géométrie cinéma-
tique & un point de vue nouveau. Il considére la
multiplicité constituée par I'ensemble des positions,
dépendant de six paramétres, que peut prendre un .
solide entiérement libre dans I'espace, et il étudie les
diverses formes existant dans cette multiplicité.

Si un solide est assujetti & des conditions, dont le
nombre peut varier de un & cing, I'ensemble de ses
positions constilue une forme a cing, quatre, trois,
deux ou un paramétres. C’est ce qu'il appelle respec-
tivement une pentasérie, une tétrasérie, une trisérie,
une bisérie ou une monosérie.

Une monosérie est donc en particulier 1'ensemble,
simplement infini, des positions que prend un solide
assujetti & cinq conditions.

Les positions prises par un corps, dans un mouve-

Ann. de Mathémat., §* série, t. X. (Janvier 1910.) 1
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ment physique quelconque, forment toujours une
monosérie, parce qu’elles dépendent du temps, qui n’a
qu’'une dimension.

Clest a4 cause de cetle importance physique des
monoséries que leur étude est en général considérée
comme essentielle. Les séries d’ordre supérieur appa-
raissent, avec les idées courantes, comme moins inté-
ressantes et de nature plus compliquée, parce qu'elles
correspondent 3 des fonctions contenant un nombre
de variables indépendantes de plus en plus considérable.
Au contraire, au point de vue de M. de Saussure, qui
classe les mouvements, non d’aprés le nombre des
paramétres dont ils dépendent, mais d’aprés le nombre
des conditions auxquelles est soumis le solide mobile,
une série doit étre considérée comme d’autant plus
simple que son rang est plus élevé.

Clest ainsi par exemple qu'en Géométrie ponctuelle
de P’espace, une courbe est plus simple qu’une surface,
si 'on introduit une représentation paramétrique. Une
surface est au contraire plus simple qu’une courbe, si
I'on a égard au nombre des conditions auxquelles sa-
tisfait un point de I’étre considéré : une surface a une
équation, une courbe en a deux. De méme, en Géo-
métrie réglée, 'étude du complexe précéde celle de la
congruence, el I'étude de la congruence celle de la sur-
face réglée.

Tel est le point de vue original et fécond auquel
s’est placé M. de Saussure, et ses recherches ont abouti
ala constitution de la Géométrie des feuillets ().

(') Voici la raison de cetle dénominaticn : M. de Saussure, quia
poursuivi ses ¢études par la voie synthétique, a substitué a la consi-
dération incommode d’un corps solide indéfini celle d’une figure
de nature aussi simple que possible, et dont la position une fois
connue détermine sans ambiguité celle d’un corps qu’on lui suppose
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Il a d’abord reconnu que dans cette Géométrie une
relation joue un rdle prlmordlal : c’est celle qui ex1ste
entre deux positions telles qu ‘on puisse passer de I’ une
a Pautre par une rotation simple. Les deux positions
sont alors dites réciprogques. Il a ensuite fait ressortir
I'importance de certaines séries particuli¢res de posi-
tions, dites couronne, couronoide et hypercouronoide,
qui définissent ce que I'auteur appelle rotation a 1,
2 et 3 paramétres, et enfin de la pentasérie linéaire
(le sens de cette épithéte apparailra par la suite)
constituée par 'ensemble des oc® positions réciproques
d’une position donnée. Les relations qui existent entre
ces diverses séries ont amené¢ M. de Saussure a recon-
naitre une analogie remarquable entre la Géométrie des
feuillets et la Géométrie réglée, ainsi qu’a entrevoir
I'existence d’une pentasérie linéaire plus générale que
celle qu’il a définie et qui correspondrait au complexe
linéaire de droites ().

lié. Une telle figure est le feuillet, constitué par une droite orientée,
un point de cette droite et un plan orienté qui la contient. ( Op
voit que cette figure ne contient plus aucun paramétre de grandeur.)
Dans les développements qui vont suivre, je suppose la figure liée
a unp triédre trirectangle. Je dirai donc, au lieu de feuillet, triédre
ou encore position. Il convient cependant de conserver a la Géo-
metrie des feuillets le nom que lui a donné son créateur.

(') Voici les titres des principaux Mémoires que M. de Saussure
a consacrés a la Géométrie des feuillets :

Cinématique des fluides. Note parue dans les Archives des
Sciences physiques et naturelles, Genéve, t. V, 1898, p. 4g7.

Sur le mouvement le plus général d’un corps solide qui posséde
deux degres de liberté autour d’un point fize ( Comptes rendus,
23 décembre 1gor).

Theéorie géométrique du mouvement des corps (Arch. des
Sc. ph. et nat., Genéve, 1902 et 19o}).

La Géomeétrie des feuillets (Id., 19o6).

(Ces deux derniéres études ont été tirées a part sous forme de
brochures en vente a la librairie Kiindig, Corraterie, Genéve.)
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Je me propose dans ce travail de reprendre les théo-
ries de M. de Saussure par la voie analytique. Voici les
résultats essentiels auxquels on parvient:

On peut représenter toute position d’un corps solide
par un systéme de huit coordonnées homogénes, liées
par une relation, et semblables aux six coordonnées
pliickériennes d’une droite (*).

La condition de réciprocité de deux positions a la,
méme forme que les conditions de rencontre de deux
droites.

La Géométrie des feuillets est d’aprés celaentiérement
analogue a la Géométrie réglée (mutatis mutandis,
puisqu’on a affaire & deunx coordonnées de plus). En
particulier, il existe une pentasérie linéaire générale,
correspondant au complexe linéaire de droites.

Tous les faits établis par M. de Saussure et ceux
qu’il a conjecturés avec tant de sagacité recoivent donc
une confirmation compléte.

La Geometrio folietara. Articles en esperanto parus dans !'/nter-
nacia Scienca Revuo, Genéve, 1908 et 190q.

(Brochure a part en vente chez Kiindig.)

Je signale particuliérement ce dernier travail, ou les idées de
l'auteur ont pris leur forme définitive.

Il a é1é vendu compte de la premiére Partie de la Geometrio
Solietara, dans les Nouvelles Annales, 1909, p. §23. Cette premiére
Partie est consacrée a la Géométrie cinématique du plan, beaucoup
plus simple naturellement que celle de I'espace. Elle correspond a
la Géométrie ponctuelle de l'espace ct présente ainsi un caractére
lineaire, tandis que la Géométrie cinémalique de 'espace présente,
comme la Géométrie véglée, un caractérve quadratique. '

Je ne m’occuperai que de la Géométrie des feuillets de ’espace.

(') Ces huit coordonnées se rencontrent déja, sous une forme
différente, dans un Mémoire d’Olinde Rodrigues inséré au Journal
de Liouville, t. V, 18f0. M. Study les a retrouvées, en faisant usage
de l'algorithme des biquaternions, dans son important travail sur
les groupes des mouvements ( Mathematische Annalen, t. XXXIX,
1891). Mais il ne me semble pas qu’on ait encore signalé I'analogie
de ces coordonnées avec les coordonnées pliickériennes de la droite,
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I. — CoORDONNEES D'UN TRIEDRE TRIRECTANGLE.

Soient Oy ,y03, un triédre trirectangle fixe, Ozyz
un triédre trirectangle variable (de méme orientation
que le premier), avec lequel on suppose entrainée une
figure de grandeur constante. Pour fixer le triédre Ozyz,
.on peut se donner les coordonnées &, m, £ du point O
et les neuf cosinus directeurs des axes Oz, Oy, Oz,
par rapport au triedre Oy 2o ¥ 5o-

Un premier progrés consiste a exprimer les neuf
cosinus directeurs en fonction de quatre paramétres
homogeénes A, 1, v, p. On obtient ainsi des formules,
dites d’Euler ou d’Olinde Rodrigues, et dont I'uti-
lité dans les recherches cinématiques est bien connu.

J’écris seulement, pour mémoire, la premiére de ces
formules
A2 p2— 2 o2

(0'/0\ )=
cOS z, Oy2y) = s57rrrr—errr——r—
A2 4 24w Pz

Les paramétres A, w, v, ¢ ont une signification ciné-
matique intéressante : les deux triedres Oy20503, et
Ozys étant de méme orientation, il existe un axe bien
déterminé O,u tel que le premier triédre, tournant
autour de cet axe, soit amené a avoir ses aréles
paralleles & celles du second. Soient a, §, 1 les co-
sinus divecteurs de cet axe et § 'angle de la rotation
(Oou est un vecteur et I'angle § a un signe bien déter-
miné). On a

A \
(1 =t " =_F_
czsin(2 Bsing in?
> , Ysin_ . cos

(') Pour la démonstration de ces formules, voir les Legons de
Cinématique de M. Kcenigs, Note X, p. 464.
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Si I'on suppose donnés A, w, v, p (non tous nuls) ces
formules et la relation

a2 p2+ Y!:I

déterminent, on le voit tout de suite, le systéme des
. 0 . \ ) T
1antités o t tang- au signe prés, c'est-a-dire
quantités o, B, y et tang- gne pres,
deux axes de rotation opposés et deux angles de
rotation également opposés : ce qui se réduit évidem-
ment & une seule rotation. .
X, 1, v, g sont quatre des coordonnées que je veux
introduire. Les quatre autres sont les quantités !,
m, n, p, définies par les formules

! =— r&——w‘ +IJ~C7
m = —pn — N, + v,
) n =—pf — p§ -+ A,
p = N-pn+

1l existe vistblement entre les huit quantités {, m,
n, Py Ay %y v, p la relation

(3) IN-mp+nv—+pp=o.

Inversement, donnons-nous huit quantités /, m, n,
Py A iy v, 0 liées entre elles par la relation (3), X, w,
v, p n’étant pas tous les trois nuls.

Il correspondra toujours a ce systéme une position
du triedre Ozyz, parfaitement déterminée.

En effet les quatre équations (2) en §, n, { forment
en vertu de (3) un systéme compatible, et peuvent
toujours étre résolues d’'une seule maniére par rapport
aces quatre quantités, parce que les quatre déterminants
de ces équations considérées trois & trois ont pour va-
leurs respectives, comme on le voit aisément,

—pU, AU, pU, vU,
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en posant
P U =24 p24 v 02,

et ne sont pas tous nuls, en vertu de I'hypothése faite
sur A, w, v, p.

En second lieu, comme on ’a déja vu, la rotation qui
améne le triédre O,z ¥, 2, 4 avoir ses arétes parall¢les
acelles dutriédre Ozy s est également bien déterminée.

En résumé, on peut faire correspondre a toute
position du triédre Ozysz, et de fagon biunivoque,
un s_ystémé homogeéne de huit nombres I, m, n, p, },
%, v, ¢, liés entre euzx par la relation (3). Ces huit
nombres seront dits les coordonnées du triedre Oxys.

II. — REcIPROCITE DE DEUX TRIEDRES.

Proposons-nous le probléme suivant :

Soient deux triédres, Oxys et O'x'y' 3, de coor-
données respectives (I, m, ...,0) et ({,m/, .. ¢').

Trouver la relation entre ces coordonnées, qui
exprime qu’il existe une rotation simple, amenan!
le premier triédre a coincider avec le second, c’est-
a-dire que les deux triédres sont réciproques, au
sens donné dans Uintroduction.

Faisons intervenir pour un moment les coordon-
nées &, m, L et £, 7/, {’ des points O et O' par rapport
a Og24y020. On ales formes (2) et les formules ana-
logues

I = — plsv_vrnl_’_ pltl,
(6) m = — lol.ql_)\lcl_*_vlgl’
R A LRy

pl — )\f&r+ H,")Y"_"lcl'

Soient hy, gy, vy, ¢1 les paramétres d’une rotation R,,
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d’axe Ou,, qui améne le iriedre Ozyz a avoir ses
arétes paralleles a celles de O'2’'y'z'. En général un
mouvement hélicoidal, d’axe paralléle a Ou,, est né-
cessaire pour amener Oxyz a coincider avec O'z'y' 7/,
et la translation qui entre dans ce mouvement a pour
valeur la projection du segment OO’ sur Ou,. Pour que
le mouvement hélicoidal se réduise & une rotation, il
faut et il suffit que cette projection soit nulle, c’est-
a-dire que OO’ soit perpendiculaire a Ou,, ce qui se
traduit par la relation

(5) ME=E)+ =)+ (GH—{)=o.

Il reste a calculer A, p, etv,.
Appelons R la rotation de paramétres A, ., v, p et R’

la rotation de parameétres X, u', v, po'.

R, peut étre

considérée comme étant le produit des deux rotations

R-1 et R, effectuées dans I'ordreindiqué. En effet R,

rotation inverse de R, améne Ozyz & avoir ses axes

paralléles & ceux de O,zyy,3,, et R’ améne ce dernier

triédre a avoir ses axes paralleles & ceux de O'z'y's.
On a donc symboliquement

R;= R-1.R".
Remarquons que R“‘ a pOLlI‘ paramétres
)‘7 P'a vy - P,

comme cela résulte tout de suite des formules (1), ou
'on change le signe de 6.

Appliquons maintenant un résultat connu de la
théorie des quaternions (') : considérons les trois

(') Pour cette application de la méthode des quaternions a la
composition des rotations, consulter la note X déja citée du Traite
de Cinématique de M. Kcenigs.



quaternions
s=—p +AN +pj +vk,
s= p'+Ni+pj+ vk,
si= Pt Mi 4+ g ik,

ou i, J, k sont les unités satisfaisant aux relations

L‘z—_—j"_—-A‘Q:*'l,

jk:—/ﬁj:i, ki:—ik:j, Lif:—ji:k.

On sait que la relation symbolique écrite plus
haut
Rl = R-1.R’
se traduit par ’identité

g

s;=5¢'s.
Développons les calculs : on a
p1+ Mi—+ pyj+ vk
= (o' +Ni+pJ+VEhk)(—o+ N+ pj+vk)

d’oui en effectuant le produit du second membre d’aprés

les régles connues, et en égalant séparément les parties
scalaires et les cofficients des trois unités,

pr=——p¢ — M —pp' —w,
A= Ao —oN +vu' — v,
m= pp'—op+n —vX,
= vp' — v 4+ uh — A,

Substituant les valeurs précédentes de Xy, u,, v,
dans la relation (5), il vient

(hp" — o) v’ — ') (E — )
(e’ —pp = W — ) (n — )
v —pY N = W) —T) =0,
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ce qui peut s'écrire
Pl N +vg) +e( NE+ '+ VL)
+ W(—pf =+ pL)+ M— o' — V' + ')
4+ (—pn — A +vE) + p(— o' — N +V'E)

+V(—pl —pb+dn)+v(— U — W+ Ny) =0,

ou enfin, en tenant compte des formules (2) el (4),
(6) IN+ AN+ mp' +pm'+nv~+vn'+pp'+pp'=o.

Telle est la relation, remarquablement simple, expri-
mant la réciprocité de deux triédres.

11I. — Anavocie pe LA GEOMETRIE DES FEUILLETS
ET DE LA GEOMETRIE REGLEE.

On sait que, dans ’espace, on peut attribuer & une
droite six coordonnées homogénes /, m, n, A, u, v, dites
coordonnées pliickériennes, et liées par la relation

(7) I+ mp+nv=o.

La rencontre de deux droites (I, m, ..., v) et
(lym, ..., V) s’exprime par la condition

(8) IN4+ AN +mp' +pm'+vn' +nv =o.

On voil que les relations (3) et (6) sont semblables
de formes aux velations (7) et (8), respectivement.

Cela suffit a élablir la parfaite analogie de la Géomé-
trie des feuillets et de la Géométrie réglée : au lieu de
droites, on considérera les positions d’un triédre tri-
rectangle, et la rencontre de deux droites sera rem-
placée parla réciprocité de deux positions. Onn’a donc
qu’a se guider sur la Géométrie réglée pour établir la
Géométrie des feuillets dans ses points essentiels. Seu-
lement, comme on a affaire & une multiplicité a six
paramétres, au lieu de quatre, on rencontrera dans la
nouvelle Géométrie une plus grande variété de formes.
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IV. — LA PENTASERIE LINEAIRE.

La premiére forme qui se présente en Géométrie
réglée est le complexe linéaire, ensemble des droites
dont les coordonnées satisfont a une relation linéaire.
Nous allons de méme chercher a étudier la pentasérie
linéaire, ensemble des triédres Ozyz dont les coor-
données satisfont 4 une relation

(9) Al-++Bm-+Cn—+Dp-+ah~+ 8+ 1y +3p=o0,

ou A, B, C, D, %, B, v, 8 sont des coefficients constants.
Remarquons en premier lieu que, si ces coefficients
satisfont a la relation

Ax+BB+Cy+Dé=o,

il existe un triédre de coordonnées «, B3, ¥, 8, A, B, C,D
et I'équation (g) exprime que le triédre considéré
est réciproque a celui-la. On a donc un premier
exemple particulier de pentasérie linéaire, constituée
par Pensemble des triédres qui sont réciproques a un
tricdre donné. Une telle pentasérie linéaire sera dite
spéciale, paranalogie avecle complexe linéaire spécial,
lieu des droites qui rencontrent une droite fixe.
Revenons au cas général. Si dans I’équation (g) on

remplace {, m, n, p par leurs valeurs (2), I’équation
devient

(10) (—Ap-+Byv—Cp+DIE+(—Bp+Ch—Av+Dy)n
+(—Cp+Ap — BA+ Dv){ +ah+ B+ yv +8p = 0.

On peut donner a celte équation une forme plus
simple. Soit, en eflet, O,z y, ) le tritdre qu'on ob-
tient en soumettant le triegdre Ogzyy,43, 2 la rotation
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dont les paramétres sont
A, B, C, D.

! ! [ -
On passera de O,2,y,3, & Ozyzen composant les
deux rotations dont les paramétres sont

— A, —B, —C, D et Ny, o

Les paramétres Ly, iy, v4, 2, de cette nouvelle rotation
s'obtiennent en développant la relation entre qua-
ternions

(11)  pr+Mi+uj+wnk
=(p+M+pj+vk)(D—A{—B;j— Ck),

ce qui donne

M=—Ap+Bv —Cu~+D},
(1) Sp,:-—Bp—ﬁ-C)\-Av-s—DH,
v=—Co+Ap—Bi+Dy,

' pr=—Dpo+ Al +Bu~+Cv.

On voit que 7.,, g, v, ne sont autres que les coef-
ficients de §, 7, { dans I'équation (10). Cette derniére

peut donc s’écrire
(13) ME+ i+ {+a) + Bu+ v +8p =o.

On peut ensuite résoudre le systéme (12) par rapport
a X, v, On obtient la valeur de ces quantités, plus
rapidement que par la résolution directe, en multipliant
a droite les deux membres de U'identité (11) par le
quaternion . :
D+ Ai+Bj+ Ck.
Il vient ainsi ’
P -+ Al 4wy +vk

(gr-=Mi+ ) +vik)(D+Ai+ Bj + Ck)

A4 B2 G2+ D2 ’

d’ou l'on tire A, u, v, 5.
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Les valeurs obtenues sont des fonctions linéaires et
homogénes de Ay, i, v4, pu, qu’il est inutile d’écrire.
En les portant dans I'équation (13), celle-ci prend Ja
forme

ME+ iy vl + B+ yivi— ko =o,

ot oy, 34,71, k sont des constantes. Remplagons enfin
letriedrederéférenceO,zoy, 3o parletriédre O, z,y, 34,
quien provient par la translation de composantes —a,,

—B4y —74, et posons
E+a=§, 7I+F31="h, +vi= 8.

L’équation de la pentasérie linéaire prendra la forme

réduite :
(14) MEb+pm+vLh—Ahp=o,
ol A¢, Wy, vy, p¢ sont les composantes d’une rotation

amenant un certain triédre fixe O,z y| 2, (d’axes
paralléles a ceux du triedre O,z ¥} 5,) & avoir ses
axes paralleles & ceux du triédre Ozyz. k est une
constante.

Il est facile d’interpréter géométriquement I'équa-
tion (14). Considérons en effet le mouvement héli-
coidal qui améne le triédre O,y 2, en coincidence
avec le triedre Ozyz. Appelons H, la valeur de la trans-
lation et 8, celle de la rotation qui entrent dans ce
mouvement; H, est la longueur de la projection du
segment O, O sur P'axe du mouvement, axe dont nous
désignerons les cosinus directeurs par a, 8, v,. On a

donc
H, =1151+pl'f;1+‘{1§1;

mais on a, en vertu des formules (1),

M (] n (] v 0
cot -, 8= 2 cor L, 1= - cot .

U= —
f1 2 f1 2 1 2
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Il en résulte
0,
cot —

2

H1:

: b+ i+ 6),

ou, d’aprés I'équation (14),

(15) H,tang%—.—:k.

On parvient donc a la définition suivante trés simple
d’une pentasérie linéaire :

Une telle pentasérie est constituée par U’ensemble
des positions d’un solide qu’on obtient en donnant
& une positian fixe un déplacement hélicoidal dont
la translation H, et la rotation 8, satisfont & la
relation

0
Hjtang 7’ = k.

Si A =o, le déplacement hélicoidal se réduit & une
rolation, el l'on a affaire 4 la pentasérie spéciale dont
il a été question plus haut.

Un autre cas particulier intéressant est celui ou I'on
a k = . L’équation (15) se réduit alors & H, = oo, ce
qui n’a pas de sens, ou bien a

01:77.

Dans la définition de cette nouvelle pentasérie
linéaire particuliére, la translation du mouvement héli-
coidal ne figure pas. La pentasérie est constituée par
I'ensemble des positions d’un solide qu’on obtient en
donnant a un solide fixe un développement hélicoidal
dont la rotation est égale a .

Revenant a la pentasérie lindaire générale, son
équation met facilement en évidence des propriétés que
M. de Saussure a déja obtenues géométriquement dans
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le cas de la pentasérie spéciale. Pour ne pas allonger
ce travail outre mesure, examinons simplement la_
question suivante :

On considére tous les solides de la pentasérie
linéaire quiont un point fize. Leur position dépend
encore de 5 — 3 =12 paramétres et constitue par
conséquent une bisérie. Quelle est la définition
simple de cette bisérie ?

On n’apporte aucune restriction en supposant que le
point fixe considéré est le sommet O du triédre mobile.
En se reportant a la définition des coordonnées [, m,
n, p, onvoit que I'équation (g) se réduit a

ak+bu+cv+dp=o,

ot a, b, ¢, d sont cerlaines constantes. En raisonnant
comme précédemment, on réduira cette équation a la

forme
P1== 0,

dont 'interprétation est immédiate : le triedre Ozyz
reste constamment symétrique d’un certain triédre fixe
de sommet O par rapport aux droites d’une gerbe
ayant le méme sommet. 1l revient au méme de dire,
d'aprés les propriétés élémentaires de la symétrie,
que Ozy s reste symétrique d’un triédre fixe par rapport
aux plans d’une gerbe de sommet O.

M. de Saussure donne a une telle bisérie le nom
de couronoide & point fize et au mouvement qu’elle
définit le nom de rotation & deux paramétres. Ainsi,
le lieu des solides d’une pentasérie linéaire qui ont
un point fixe est un couronoide (ou une rotation a
deux paramélires) autour de ce point. On peut rap-
procher cette propriété de la suivante : le lieu des
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droites d’un complexe linéaire qui ont un point
Jfize est un faisceau plan.

On établirait aussi facilement diverses propositions
établies par M. de Saussure et relatives aux couronnes
et aux hypercouronoides (rotations a un et a trois pa-
ramétres). Une couronne est la monosérie constituée
par les positions provenant d’une position fixe par ro-
tation autour d’une droite fixe; un hypercouronoide
(rotation & trois paramétres) est la trisérie constituée
par la position symétrique d’une position fixe par rap-
port a un plan libre de I'espace.

V. — Lgs SERIES LINEAIRES.

Nous appellerons tétrasérie linéaire l'intersection
de deux pentaséries linéaires. Autrement dit, une tétra-
série linéaire est le lieu des positions d’un solide dont
les coordonnées satisfont & deux équations linéaires
(16) Al +Bim+Cin+Dip+ah+ Bip+yv+8Ep=o,

Ayl + Bym + Con + Do p + agh + Byt + vav -+ 830 = 0.

De méme, on considérera des triséries, biséries et
monoséries linéaires définies par 3, 4 ou 5 équalions
de la forme précédente. '

Parlons d’abord de la tétrasérie linéaire.

On voit que les coordonnées du solide mobile satis-
font, en vertu de I’équation (16), a I'équation

(17) (A1+I('Ag)l+(B1+kBg)m+...=o’

ou k désigne une conslante quelconque. On peut dire
que les positions qui appartiennent a une tétrasérie
linéaire appartiennent a une infinité de pentaséries
linéaires formant un faisceau.

Parmi ces pentaséries, il en est deux de spéciales. En
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effet, pour que la pentasérie (17) ait ce caractére, il
faut que les coefficients de 4, m, n, ..., p soient les
coordonnées d’une position.
On doit donc avoir

(Al—l—kAg)(d,—i- k12)+(B|+I\‘B2)(p]+kﬂg)
4+ (Cy + kCa)(y1 + ky2) +(Dy+ kDy)(81+ kdy) = 0,

équation du second degré en &, admelttant généralement
deux racines distinctes. Par conséquent :

Les positions qui appartiennent a une tétraserie
linéaire sont en général réciproques de deux posi-
tions fizxes.

Cette définition est analogue 4 celle de la congruence
linéaire en Géométrie réglée.

Passons au cas de la trisérie linéaire, définie par les
équations

Ail—i-...:(),
Agl—l—.. = 0,
Ayl +...=

Les positions qui appartiennent a la trisérie appar-
liennent au réseau des pentaséries définies par 'équa-
Lion

(Ay+ kAy+ K'A3)l +...= o,

ou A el k' sont deux constanles quelconques. Parmi ces
pentaséries, il en est une infinité simple de spéciales,
définies par la relation suivante entre k et k' :

(Ay+ kAg+ &' Ag) (o + kay+ K ag) +... = o.

Ainsi les positions qui appartiennent & une.trisérie
linéaire sont réciproques d’une infinité simple de
positions qui forment par suite une monosérie. Celte
monosérie est d’ailleurs linéaire : en effet, les huit

Ann. de Mathémat., §* série, t. X. (Janvier 1g10.) 2
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coordonnées de ses positions dépendent linéairement
de deux paramétres k el k'; on peut donc former entre
ces huit coordonnées cing relations linéaires et homo-
génes.

On raisonnera de méme sur la bisérie et la monosérie
linéaires. Voici le résumé de la discussion :

Les o* positions d’une tétrasérie linéaire sont réci-
proques de deux positions;

Les w3 positions d'une trisérie linéaire sont réci-
proques de o' positions qui forment une monosérie
linéaire;

Les 2 positions d’une bisérie linéaire sont réci-
proques de co? positions qui forment uane bisérie
linéaire;

Les ' positions d’une monosérie linéaire sont réci-
proques de o® positions qui forment une trisérie
linéaire.

On peut dire aussi :

A une monosérie (trisérie) linéaire correspond une
trisérie (monosérie) linéaire, telle que toute position
de la monosérie (trisérie) soit réciproque de toute
position de la trisérie (mounosérie).

A toute bisérie linéaire correspond une bisérie
linéaire, telle que toute position de la premiére
bisérie soit réciproque de toute position de la seconde.

Il en résulte qu’a une monosérie, une bisérie et une
trisérie linéaires données, correspondent respective-
ment une trisérie, une bisérie et une monosérie li-
néaires réciproques.

Ces théorémes correspondent (surtout le second, en
raison de sa symétrie) a I'existence de 'hyperboloide,
ol l'on trouve deux monoséries de droites, telles que
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toute droite de 'unc des monoséries renconlre toute
droite de P'autre.

On voit encore qu'une pentasérie, une létrasérie, ...,
une monosérie, sont déterminées respectivement par
7, 6, ..., 3 positions.

De combien de paramétres dépend une série
d’ordre déterminé? Une n-série est déterminée
par n -+ 2 posilions, ce qui donnerait 6(n -+ 2) para-
métres. Mais chaque position peut a priori étre assu-
jettie & n conditions.

Le nombre cherché de paramétres se réduit ainsi a
(6 —n)(n—+2). D'apres cela :

Une pentasérie dépend de 7 paramétres

»  tétrasérie » 1% »
» trisérie » 15 »
»  bisérie » 16 »
» monosérie » 15 »

On voit qu’une Létrasérie el un systeme de deux
positions dépendent du méme nombre de paramétres,
de méme une trisérie et une monosérie; ce qui est bien
d’accord avec les faits de réciprocité établis plus haat.

Il reste enfin & reconnaitre combien six pentaséries
linéaires ont de positions communes. Les coordonnées
de la position inconnue satisfont & une équation du
second degré

ODi+-mp+nyv+pe=o

el a six équations linéaires. Le nombre cherché est
donc deux.

En particulier il eziste en général deuz positions
réciproques de siz positions données, de méme qu'’il
existe en général deux droites rencontrant quatre
droites données.
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VI. — ConcLusiONs.

J’ai simplement esquissé la théorie analytique de la
Géométrie des feuillets. Mais il va sans dire que bien
des recherches intéressantes a poursuivre se présentent
d’elles-mémes.

Tout d’abord il faudrait approfondir la nature des
séries réciproques (§ V). Le cas des biséries réci-
proques est particuliérement a signaler, en raison de la
syméltrie qui s’y manifeste.

On reconnail assez facilement que les surfaces tra-
jectoires des points d'une position faisant partie d’une
bisérie sont du quatriéme ordre. Les courbes trajec-
toires des points d'une position faisant partie d’une
monosérie sont du dixiéme ordre. Ces surfaces et ces
courbes mériteraient d’étre étudiées de plus prés.

Pour compléiter I'étude des pentaséries linéaires, il
faudrait chercher ce qui correspond a la notion de
complexes en involution, st importante en Géométrie
réglée (*). On serait alors conduit a introduire, au lieu
des coordonnées {, m, ..., p, huit coordonnées w,,

(') M. René de Saussure vient tout récemment de répondre a
cette question (/Internacia Scienca Revuo, numéros de novembre
et décembre 1gog) : une peatasérie linéaire est définie, d’aprés
I’équation (15), par une position lixe C et un paramétre K. Deux
pentaséries (C,, K;) et (C,, K,) seront dites en involution (ou
réciproques), quand leurs paramétres K, et K, satisfont a la relation

(K=

htang - = K, + K,,

&

i

ol h et § désignent la translation et angle du déplacement héli-
coidal qui fait passer de la position C,a la position C,.

En partant de cette définition, on trouve une série de résultats
analogues & ceux que R. Ball a obtenus pour la Géométrie réglée
dans sa Théorie des vis.
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wg, ..., wg, analogues aux coordonnées kleinéennes
d’une droite, et lices par la relation

wit+wit+...+wi=o.

Enfin il semble trés possible que la Géométrie des
feuillets fournisse 'occasion de trouver de nouvelles
applications géométriques dc la théorie des fonctions
abéliennes & plus de deux variables.

[H9d] .

APPLICATION DE 1’EQUATION DES TELEGRAPHISTES AUX
SURFACES LONT LES IMAGES SPHERIQUES DES LIGNES
DE COURBURE SONT DES LOXODROMIES;

Par M. Emi.e TURRIERE.

1. Une surface (S) étant considérée, par rapport a
des axes rectangulaires Ozyz, comme enveloppe du
plan

x cosp cosy + y cosp sing + zsing = w,

I'équation différentielle des images sphériques (dans
la représentation de Gauss) des lignes de courbure
de (S) est
(1) d?g—cos’c?d&w—i—ly—_%ﬂdcpdq/:o;
en désignanl par p, ¢, r, s, ¢ les dérivées de la fonc-
tion w de ¢ el de Lf), les déterminants D, D', D" de
Gauss onlL pour expressions, 3 un méme facteur
prés, ’

D=w-+r

D'= g tango + 5, )

D' = w costo -+ t — p cospsing.
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[2équation (1) met en évidence deux classes de sur-
faces : celle des surfaces moulures D' = o, pour les-
quelles les lignes de courbure ont pour images sphé-
riques les paralléles et les méridiens de la sphére, et
celle des surfaces

D"-- D cos?¢ = o,

surfaces qui sont les intégrales de 'éguation aux déri-
vées partielles du second ordre

(2) t=cosp(psing + rcosg);

les images sphériques des lignes de courbure de ces
derniéres surfaces sont des loxodromies inclinées de 45°
sur les méridiens

(3) Y =+ Log [tang <§ + %)] = const.

2. Soit t 'argument des fonctions hyperboliques
liées aux fonctions circulaires de I’arc o par les rela-
tions de M. Laisant

sing = thr, cospchz =1, tangy = shr;
la transformation
xr =1, cospcht =1, V =w(1+e-27)
transforme I'équation (2) en l'équation des télégra-

phistes
.02V 'A% 02V

ot2 +23*: Jz?

La détermination des surfaces dont les images
sphériques des lignes de courbure sont des lozodro-
mies (3) est donc ramenée a l’intégration de l’équa-
tion des télégraphistes.

On peut prendre pour intégrale celle que donne
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M. Poincaré :

. in(= /T .
m—_-cosq)f [A,cos(:\/)\?—1)4-‘\231(‘/7‘:_3____—['—2]6“‘?&,

A, et A, désignant deux fonctions arbitraires de A.

3. Les intégrales particuliéres connues de I'équation
des télégraphistes donnent les surfaces

® = acosg cosy + b cospsing + csing,

v =14,
w = {sing,

. © T
m=¢z+s|n<9],og[tang<;+I)], ceey

et celle qu'on en déduit par combinaison linéaire; a
cette derniére solution, on pourra appliquer la méthode
de la variation des constantes.

La premiére solution représente un point.

La solution o ={sin¢ représente I'hélicoide
gauche & plan directeur, seule surface minima dont
les lignes de courbure ont les loxodromies (3) pour
images sphériques.

La solution w = ¢ est transformée de la précédente
par la transformation de Bonnet, transformation qui
laisse invariante I'équation (2) (sans donner d’ailleurs
aucun résultat intéressant pour I'équation des télégra-
phistes); cette surface est donc une surface admettant
le plan Ozy pour surface moyenne. Cetle surface
est aussi une surface de M. Appell, admettant le
point O pour développée moyenne; la projection de O
sur chaque normale se fait donc au milieu du segment
ayant pour extrémités les centres de courbure princi-
paux, et cette projection est dans le plan Ozy : c’est
a ce litre que je considérerai cette surface dans un
prochain Mémoire sur les Conségquences de deux théo-
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rémes de M. Bricard concernant les tangentes com-
munes & deux quadriques (').

Pour terminer, je ferai observer qu’on peut appliquer,
aux surfaces dont les lignes de courbure ont des loxo-
dromies pour images sphériques, la méthode exposée
par M. Goursat dans ses Legons sur l'intégration des
équations aux dérivées partielles du second ordre.
M. Goursat traite, en particulier, le cas od les images
sphériques sont des cercles et intégre I'équation cor-
respondante

,0%u ,0%u

2 — = 0;

Fr R
dans le cas actuel des loxodromies (3), I’équation est.

0?u ,0ru

2 __~ P
z dx? +ry Dy?

= 0:

elle ne s’intégre pas par la méthode de Monge; il est
-aisé de la transformer en des équations de Laplace a
invariants égaux et constants, par exemple en 'équa-
tion

§ = 3.

[N'1i]
CONSEQUENCES DE DEUX THEOREMES DE M. BRICARD

CONCERNANT LES TANGENTES COMMUNES A DEUX
QUADRIQUES ;

Pak M. Evie TURRIERE.

1. On doita M. R. Bricard (Nouvelles Annales,19o8)

le théoréme suivant : Si une droite varie en touchant

(1) Voir le présent Numéro, p. 24.
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constamment deux quadriques homofocales, les
plans tangents menés par cette droite aux diverses
quadriques homofocales aux deuz premiéres
Jorment un faisceau de grandeur constante.

Considérons le complexe des arétes des diedres de
grandeur constante donnée dont les faces touchent une
quadrique donnée H,; soit (y) une courbe plane du
complexe; toute tangente & de () est louchée par deux
quadriques H,, H, da systéme homofocal H auquel
appartient la quadrique H,. Puisque 3 est un rayon du
complexe, la congruence des tangentes communes a H,
et 3 H, appartient au complexe, d’aprés le théoréme de
M. Bricard.

Lorsque & varie en touchant (y), celle congraence
varie en dépendant d’un paramétre et engendre le com-
plexe. Celte congruence, d’autre part, est une con-
gruence de normales (Chasles) 4 une famille de sur-
faces dont on connait Péquation (Liouville). Une
famille 4 un paramétre de congruences de normales
appartenantau complexe étant connue, il résulte d’'un
théoréme fondamental de M. Darboux que toutes les
congruences de normales appartenant au complexe sont
connues; loules les surfaces dont les normales appar-
tiennent au complexe sont elles aussi connues et leur

' équation générale se déduit de I’équation donnée par
Liouville, sans introduction de guadratuares.

Il résulte donc du théoréme de M. Bricard que le
probléme de Transon est résolu pour le complexe
des arétes des diédres de grandeur constante donnée
dont les faces touchent une quadrique donnée.

Le probléme est équivalent & celui des géodésiques
d’une quadrique générale.

2. Considérons le cas particulier du complexe de
Painvin attaché a une quadrique a centre.
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Les axes coordonnés O zyz sont rectangulaires; p,,
P2, P3y Ps» Py, Po désignent les coordonnées pliické-
riennes d’une droite, les trois premiéres étant les cosi-
nus directeurs.

Le complexe quadralique spécial attaché a la qua-
drique a centre H, d’équation tangentielle

A+ Be2+ Cw2=)

.

a pour équation
Apt+ Bp?+ Cp2—BCp? — CAp:— ABpi=o;

par simple soustraction des premiers membres des
équations des complexes quadratiques spéciaux atta-
chés aux deux quadriques H, et H, du faisceau homo-

focal
x? N y: oz
A+ A B+A C+2A

—1=o0,

qui correspondent aux deux valeurs symétriques A, =4,
A; = — ) du paramétre, on vérifie que la congruence
commune aux complexes quadratiques spéciaux atta-
chés a H, et & H, appartient au complexe de Painvin

pPi+pi+pi—(B+C)pt—(C+A)pi—(A+B)pi=o,

attaché a la quadrique H,. Introduisons les coordon-
nées de Bonnet par les formules que j’ai données a la
page 204 des Nouvelles Annales de 1gog. Les surfaces
dont les normales appartiennent au complexe de Pain-
vin sont, en coordonnées de Bonnet, intégrales de 1'é-
quation aux dérivées partielles

oy 0o
du oy

=(B+C)(u+0)—(CH+A)(u—9)2+ (A+B)(uv—1)2,

(14 ue)*

qu’on peut intégrer, d'aprés ce qui précéde, en intro-
duisant I'intégrale de Liouville.
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3. Une premicre généralisalion du complexe de
Painvin est le complexe d’équation

pPi+pi+pi=S(p} p3 PY)

Iy

des droites dont la distance a un poinl fixe est une
fonction donnée des cosinus directeurs; ce complexe
est un des complexes invariants dans la transformation
de droites que j'ai étudiée dans les Nouvelles Annales
de 1gog (p. 253). Pour un tel complexe, le probléme
de Transon est équivalent a l'intégration de I'équa-
tion
0 0% —F (w0,

et, par conséquent, & la détermination des géodésiques
de la surface la plus générale rapportée a ses lignes de
longueur nulle.

Le probléme de Transon pourle complexe de Pain-
vin étant résolu, il en est donc de méme du probléme
des géodésiques pour les surfaces d’élément linéaire

dst— WF Y+ b(z—y)2+c(zy —1)

2
T 7y) dz dy.

Il en résulte encore qu'on peut déterminer et
ramener a la détermination des géodésiques d’une
quadrique & centre le mouvement du centre de gra-
vité d’un corps solide quelconque a point fixe O,
chaque élément du corps élant alliré ou repoussé par
trois plans recltangulaires (ou par trois axes rectangu-
laires) passant par O proportionnellement aux dis-

tances de cet élément aux plans (ou aux axes).

4. Dans le cas particulier ou le complexe général
du n° 3 est de révolution autour de O z, F est une fonc-
tion quelconque du produit ue; les équations différen-
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tielles des caractéristiques présentent alors la combi-
naison intégrable

[do] o]
d(—‘;—l;u—— I v):o,

dont se déduit une intégrale compléte

u uelF + a?
w=a Log - + l/—————d uy) -+ const.
g5 uy

Il est encore commode, pour ce méme cas, de con-

sidérer les surfaces dont les normales appartiennent
au complexe comme enveloppes du plan

ind +— st ="
.Z'COS?COS‘!!—F}’COS(?S]“Y T 55l“§?—m,

v . . . . . . I3 L . e
’équation a intégrer est a variables séparées (propriété
des complexes de révolution) :

e (2 o= (5

on retrouve ainsi 'intégrale compléte précédente.

Les considérations relatives aux complexes de Pain-
vin de révolution s’appliquent au cas particulier inté-
ressant, du moins au point de vue historique, du com-
plexe spécial des tangentes a une sphére de centre O.
I’intégrale compléte est alors

% = a{ + arctang?— a arctang(at)+ b;

R représente le rayon de la sphére; @ et b sont deux
conslantes, et I'on a posé

Vi—att

Vit

5. Une autre généralisation du complexe de Painvin
attaché & une quadrique a centre est le complexe des

sing =
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sécantes harmoniques de deux sphéres (Loria et Segre).
Prenant pour axe Oz la ligne des centres et pour
plan O zy le plao radical, I'équation

pi+pi+pi—c(pi+pi+p})
+(a =+ b)(p1ps— papy) —abpl=o

représente le complexe des droites qui coupent harmo-
niquement les deux sphéres

Lyt 32 —2as—c=0, 2+ y '+ 32— 2bs—c=o.

L’équation des surfaces dont les normales appartiennent
au complexe est

w2 i Jw .
<£> - m((—)$> — (a—|—b)smcp——— —absin2g —c = o;

les variables se séparent et, en posanl

w=-sino, R=Aju*+Aju?+ A,,
4Ag=(a -—b)2, —2A = a2+ b2+ 2c,
2
A2= .(i_—t_b_)_ “Cc — ,\2,

3
4

on a l'intégrale compléte, dépendant d’intégrales ellip-
tiques des trois espéces,

m:A-b+ blt+B+(1\o+A,)fdl‘

u?du
+ A Ajg+Aj+ A _
o TR e e [

A et B sont des constantes.

6. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé
que le complexe de Painvin était attaché a une qua-
drique a centre. Considérons maintenant le cas des
complexes de Painvin attachés-aux paraboloides, com-
plexes qui interviennent dans la théorie des axes
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7

d’'inertie des systémes matériels de masse totale nulle.
Etant donné un paraboloide

Aut+ Bo2— 2w + M u2+ 02+ w?) = o,

I’équation du complexe quadratique spécial attaché a
ce paraboloide est

pi—2(A+RN)pep,+2(B+h)pps
—MB+N)pi—hA+Npi—(A+N)(B+N)p2=o;

la congruence commune aux deux complexes spéciaux
attachés aux paraboloides de paramétres A et — X du
faisceau homofocal appartient au complexe de Painvin

2(p2apr—pi1ps) +Bpi+Ap}+(A+B)pi=o,

attaché au paraboloide de paramétre nul; le théoréme
de M. Bricard est ainsi vérifié dans ce nouveau cas
particulier.

W désignant une fonction arbitraire de ¢, I'équation
générale des surfaces dont les normales appartiennent
au complexe est

2w = sing (A cos?y + Bsin2{)

—(A—l—B)Log[tang(% -+ E>] + W,

Le terme logarithmique disparait dans le cas ou le
paraboloide est équilatére : I’équation générale des
surfaces dont les normales appartiennent au complexe
de Ball (The theory of screws, p. 21) est donc

2w = Asingcos2y + .

7. Dans les Nouvelles Annales de 1gog, revenant
sur son travail de 1go8, M. Bricard a donné un nou-
veau théoréme Sur les quadriques circonscrites a
deux sphéres. De ce second théoréme, en se bornant
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aux complexes de Painvin, il résulte que la con-
gruence des tangentes communes & deux sphéres (S)
et (S') appartient au complexe de Painvin attaché
a la quadrique dégénérée tangentiellement en les
deux centres de similitude s et ¢’ des deux sphéres.

Maintenons fixes les centres S et S’ des deux sphéres
et constant le rapport des rayons : o et ¢’ sont alors
fixes, et la congruence engendre le complexe. En
d’autres termes, il résulte du second théoréme de
M. Bricard que le complexe des droites dont le rap-
port des distances a dewx points est constant est
identique au complexe de Painvin attaché a une
quadrique dégénérée tangentiellement en deux
points. Nous retrouvons ainsi un théoréme du Mé-
moire de M. Lévy Sur les courbes pour lesquelles le
rapport des distances de leurs tangentes a deux
points fixes est constant (Nouvelles Annales, 1go2).

Ce complexe est une dégénérescence du complexe de
Painvin attaché & une quadrique de révolution, et, a ce
titre, il est une dégénérescence du complexe des
sécantes harmoniques de deux sphéres : les deux
sphéres sont alors tangentes.

Voici de nouvelles propriétés de ce complexe; la
premiére est immédiate ; quant a la seconde, qui con-
stiltue une extension d’un théoréme de M. Darboux,
)’en donneraila démonstration ultérieurement.

Si¢ un quadrilatére articulé gauche ABCD & dia-
gonales AC et BD orthogonales se déforme, deux de
ses sommets consécutifs A et B restant fizes, la per-
pendiculaire commune aux diagonales engendre le
complexe de Painvin pour la quadrique formée
par les points A et B.

De méme, si un quadrilatére articulé gauche
ABCD, provenant de la déformation d’un quadri-
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latére plan circonscriptible a un cercle, se déforme,
deux de ses sommets consécutifs A et B restant fixes,
la droite licu des centres des sphéres inscrites au
quadrilatére gauche ABCD engendre un complexe
de Painvin attaché a une quadrique dégénérée en
deuz points. Ces deux points sont les extrémités du
segment qui divise harmoniquement les deux dia-
gonales AC et BD du quadrilatére quand il est
amené dans la position pour laquelle il ases quatre
sommets en ligne droite.

Réciproquement tout complexe de Painvin pour une
quadrique dégénérée en deux points est susceptible
d’une telle génération.

8. Dans le cas ou les deux sphéres (S) et (') qui
figurent dans I’énoncé du théoréme de M. Bricard sont
égales, le complexe est le complexe des droites équi-
distantes de deux points.

Les cotés opposés AD et BC du quadrilatére articulé
circonscriptible & une infinité de sphéres sont alors
égaux.

Le complere Q des droites équidistantes de deux
points A, B est identique au complexe des droites sur
lesquelles les projections d’un point fize (milien O
de AB) sont dans un plan. 1l appartient & ce titre &
une classe imporlanle de complcxes admettant une sur- -
face podaire que j'aurai I'occasion d’étudier dans un
Mémoire Sur les surfaces de M. Appell.

Le complexe Q est le méme si Pon remplace A et B
par les extrémités d’un autre segment de méme direc-
tion et de méme milieu.

Le complexe Q est celui des sécantes d’une sphérc
ayant leurs milieux dans un plan diamétral donné : c’est
bien la une dégénérescence du complexe de Battaglini.
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En prenant O pour origine et AB sur O z, I'équation
du complexe Q est

P2Pe— P1Ps= 05

le complexe est donc un cas particulier (ellipsoide de
révolution) du complexe '

atps py— b*p1ps=o

des cordes de I'ellipsoide

ayant leurs milieux dans le plan principal Ozy
(Amigues); c'est encore la une nouvelle dégénéres-
cence du complexe de Battaglini.

Le complexe Q, étant un complexe de Battaglini et
étant son propre polaire réciproque par rapport a
toute sphére de centre O, est un complexe d’As-
chieri.

Le cone du complexe Q ayant pour sommet un point
quelconque Mdel’espace admet pour sections cycliques
les plans normaux a la génératrice OM et a la généra-
trice paralléle a O s. ‘

La courbe du complexe située dans un plan quel-
conque est une parabole d’éléments immédiatement
connus.

La surface du complexe correspondant & une droite
quelconque de O zy est un cylindre parabolique.

Je teeminerai Pénumération des propriétés du com-
plexe Q en rappelint que je I’ai considéré a la page 256
des Nouvelles Annales de 1gog comme transformé du
complexe linéaire spécial. Ce méme complexe Q a été
étudié par Eck dans son Mémoire : Ueber die Verthei-
lung der Axzen von Rotation Flichen 2 grades

Ann. de Mathémat., * série, t, X. (Janvier 1910.) 3
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welche durch gegebene Punckte gehen ( Dissertation
von Miinster, 18go) et par Sturm & la page 364 du
Tome I de son Ouvrage : Die gebilde lund 11 Grades
der Liniengeometrie.

9. Tandis que le premier théoréme de M. Bricard
conduit a la solution du probléme de Transon pour le
complexe de Painvin général, le second théoréme ne
permet pas de résoudre ce méme probléme pour le
complexe de Painvin dégénéré : la congruence des tan-
gentes communes 4 deux sphéres n’est pas une con-
gruence de normales. Mais, ce complexe étant de révo-
lution, le probléme est résoluble a prior:.

Je m’occuperai uniquement du complexe Q des
droites équidistantes de deux points : on connait alors
une famille de surfaces non paralléles (cylindres de
révolution autour de droites du plan O zy issues de O)
dont les normales appartiennent au complexe. Dés lors
le probléme est résoluble sans quadrature, d’aprés le
théoréme fondamental de M. Darboux.

Effectuons une transformation de contact : prenons
les podaires par rapport 4 O. La podaire d'un cylindre
d’axe passant par O etsitué dans O zy est un cerclede
centre O et de diamétre Oz. La surface (%) la plus
générale, dont les normales appartiennent au com-
plexe Q, est antipodaire par rapport a O de la sur-
Sface cerclée la plus générale (S) engendrée par un
cercle de centre O et de diamétre Oz. En d’autres
termes, (S) est la transformée apsidale par rapport 4O
d’une courbe générale du plan Ozy.

Ce théoréme est d’ailleurs un cas particulier du
théoréme suivant : La surface la plus générale dont
les normales appartiennent au compleze des droites
sur lesquelles le point fixe O se projette en les points
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d’un céne de sommet O est antipodaire par rapport
a O de la surface transformée apsidale par rapport
& O d’une courbe quelconque tracée sur le céne.

10. Signalons quelques propriétés des surfaces (Z)
et (S).

La surface (%) la plus générale est enveloppe du
plan

x cosg cosg + y cosgsind + 3 sing = w,

® n’étant fonction que de ¢.

Les lignes de niveau de (Z) et celles de sa podaire (S)
se correspondent : en général, la cote d’un point d’une
surface définie en coordonnées o et ¢ est

. ow
I =®sINY + — CO0SQ;
. d? Y

pour une surface (%), s se réduit & wsing, c’est-a-dire
a la cote du point correspondant de la podaire (S).

Sur la podaire (S), les cercles () et les courbes
(tracées sur des cOnes de révolution autour de Oz)
correspondant aux courbes (¢) de (X) sont orthogo-
naux. Il est évident @ priori que les courbes trajec-
toires orthogonales sur (S) des cercles générateurs sont
déterminables, puisque I'axe Oz et la trace de (S)
sur Ozy sont solutions doubles de I'équation de Ric-
cati dont dépendent ces trajectoires. Il résulte de I'ex-
pression de I’élément linéaire de la surface podaire
d’une surface quelconque

lio
2 — 2 2
= [ () ]
+Zd‘r od,d dk]a—f—[m’cos’cp-lf—( >]dq,,

que ces Irajectoires orthogonales sont les'¢onrbes (9):
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c’est la une propriété caractéristique des sur'aces (S)
et des surfaces de révolution autour de Oz. Les
projections sur Ozy des trajectoires orthogonales
des cercles générateurs de la surface (S) sont
homothétiques par rapport a O de la trace de (S)
sur Ozy. Celle trace n’est autre d’ailleurs que la
courbe transformée apsidale de (S), aprés rotation
d’un angle droit autour de Oz (').

11. Aprés avoir indiqué ces quelques propriétés
générales, je donnerai quelques exemples de surfaces
cerclées (§).

I. Une surface (S) classique (qui donna d'ailleurs
lieu a diverses questions des Nowvelles Annales) est
la surface engendrée par les sections circulaires dia-
métrales d'une famille d’ellipsoides homofocaux.

D’une facon générale, toute surface (S) peut étre
envisagée comme lieu des sections circulaires diamé-
trales d’une famille & un paramétre de quadriques

(') Nous venons de déterminer les surfaces telles que les courbes
(9)et (¢) sont orthogonales sur la podaire. Signalons incidemment
que les surfaces (1) telles que les courbes () et (¢) soient con-
Juguées sur la podaire sont intégrales de P’équation aux dérivées
partielles du second ordre

n( GRo] +d—mlan' > _ldtn()m_
\oeoy  gp "EP o 0y~ ”

La transformation ww’ =1 (du groupe que j'ai considéré a la
page 311 des Nouvelles Annales, de 19eq) transforme ces sur-
JSaces (I1) en les surfaces moulures

'z’ ou' .
W -+ Tal! tangeo = o;
on a donc
w(P + Wcosp) =1,

¢ désignant une fonction arbitraire de ¢, et ¥ yne fonction arbi-
traire de ¢. ' '
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coaxiales ; lorsque c’est la famille homofocale

z? 7 2

= ) v!‘bi,
a’+)\+b’+)\+c’+)\ =0 (a*>e*>5%)

la surface (S) a pour équation en coordonnées ellip-
tiques

A+ hy=—(at+ b?),
et en coordonnées cartésiennes

x? _ y!

(@4 y+2%) (cz‘:“b‘z [,T_—ci> =zt

c'est une dégénérescence de la surface des ondes de
Fresnel; elle est transformée apsidale, par rapport a
son centre, de I'’hyperbole focale du faisceau.

II. La surface (S) transformée apsidale de la spirale
d’Archimede de pole O est la podaire de la surface (X)
d’équation '

w=a};
cette sarface (Z) est une surface de M. Appell que jai
déja cousidérée dans une Note sur U'Application de
Uéquation des télégraphistes aux surfaces dont les
tmages sphériques des lignes de courbure sont des
loxodromies ('). )

III. La surface (S) d’équation
(2*+ y2+ z?)xt = ct(x? + y?)

est une dégénérescence de la surface des ondes de
Fresnel; elle est transformée"apsidale d’une droite.
Elle est engendrée par des courbes qui se projettent
sur Oys suivant des ellipses homofocales.

Si le plan Oyz est supposé horizontal, les lignes de
plus grande pente de cette surface sont les cercles gé-

(') Nouvelles Annales, méme Tome, p. 24.
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nérateurs. On connait donc un réseau orthogonai tracé
sur cette surface et formé de deux systémes de co-
niques.

IV. La surface (S) d’équation
(224214 22)tyr= ch(z2+ y?)

est engendrée par des cercles qui se projettent sur Oyz
suivant des ellipses d’aire constante; elle est.transfor-
mée apsidale de la courbe d’équation polaire

rtcosh = c2;

les trajectoires orthogonales des cercles générateurs se
projettent orthogonalement sur Ozy suivant les
courbes

r2sin 0 = const. ;
ces courbes sont inverses d’une courbe remarquable
qu’on rencontre fréquemment : projection des asymp-
totiques du conoide de Wallis; hodographe du pendule
simple, dans un cas particulier; méridienne du solide
de moindre attraction; méridiennes des surfaces équi-
potentielles des doublets, etc. (*).

L]

V. Comme dernier exemple de surface (S), je signa-
lerai le suivant : si quatre cercles de centres fixes, de
rayons variables, les différences des rayons deux a deux
étant constantes, sont assujettis a4 étre quatre cercles
d’une méme sphére (sphére qui dés lors engendre un
faisceau), chacun de ces quatre cercles engendre une
surface (S) particuliére.

12. Le complexe Q appartient a une classe impor-

(') On trouvera les courbes 72 = 4% cosf et leurs trajectoires or-
thogonales r = asiu*0 représentées a la figure 37 (p. 45) du Traite
de Mecanique rationnelle de M. H. Bouasse.
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tante de complexes pour lesquels le probléme de
Transon se résout par trois quadratures.

Considérons un complexe dont ’équation est linéaire
et homogéne en py, ps, ps, les coefficients étant
trois fonctions homogénes et de méme degré de
Vp? + p2 + p? et de chacune des trois coordonnées res-
pectives py, pa, ps; en d'autres termes, cette équation
est, en tenant compte de larelation p} + p3 +pi =1,

Pyp,—+ Py ps+ P3yps= o,

P,, P,, P; étant trois fonclions données respectivement
de py, de p,, de p;.

L’équation linéaire dont dépendent, en coordonnées
de Bonnet, les surfaces dont les normales appartiennent
au complexe peut étre mise sous la forme

D(w, p;)
zp' D(u,v)

D(w, V) _,
D(u,v) — 7
en posant

‘r=‘/vp1dp1+fpzrdpg+fpadp3;

toutes les surfaces cherchées sont données, par consé-
quent, par la formule

I1(w) =fP, dp,-i—ngdp,—t—fP,dps,

dans laquelle II est une fonction arbitraire de .

En prenant pour P,, P,, P; trois dérivées de fonc-
tions connues, le probléme se résout sans quadrature.
Un premier exemple est celui du complexe Q,

ou

P"—:—-, P2=———, Pa:;.“o’ m:f(—),
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et du complexe plus général (n° 8) des cordes d'un
ellipsoide dont les milieux sont dans un plan principal

Py= a—f, Pg————E’ P;=o, m=f(p3:>;

B P2 A ps
cette classe importante de complexes contient le com-
plexe des droites rencontrant une droite issue de O, le
complexe tétraédral, le complexe polaire réciproque,
par rapport a une sphére de centre O, du complexe des
génératrices des quadriques homofocales et homothé-
liques, etc.

P.-S. — Dans cette Note, je me suis préoccupé
d’exposer quelques conséquences des deux théorémes
si simples et si curieux de M. Bricard. Je publierai pro-
chainement un ensemble de recherches sur le probléme
de Transon ; je montrerai comment un théoréme de
M. Darboux, théoréme dont Sophus Lie a indiqué des
applications, conduit a diverses méthodes nouvelles
pour déterminer les congruences de normales apparte-
nant 4 un complexe donné.

GERTIFICATS D’ANALYSE SUPERIEURE.

Lille.

I. QuEsTION DE couRs. — 1° Démontrer que le produit

AL (-3

est convergent pour toute valeur de z.
2° Enoncer et démontrer les propriétés de la fonction
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s(z) définie par ce produit, ainsi que de la Jfonction

s'(3),
$(3)

Az)=

3° Démontrer que l’on a sinwz = e®3)s(z), G(z) étant
une fonction enti¢cre. Déterminer cette fonction G(z).

T2 :
. . ; ' t ———— En dé-
4" Relations entre les fonctions \'(z) € Y pug

duire la somme des séries de la forme

p étant un entier positif.

II. ProsLEME. — On considére l’équation différentielle
du deuxiéme ordre
‘7‘2‘}/”

2

(1) y—zy'+ (Y —xyr—yt=o.

1° Démontrer qu'elle admet comme intégrale générale
un trinome du deuziéme degré dont deux coefficients sont
arbitraires.

2° Démontrer qu’elle admet en outre une solution sin-
guliére, dépendant d’'une constante arbitraire, et satisfai-
sant a une équation du premier ordre

(2) ’ F(z,y, ) =o.

3° Former l’équation (2); lintégrer; chercher si elle
admet elle-méme une solution singuliére, satisfaisant ou
non a U’équation (v).
(Juillet 1909.)

Nancy.

EPREUVE EcRITE. — L. Définir un systéme complet d’équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre linéaires et
homogénes. Etablir ses propriétés immédiates. Systémes
complets jacobiens. Démontrer qu’un systéme complet
de m équations & m + n variables indépendantes admet
n intégrales distinctes.

I. Intégrer léquation aux dérivées partielles du
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second ordre
(re+p)(t+1)—s(szx—qg—y)=o.
EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer le systéme

22X 1+ ZE Xy py+ T35 py = 0,
2Ty Py — T, Py—+ T P3; =0,
xzx§p3—+—x1x3x5pg+ Ty X35 Ps = 0.

(Juin 1908.)
Toulouse.

EPREUVE ECRITE. — I. 1° Soient deux coniques S et S,
ayant pour équations trilinéaires respectives

(S) x4+ yi+ 32=o,
(Sy) art+ by*+ czr=o.

On considére un triangle ABC circonscrit a S ayant
deux sommets A et B sur Sy. Exprimer les coordonnées du
point G au moyen de celles du point de contact M de AB
avec S.

2° En se servant des formules précédentes, trouver la
relation qui existe entre les racines a, b, ¢ de Uéquation
en \ des deux coniques, s'tl existe un triangle inscrit
dans 8, et circonscrit a S. Si cette relation est vérifiée,
montrer qu’il existe alors une infinité de triangles ayant

Fig. 1.

S,

la propriété précédente. Trouver la forme de la relation
considérée quand on introduit les invariants simultanés
8, A, 8y, A des deux coniques.
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30 Appliquer a une ellipse S et a un cercle Sy ayant
son centre sur le grand aze. Montrer qu'il y a deux
cercles de centre donné w sur le grand aze et répondant
a la question. Etablir que, w se déplacant sur le grand
azxe, Uenveloppe de ces deux cercles est un systéme de
deux cercles.

1. Uy, Uy, Us, U, désignant quatre fonctions de la seule
variable u et Vy, Va, V3, V, quatre fonctions de la seule
variable v, on considére la surface S définie par les équa-
tions
U1+V| Ug-—|— V, Ua—‘- V3
(1) z=w—"> Y=< 3= s
U,+ V. U+ V, Ug-i— \
qui expriment en fonction de deux paramétres u et v les
coordonnées cartésiennes x, y, 3 d’un poirt de S.

1° Etablir que les deux familles de courbes (u) et (v)
sont conjuguées.

2* Indiquer quelle est la nature de la développable
circonscrite & S le long d’une des courbes (u) ou (v);
examiner le cas dans lequel ’une des fonctions U,, V, se
réduit a une constante et celui dans lequel ces deux fonc-
tions sont constantes.

3° Déterminer les lignes asymptotiques de S dans le cas
particulier on les formules (1) sont les suivantes :

x=u? y=uv? Z = ud— 3,

EPREUVE PRATIQUE. — On considére la fonction u de s dé-
JSinie par Uéquation

3
W+ = (1+2)u +1—32=o0.
V2

Soient uy, u,, u; les racines de cette équation pour z =o;
uy est réelle et négative; le coefficient de i dans u, est po-
sitif, dans u; il est négatif. )

1° Trouver les points de ramification. Indiguer quelles
sont les déterminations qui se permutent autour de chacun
d’eux. (On remarquera que lUéquation n’a jamais de
racine réelle pour z purement imaginaire.)

2° Trouver, dans le voisinage du point 3 = — 1, les trois
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premiers termes du développement des trois racines suivant
les puissances fractionnaires de z + 1.
3° Tracer des coupures qui rendent uniforme chacune

Fig, .

D

AN

des trois déterminations; A, C, D, E, F, B désignant les
points dont les coordonnées sont respectivement

(—1, —1), (—2,0), (0.3), (0, —3)

on part du point A avec la détermination u,, en suivant le
chemin indiqué ci-contre ACDOEFB ; avec quelle déter-

mination arrive-t-on en B?
(Juillet 1908.)

Epreuve kcnite. — 1. Indiguer les diverses valeurs que
peut prendre Uintégrale

i dz
. [ (8 —3)/1—3?

quand on va dans le plan complexe du point z =0 au
point 3=1 en suivant un chemin arbitraire.

'. II. On considére la surface S enveloppe des plans
2ax + 28y + (1—at— B2)z =2 f(a, B)

qui dépendent des deux paramétres a et B.
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1° Trouver lexpression la plus générale de f(a,B) de
maniére que les lignes a = const., 3 = const. soient les
lignes de courbure de la surface; ce sont alors des courbes
planes.

2° Déterminer tous les cas ou ces lignes de courbure
sont circulaires. '

3° Parmi ces derniéres surfaces il en existe une dont les
rayons de courbure sont en chaque point égaux et de
signes contraires. Trouver ses lignes asymptotiques.

EPREUVE PRATIQUE. — On coupe Uellipsoide
x? [Z I
at Tt T !

par unplan; déterminer les coordonnées du centre de gra-
vité de U'un des volumes limités par le plan et Uellipsoide.
En déduire les coordonnées du centre de gravité du volume
limité par Uellipsoide et deuxw plans quelconques n’ayant
aucun point commun & Uintérieur de Uellipsoide.
(Novembre 1908.)

EPREUVE ECRITE. — I. On considére la surface =, enve-
loppe du plan P,

2ax— 2By + (224 Bt —1)5 -+ (82— 2*) (a+ B2+ 3) = o,

ou z et B sont des paramétres.

1° Calculer les coordonnées du point de contact M de P
avec son enveloppe et U'élément linéaire de la surface.

2° Déterminer les lignes de courbure de = (ces lignes
sont planes) et aussi ses lignes asymptotiques. Que sont ces
lignes?

3° Les plans des deux lignes de courbure qui passent
en M coupent les plans coordonnés y Oz et 0z suivant
deux droites D et A dont on demande les trajectoires or-
thogonales.

4 Montrer que les droites perpendiculaires a P qui
s’appuient sur D et A engendrent une congruence de nor-
males : quelles sont les surfaces normales a ces droites?

Il. Etant donnés trois points P, Q, R sur une cubique
plane, déterminer un triangle ABC dont les sommets
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sqignt sur la courbe et dont les cOtés passent respectivement
par les points donnés P, Q, R; cas o les trois points P,
-Q, R sont en ligne droite.

EpREUVE PRATIQUE. — 1. On envisage la fonction ellip-
tigue f(u) admettant les mémes périodes données et les
mémes poles que la fonction pu et qui, dans le voisinage
de u = o, se développe par la formule

n—_—wm
I 1 3 ]
f(u)_—.;; +;—‘+<1+;g,>;;+ZA,.u",

n=e

dans laquelle les coefficients A, ont des valeurs cens-
tantes dont la premiére Ay est supposée donnée et ot g
désigne la constamte qui figure dans le développement
connu
pu = E‘;—v—%‘—:u’-&- ‘g—éu"—e—...

de pu.

1o Déterminer la décomposition de f(u) en éléments
simples.

2° Exprimer la fonction f(u) auw moyen de la fonc-
tion pu.

3° Déterminer la fonction primitive et les dérivées suc-
cessives de f(u).

II. Etudier, dans le voistinage de l’origine, la courbe
représentée en coordonnées cartésiennes par l’équation

ry(y —ax)+2x(y*—ax*) — 3y’ at=o.

(Juillet 1g0g.)

CERTIFICATS D'ASTRONOMIE,

Besangon.

EPREUVE EchiTE. — 1. Mouvement d’un seul corps céleste
autour du Soleil. — Cas de Uorbite elliptique, position du
corps a linstant t. »
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Il. Aberration annuelle. Formules usuelles pour les
coordonnées équatoriales.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Calculer d’heure en heure les
ascensions droites de la Lune & Uaide des données sui-
vantes pour les 29-30 juin 1909 :

h h m s
Oueeeree i enaniinne . 15. 6.30,7
/N e 15.14.36,5
8 15.22.47,8
12..... e coe. 15.31. 4,5
16...... Cereeaes e 15.39.27,0
20, ... ... e 15.47.55,3
D e e 15.56.29,5
28 e 16. 5. 9,28

(Juillet 1gog.)
Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — Montrer comment les lois expéri-
mentales du mouvement des planétes conduisent a la lot
d’attraction newtonienne et comment cette loi est néces-
saire pour expliquer le mouvement des satellites autour
des planétes ; vérification dans le cas de la Lune.

Indiquer, sans démonstration, les raisons qui permettent
d’étendre cette loi a tous les systémes stellaires.

EPREUVE PRATIQUE. — Connaissant & deux époques diffé-
rentes les longitudes Iy et I, d'une planéte et les lati-
tudes M\ et hy, calculer la longitude du neud ascendant
et U’inclinaison de son orbite.

1y = 75°25' 32, ly=104°10"17",
)\] = 8° ¢ 7”, )\g= 3035141".

(Juin 1909.)
Caen.

EpREUVE EcRITE. — Dé  finition et principales propriétés
des fonctions de Bessel.
Démontrer, en particulier, la formule

T
J,,(a:)_-—.%f cos(ny — z sing) de.
[
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EPREUVE PRATIQUE. — Sachant qu'une étotle reste un
temps sidéral T au-dessus de l’horizon d’un lieu, déter-
miner la déclinaison de cette étoile.

La latitude ¢ du lieu est donnée.

Application numérique :

T = 6"38™15°,
¢ = §3°51'33".
(Juillet 1909.)
Lille.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Résoudre, par application de la
méthode des moindres carrés, le systéme

apx +bpy =cp (p=1,2,...,n),

et déterminer les erreurs moyennes des valeurs calculées
des inconnues.

II. Erreurs d'excentricité dans la mesure des angles au
moyen de cercles divisés; emploi de verniers multiples.

EPREUVE PRATIQUE. — Un observateur en un liew dont la
latitude boréale est N = 4747 32" apercoit a une hauteur
H = 52°38'18", du cé6té de U'Est, une étoile dont la décli-
naison boréale est D = 22°30"26".

On demande de trouver : 1° Uazimut de cette étoile;
2" quel temps s’est écoulé depuis son lever; 3° quel temps
s’écoulera jusqu’a son coucher.

(Juin 1909.)

QUESTION.

2143. — Soient ABCD un tétraédre et P un point quel-
conque de l'espace. Ld droite PA rencontre la face BCD en A,
et les droites BA,, CAy, DA, coupent CD, DB, BC en L, M, N.
On joint le milieu I de AA; au centre O de la conique inscrite
a BCD en L, M, N. A chacun des sommets du tétraédre cor-
respond une droite 10.

Démontrer que ces quatre droites sont concourantes.

(P. SoxpaT.)
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SURFAGES PARTIELLEMENT CYLINDROIDES ;

Par M. E. KERAVAL,

Professeur au lycée Hoche.

Définition. — Je dirai qu'un point A est un point
de Cayley pour une surface réglée lorsque les pieds des
perpendiculaires abaissées de A sur les génératrices
forment une section plane de la surface; je désignerai
par P, le plan de cette section. Pour la surface appelée
cylindroide de Cayley, tout point A de lespace est
un point de Cayley.

MM. Appell et Bricard ont montré dans le Bulletin
de la Société mathématique de I['rance, anoées
19o0-19o1, que ce cylindroide était Ja seule surface
réglée réelle jouissant de la propriété en question pour
tout point de 'espace. Pour les autres surfaces réglées,
les points de Cayley A sont donc ou des points isolés ou
bien formant des courbes ou des surfaces quand il en
existe. Je laisse de c6Lé des surfaces réglées qui pos-
sédent zéro, un ou deux points de Cayley; jappelle
donc surfaces partiellement cylindroides celles qui
possédent au moins trois points de Cayley.

Jarrive alors a la classification suivante :

1° Les surfaces a plan directeur qui possédent deux
points de Cayley en possédent une infinité situés sur
un cylindre de révolution on dans un plan. L’équation
de ces surlaces résulte de I'¢limination de ¢ entre

¥y =txr— ke,
2 % = at“—l—bl’—l—c.
1+ &2
Ann. de Mathémat., ° série, t. X. (Février 1g10.) 4
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L’ensemble des termes du plus haut degré est

s(x2+y?) (kz + ax).

Ces surfaces sont donc du quatriéme degré. Sia = o,
k =o, on a le cylindroide de Cayley.
Tout ceciest extrémement facile, je le laisse de coté.

2° Les surfaces 4 cone directeur. Je trouve :

1° Des surfaces Sy du neuviéme degré a cdne direc-
teur du troisiéme degré avec dix points de Cayley;

2° Des surfaces du huitiéme degré S; a cone direc-
teur du-deuxiéme degré avec quatre points de Cayley ;
on a alors une infinité formant une conique;

3° Des surlaces du sixiéme degré S, avec cone dirvec-
teur du deuxiéme degré. Ici les points de Cayley
forment une sextique qui dans le cas général est indé-
composable et qui a pour ses six directions asympto-
tiques les perpendiculaires aux six plans cycliques du
cOne directeur.

Dans les cas particuliers, la sextique peut se décom-
poser en une conique el une quartique ou en trois
coniques.

Le degré 6 peut s’abaisser; c’est ainsi qu’on trouve
des surfaces du quatri¢cme degré avec deux droites de
Cayley. Ces droites sont toujours perpendiculaires aux
plans cycliques du cone direcleur.

4° Enfin la surface peut s’abaisser au second degré;
la sextique est alors réduite a six droites (pourl'un des
systémes de génératrices).

Ce sont les perpendiculaires communes aux géné-
ratrices isotropes de la surface, ou encore les perpen-
diculaires aux plans cycliques menées par les foyers du
contour apparent de la surface sur les plans cycliques
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centraux. Si d’un point d’une de ces droites on abaisse
des perpendiculaires sur les génératrices du systéme
considéré, les pieds sont sur un cercle dela quadrique.

DEFINITION DU coMpLEXE AP,.

Etant donnés un point A et un plan P,, jappelle
complexe AP, I'ensemble des droites A telles que le
pied de la perpendiculaire abaissée de A sur A soit
dans P,. Ce complexe est du deuxiéme degré. Son céne
de sommet S a pour sections circulaires :

1° Les plans paralléles a P, ;

2° Les plans perpendiculaires sur S,.

La courbe du complexe située dans un plan Q est
une parabole ayant pour foyer le pied de la perpendi-
culaire abaissée de A sur Q et pour tangente au sommet
Pintersection de Q et de P,.

Notations. — J'ai dit me servir quelquefois d’axes
obliques.
AN N , AN )
YO0z =49, 202 = ¢/, z0y =19

Pour définir une droite A, je me servirai souvent de la
notalion

xr=az-+p,

Yy = bz + q,

ou alors de deux points ¢y%0, ¥4 2. Je pose alors
comme d’habitude

a’o—x,=X, JIZO —yoz|=]4,
Yo—y1=1Y, 3120 — 30Ty = M,

Bo—a =1L, wys—zey1=N.
On peut prendre alors -

X=a, Y=0¢, Z=1, L=gq, M=—p, N=bp—ag.
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Je pose

o = NY —MZ = (62+1)p — abg,

p'=LL —NX=—abp +(a*+1)gq,
p’=MX—LY =—ap —bgq.

Je désignerai habituellement les coordonnées de A
par a3y et I'équation de P, par

Az+By+Cz+D=o.

L’équation du complexe AP, est alors, en posant
pour abréger

U =X + Ycosg"+ Zcose'
V =Xcos¢"+ Y + Zcosg,
W = Xcoso'+ Ycoso + 2,
DUN+VY+WZ)+(AX +BY+ CZ)(aU+ B8V +yW)
+ A(NV—MW) + B(LW — NU) +~ C(MU —LV) =o.

En axes rectangulaires :

D(X2+ Y24 Z2) + (aX + Y +vyZ) (AX +~ BY + CZ)

+Ap+Bp'+Cp'=0
ou
o(XYZ)+ Ap+Bp'+ Cp"=o.

PREMIERE PARTIE.

ETUDE DES SURFACES Sy.

Azxes rectangulaires. — Les surfaces qui possédent
trois points de Cayley A, B, C ont pour génératrices les
droites communes a trois complexes AP,, BPg, CPg.
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Je suppose ici que P, PyP¢ forme un véritable triedre :

A :afy, Pr:Ax +By +Cz +D =o,
B:a'8'Y, Pp:A'z +B'y +C'z+D'=o,
C:a"B"y", Pe:Az+ By + C3+ D' =o0;
A B C A, B, C.

a=|A" B C |, A=A} B} C}| adjoint de A.
A" B ' Al B} C}

Ma surface est définie par les trois complexes
Ao +Bp' + Cp" + o, (XYZ) =0,
A'p + B'o' + Cp"+ 42(XYZ) = o,
A" + B"p'+ C"p"+ ¢3(XYZ) = o;
d’oti I'on peut tirer pg'p’, car A £ o,
Ao+ A9+ Ao+ Aloz=o,

ou, pour abréger,

Ap + Py =0, P = A g1+ A e2+ Af ¢,
(1) Ap'+®y=o0, ®, = By ¢, + Bj pa-+ B 03,
A"+ P3=o0, ®; = C; 91 + C} 92+ Cf 0.

Je multiplie (1) par XYZ et J’ajoute; j’ai
(2) X¢1+Y¢2+Zd’3=0.

C’est le cone directeur; il est du troisiéme degré.

Je démontrerai que ce n’est jamais une identité et je
chercherai dans quel cas il peut se décomposer. Les
deux premiéres équations (1) me donnent ensuite p
et p/, c’est-a-dire, avec la notation abpg,

‘ (b2+1)p — abg =— —

( —abp +(a’+1)q=—%;
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d’ot
t—az=p=_2F—P
=P = @)
_ b‘bg—q)g
(3) y_bz_q—A(a2+b’+l)’
b.z'—-a_y: ll(l’z—-b(b]

Alat+ br+1)’
a®dy+ bPy+ cP3 = o0.

‘Ce sont les équations de la surface ; la derniére donne
le cone directeur, ¢ étant une variable d’homogénéité.
En cherchant les points de rencontre avec une droite,
on trouve que la surface Sy est du neuviéme degré, et
d’ailleurs elle peut se décomposer en trois cylindroides.
La section par le plan de l'infini se compose de la
cubique du céne directeur, plus six génératrices iso-
lropes qu’on obtient en résolvant

a? +b? +c? =o,
a®;+ bdPy+ cP3 = o.

La cubique peut étre quelconque, mais elle détermine
les six génératrices isotropes. En outre, a chaque géné-
ratrice du cdne directeur, correspond une génératrice
et une seule de la surface, et réciproquement. Il reste a
faire voir que la relation

ad;+ bdy+ Py=o0
n’est pas une identité.
Tutorkme. — S P, PyP¢ forment un vrai triedre
et si A, B, C ne sont pas confondus au sommet du
triédre, la relation entre les paramétres directeurs

de la droite n’est pas une identité. Cette fois je
prends les axes obliques et

P,\ =J/Oz’ Pn:: zOZ‘, PCZ.Z‘O‘}’.
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Les trois complexes s’écrivent
NV —-MW+2(aU+8 V4+v W)=o,
LW—NU +y(2U+8V4yW)=o,
MU —LV +3(a"U~+§"V+7W)=o,
d’ou le cone ‘

Uz(aU+BV+yW)+ Vy(a'U~+ 'V W)
+W3(2’'U+B'V+y"W)=o0.

Soient
T cos¢” coso’ a b d
8 =| cosoy’ 1 cos ¢ et b ¢ e | son adjoint.
cosg’  cosg I d e f

Je change de variables et je prends UVW; P'équation
devient :
U(aU + 8V +yW )(aU+bV 4+ dW)
+ V(U +BV+yYW)OU+cV4eW)
+W(@@U+3'V++4"W)(dU+eV+ fW)=o.

En écrivant que c’est une identité, on trouve faci-
lement que «fy, o/ 3y, «"3"y" sont nuls.

Je montrerai qu’en général le cone du troisiéme ne
se décompose pas; j'ai donc bien, en général, une sur-
face Sy du neuviéme degré sans décomposition, coupée
par le plan de 'infini comme il a été indiqué.

RECHERCHE DE TOUS LES POINTS DE CAYLEY
DES SURFACES S,.

TrtorEME PRELIMINAIRE. — ST une surface S,
Jormée avec trois complexes AP,, BPy, CP¢, appar-
tient & un quatriéeme complexe de méme forme, ce
dernier est certainement une combinaison linéaire
@ caefficients constants des trois premiers, cest-.
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a-dire est l'un des complexes a trois termes
)\F1+ }JF2+‘IF3= o,
F,=o0, F; =0, Fy;=o0 élant les équations des trois
premiers complexes.
Eo effet, les trois complexes donnés peuvent étre
remplacés par
p +®i(a,b)=o,
p' -~ ®3(a,b)=o,
"+ ®3(a,b) =o,
qui en sont des combinaisons linéaires a coefficients
) o . ] .
constants <J’a1 remplacé 5 par <D>. Le quatriéme com-
plexe est de la forme
Fo=A%p + Bvp' + C¥p"+ ¢, (ab) = o,
et par conséquent sur la surface Sy on a
o= AP, + BV P, 4 C¥Py,

qui est une identité, sans quoi le cOne directeur serait.
du deuxiéme degré. Donc

Fo= A" (p + &) + B (5 + @) + C (" + 3),

ce qui démontre le théoréme.

DETERMINATIONS DES DIX POINTS DE CAYLEY
DES SURFACES Og.

Quand on cherche 4 déterminer les points de Cayley
avec des axes rectangulaires quelconques, on trouve
qu’ils sont a I'intersection de trois surfaces du troisiéme
degré qui ont en commun une cubique gauche qui ne
convient pas, ce qui semble donner dix points. En
prenant des axes obliques on peut choisir, comme plus,
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haut, P, Py, Pcpour les plans coordonnés : P, =03,
Py =30z, Pc= xzOy. Les trois complexes sont

NV — MW + X(2 U+B V++v W)y=o,
LW —NU + Y2 U+@ Vv W)=o,
MU —LV +Z(a'U+f'V++"W)=o0.

On ajoute aprés avoir multiplié par Apv et 'on iden-
tifie avec

A(NV — MW) -+ B(LW — NU) + G(MU — LV)
+(AX +BY +CZ) (2, U+ BV 4+, W)

. +D(UX+VY+WZ)=o.
On a de suite . .

A=A, w =B, v=C.
Les termes en X2Y2Z2 donnent ensuite

Mo+ Bcose”+ ycos¢') =D+ A(ay+ By cosg’+ 1, coszp')',
(e cose”+ B+ v cosp) = D+ p(a; cos¢”+ B+ y1 cos0),
v(a' cosp’ + B"cose +y") = D + v(a; cos¢’' + By cose + 1),

ou, avec une notation facile a comprendre,

AUy =D+ AU,
( wVg =D+ puV,
( VW(; =D —+ vW.
Premier cas.
U 3 U,, V # Vg, W = We.
Alors

A= —D - _—D .,.__:_[.)_
= PO A, = W—w

 Enfin les termes rectangles me donnent trois équa-
tions. Par exemple le terme en YZ :

p(a' coso'+ B cosg + v') + v(a’ cose”+ '+ v" cosp)
= (a1 cos9’ + B, cosp + vy)
~+ v(ay cosg"+ B+ 1 cos¢) + 2D cosg,
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c’est-a-dire
pWp+9Ve=puW+9vVa-2Dcose
ou
#(Wg— W) +v(Vg— V) = 2D cose.
En remplacant huv par leurs valeurs, on voit que les
points de Cayley sont les points communs aux trois

quadriques v
V—-V¢ W — Wy

S. 2 COSQ =W-—W(~+ Vg’
, W—W — Ug¢

s 2089 = U_‘S\A+\$—3:;-’

s”. 2 080" = U—Us —%—V_-VA

V—Vy U—Us

Ce sont trois cylindres de révolution bien faciles &
définir géométriquement. S, par exemple, est un cy-
lindre de révolution a génératrices perpendiculaires
ayO0z, car V=0, W = o sont deux plans perpendi-
culaires, 'un a3 Oy, 'autre 3 Oz. De plus, 'ensemble
des termes du deuxiéme degré est

—sin?o(y2+ 22+ 2y2C089).

S est vérifiée pour V="V;, W= W;, donc passe
par B, de méme par C. Enfin S passe par I'intersection
des plans

W = W, V = V;.

Le cylindre de révolution S perpendiculaire a P,
passe par B et C, puis par Pintersection du plan mené
par B perpendiculajirement a U'intersection de P,, P et
du plan mené par C perpendiculairement a I'inter-
section de P, Py. On définirait de méme les deux autres.
Ces trois cylindres ne peuvent pas avoir de courbe
commune; ils se coupent en huit points, mais I'un
d’eux w doit étre rejeté. Il est défini par

U = U,, V = Vs, W = Wg.
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Les sept autres conviennent; on a en plus ABC, en
tout dix points.

Deuxiéme cas. — U—U,, V—Ve, W _—-W, ne
sont pas tous trois différents de zéro. On trouve alors
que deux des coefficients Ay doivent étre nuls; on a
alors les points A, B, C.

CONSTRUCTION DES DIX POINTS DE CAYLEY,
CONNAISSANT LES TROIS CYLINDREs S, S/, §".

On se donne trois cylindres de révolution S, S/, §”
dont les axes ne soient pas paralléles a un méme plan
et qui aient un point commun réel w. On met ce point
a part; les sept autres points sont gardés comme points
de Cayley. On forme un triédre Ozys dont les faces
soient perpendiculaires aux cylindres. Il reste a trouver
trois points de Cayley, A, B, C. Le plan qui passe par »
et est perpendiculaire & Oz coupe S§" suivant deux
génératrices; l'une passe par w, l'autre par A. De
méme le plan qui passe par w et est perpendiculaire
a Oz donnera une autre droite passant par A, d’ou A.
On a de méme B et C.

Remarque.—llrésulte dela que, siles trois points A,
B, C supposés liés subissent un mouvement de transla-
tion par rapport au triedre P, PP, ils entrainent avec
eux sans déformation le systéme des dix points.

CONSTRUCTION DES DIX PLANS DE CAYLEY
QUI CORRESPONDENT AUX DIX POINTS.

Si je désigne par uz + vy + w3z + s = o I'équation
du plan de Cayley qui correspond au point %, 2,7y, ou
mieux zyz, les six équations qu’on a trouvé plus haat
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w(U —Uy)=—s,
(4) v(V —Vg)=~—s3,
w(W—W¢)=—s;
§ o (W-—=Wpg)+w(V — V¢ )+ 2s5cosg = o,
?

s'écrivent

(5) w(U —U¢)+u(W—W,)+2scos¢’ =o,

L u(V —Va)+9¢ (U—TUp )+ 2scos¢”"=o.

1 . u (4 w . . .

En éliminant < ;> g ona les trois cylindres qui

déterminent le point zyz de Cayley. Pour avoir les

plans de Cayley, il faut faire le contraire : éliminer 2z,
c’est-i-dire UVW. On trouve ainsi

s(v2 +wt—aow cosg )+ vw [(Wg— We)e + (Ve — Vy )w|=o,
s(wi4 ut —awu cosg' ) + wu[(Uc — Up )w + (Wa— Welu ] =o,
s(u? 4902 —ouy cos¢”) —uv [(VA —Vp)u + (Up — Uy )¢ ] =o0.

La troisiéme, par exemple, représente une hypo-
cyclide a trois rebroussements, tangente & Oz, Oy. Il
vaul mieux procéder autrement pour avoir les plans de
Cayley. Soient D un quatrieme point de Cayley; Py le
plan correspondant. Cherchons I'équation du plan Py.

On a

u = d 5
T Ux- Uy’ ’
donc I’équation du plan Py, est

SR A +1
Us—Up  Vg—Vy  We—Wy

= 0.
Il coupe les axes en trois points H, K, L tels que
Dﬁ:UD-— Uy, W:VD—VB, OL = Wp— We.

D’ou la régle suivante :

Prendre sur Oz, 0y, 0 s des vecteurs OH, OK, OL



(61)
égaux aux projections orthogonales de AD, BD, CD
sur Oz, Oy, Os. Le plan HKL est le plan cherché Py,

Il résulte de la que, si 'ensemble des dix points subit
un mouvement de translation par rapport au triédre
P, PgPg, les sept autres plans de Cayley restent immo-
biles.

EXEMPLE D’ABAISSEMENT DU NOMBRE DES POINTS
DE CAYLEY.

Ce nombre 10 peut s’abaisser. J'indiqueral un seul
p

exemple. Supposons lesaxes rectangulaires et prenons A
sur Oz, B sur Oy, Csur Oz:

0A =, OB=08, OC=
avec
Pyr=y03, Pg=20z, Pc=2x20y.

On trouve sept points de Cayley qui forment sept des
sommets d’un parallélépipéde rectangle. Le céne direc-
teur de la surface est

ax?+ By3+y33=o.

La surface s'obtient en éliminant a, b entre les équa-
lions
aa’+ b3+ y =o,
_a(y—aa) _b(y—B¥bH)
SRt oy Srr L G sy T ey
Les quatre plans nouveaux de Cayley ont pour équa-
tions
o -+ L -+ $ “+ =0,

a 8
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qui correspond a l'origine
ax—By =o, By—yz=o, Yz —az =o.

Les trois derniers passent par une méme droite.

DOUBLE ET TRIPLE DECOMPOSITION DES SURFACES Sg.

Pour établir qu’il y avait dix points de Cayley, j'ai
supposé que la Sy ne se décomposait pas. Je vais mon-
trer qu'il peut arriver que la Sy se décompose ou bien
en une surface du sixiéme degré S, el un cylindr'o'ide
de Cayley, ou bien en trois cylindroides. Dans ce der-
nier cas, les dix points seraient les points de Cayley
communs aux trois cylindroides, c’est-a-dire ayant le
méme plan de Cayley dans chacun d’eux.

Pour que Sq se décompose, il faut et il suffit que son
cone directeur se décompose, et alors on a une surface
a plan directeur ayant trois plans de Cayley formant
triédre, ce qui n’arrive que dans le conoide.

Je prends P,PyP; pour triedre de référence. ABC
ont pour coordonnées a3y, «'3'y', 2"8"y". Le cone
directeur a pour équation

o= Uz(aU+ 8V +yW)
+Vy(@'U+ B8V 4+ vy W)+ Wiz(2"U+ BV y"W).

Je change de variables et je désigne par

a b d i 1 cosg” cosg’
b ¢ e I'adjoint de cos¢” 1 cosQ
d e f cos¢’ cosg 1

Je sais que, si la Sy se décompose et donne un cylin-
droide de plan directeur Q, il en est encore ainsi



A (63)
quand A, B ou C se déplace perpendiculairement & Q.
C’est cetle considération qui va me guider dans toul ce
qui suit. Je prends U, V, W pour variables; le cone
devient
U@ U+BVay W)(aU+bV +dW)
+V (A U+BV+yYW)(bU+cV+eW)
+ WU+ BV 4+ y"W)(dU +eV 4+ fW) =o.

Jécris qu'il se décompose et contient le plan
U=pV+4+qgW;
j’ai ainsi quatre équations :

(7) ('+a'p)(c+bp)(B+ap)(ap*+bp)=o,
(8) ({"+2"¢)(f+dg)(y+aq)(ag*+dg)=o,
(9) (B'+a'p)(e+bg)+ (y"+2'q)(c+ bp)
+ (f'-+a'p) (e + dp) + (B + 2p) (2apg + dp + bq)
+ (Y +2q9)(apt+bp) =o,
(10) (Y'+2'q)(e+bq)+ (B +a"p)(f+dg)
+({"+a"g)(e+dp)+ (B+ap)(ag?+dg)
+(y+ag)(2apqg +dp + bg)=o.

Je me donne le triédre P,PyPg et le point A(afy);
ces équations me montrent que B(a'3'y") et G(a"B"Y")
sont 'un sur une droite A’, I'autre sur une droite A",
ces deux droites dépendant de deux paramétres p, g.
Donc A" et A" engendrent deux congruences et se cor-
respondent dans ces deux congruences suivant une
certaine loi. Or, il arrive que chaque fois que deux
droites A’ se coupent, les droites A” correspondantes se
coupent également. Le calcul est trop long en axes
obliques, mais je l'ai vérifié quand le tri¢dre P,PyP;
est trirectangle. Du reste, ceci résultera de ce qui va
suivre.

J’imagine que je me donne A et B; I'équation (7)
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me donne trois valeurs pour p. Entre les équations (8),
(9) et (10), j’élimine B'+ a"p et Y+ o’q; jai une
équation du troisiéme degré en gq.

Je tire
‘ B'+a"p=/rfi(gq),
(ll) 4 ” "o f3(q)
[T+91=Frag

Sr, fa élant de degrés 1 et 3. Je porte dans (10).

Jai ainsi, dans le cas le plus général, neuf systémes
de valeurs en p, g, et, a chaque systéme, les équa-
tions (11) font correspondre une droite sur laquelle se
trouve C.

Ainsi, ayant choisi A et B pour que S, se décom-
pose, il faut et il suffit que C se trouve en un point
arbitrairement choisi sur neuf droites parfailement
déterminées. Or, je dis que ces neuf droites se coupent
Irois par trois en six points, c’est-a-dire forment
comme les six cOlés et les trois diagonales d’un hexa-
gone gauche.

Il en résultera que, A et B une fois choisis, il existe
neuf droites sur lesquelles il faut prendre C pour avoir
une double décomposition et six points G,, Gy, ..., G4
pour lesquels on a la triple décomposition, ¢'est-a-dire
que, si G est pris en 'un de ces six points, Sy se décom-
pose en trois surfaces du troisiéme degré qui sont des
cylindroides.

Je vais d’abord montrer que sur chacune des neuf
droites il y a deux points C pour lesquels se produit
la wiple décomposition. Je remarque immédiatement
que, si en un point passent deux droites A", il en passe
nécessairement trois : ce sont les perpendiculaires aux

plans de décomposition du coéne. Le cone exprimé
en UVW s'écrit '

U(aU+BV+yW)(aU+ bV +dW +...=o.
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Jordonne en U et je divise par U— (pV + qW);
la division est exacte, puisque G est sur I'une des neuf
droites et le quotient est de la forme :

AU+ A'V24+ A"W2 4+ oBVW + 2 B'WU + 2B"UV =o.

Les six coefficients sont

A =aaq, .
Al =ca'+(b+ap)(B+ap)+b(B +a'p),
A" =fd"+(d+aq)(y+ag)+d(y"+a"q),
‘2B =(d+aq)(3+ap)+ (b+ap)(y+ag)+b(Y+2q)
+ex' +ex+ d(f +a"p),
2B ' =da -+ do'+ a(y+agq),
2B =a(f+ap)+ba+ ba'.

Sur la droite que I'on considére, o, ", " varient,
mais 3"+ «’p et v'+ o’ ¢ sont conslants.
Si je remplace @’ par z, lcs six coefficients sont de

la forme
A, A, A=A+[z

2B =2B+ ez, 2B’ = 2B} + duz, 2B’

2 est la seule variable. En égalant a zéro le discrimi-
nant, j'ai une équation du deuxiéme degré en x. Ein
général, le coefficient de a2 n’est pas nul; donc il y a
deux points de triple décomposition sur chacune des
neuf droites, done il y a six points tels que par chacun
d’eux, il passe trois des droites.

Casdu triédre trirectangle. — Si Py, Py, P forment
un tricdre trivectangle, les calculs sont beaucoup plus
simples. On ne trouve plus que trois droites qui forment
up tricdre. Alors deux des points A, B, C étant choisis,
le troisi¢me est parfaitement déterminé s'il y a triple
décomposition. Si, par exemple, on prend

o' = o, f'=0, Y=-+1 pour G,

(14
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les points A et B se correspondent par les formules
suivantes qui déterminent une transformation biration-

nelle :

9%y}
G2+ 278’
_ ha
I = TS gy

Ty =

3z = e 38 % 5
\ 433+ 2728
z3
9z 71
T 4st+anyt
— 32}z

EXEMPLE DE DOUBLE DECOMPOSITION (AXES RECT.).
A: 1, o, 1 Pyt y—z=o,
B :—1, o, 13 Pp : y+2z2=o0,
C: o, 1, o; Pe:z2—2=o0

La surface Sy se décompose et donne :
1° Le conoide
z(x2+ y2) =y,

2° La surface S, définie par

! « = 1— b2

T 35—1’
_(1—a)(ab+b—)
- at+ b2+ ’
a(i— b2)+2b

| xr—az=p

y—bz=g=

EXEMPLE DES NEUF DROITES.

Sil'on prend

¢=¢ =90, ¢'=60"
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a=o0, P=o, =3, 2'=o0, {f=-8, V'=—14,

on a d’abord, pour ¢, trois valeurs
q =-+1, g =—1I, q = .

On a d’abord les six droites A’ suivantes qui corres-
pondent a

qg=-+1 avec  p=2, 1, 3
g =—1 avec p=2 —1, 3.
Ayt y+or =18, 47 =09,

Ayt y+ 2 =o, Z+x=—3,
Ayt y+ixr=o, z -+ =45,
A, t y+o2r=—18, z —x =33,
Ay ty— x =o, s—x=—3,
Ayt y+3x=o, 5 —x =45.

Ces droites se coupent deux a deux en six points :

B, : 6, 0, 3,
By, : —18, 54, 27,
B; : o, o, 45,
B, : 6, —3o, 39,
By : —18, 18, 15,
B, : o, o, — 3.

Il reste a trouver les trois autres droites qui corres-
pondent a la racine infinie. On trouve les trois droites

B;Bs, B;B,, B;B;.

On a
3 droites paralléles a 5 + x = const.,
3 » z — x = const.,
3 » 3 = const.

Il en est toujours ainsi, car on a, pour p, trois
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valeurs p,, p2, ps; les droites sont, trois par trois, pa-
ralléles aux plans

y+pix=o, ¥y + p:x =0, ¥ -+ p3r =o.

SECONDE PARTIE.

ETUDE DES SURFACES Ss-

Ces surfaces s’obtiennent en supposant que P,, Py, P¢
sont paralléles & une méme droite, deux d’entre eux
n’étant pas paralléles.

ProsLime préLiMiName. — Condition d’indépen-
dance de trois complexes AP,, BPy, CP¢ ot Py, Py, P
sont paralléles a une méme droite, Oz par exemple.

Je dis qu’ils sont indépendants s’ils déterminent une
surface. Dans le cas contraire, les équations se réduisent
adeux; on a une congruence.

PN NS TN
z0z3=g90°, yOz=go0°, zO0y=g¢

Premiére complexe,

Deuxi¢me complexe,
B:a'f'y, Pp : y=o.
Ces deux complexes ont pour équations

X@X+BY~+vZ)+NY—MZ—+cos9p[X(z Y+2 Y)+NX]=o,
Y@ X+ 3Y+vy'Z)+ LZ —NX~+cose[Y(@'Y + £'X)—NY] =o,
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Je multiplie par A, u, J’ajoute et j'identifie avec

D(X2+ Y2 (y X+ £1 Y +7,Z) (AX + BY) .
-+ A(NY—-MZ)—+ B(LZ—NX)
“+coso[(2 Y+ B X)(AX +BY)+2DXY +ANX— BNY]=o.

J’en tire
A=A, p =B, D =o.

Donc Py, Py, P doivent passer par une méme droite
qui estici Oz si le troisiéme est une conséquence des
deux autres.

Les autres conditions expriment que A, B, C sont
dans un méme plan perpendiculaire 4 Oz, soitxOy. En

oulre,
BC perpendiculaire a Py,

CA » Ps,
AB » Pe.

J’ai admis que si les trois complexes n’étaient pas
indépendants, c’est-a-dire si I'un est la conséquence
des deux autres, ils élaient liés par une relation homo-
géne a coefiicients conslants.

Or, en axes rectangulaires, on peut les écrire

Ap +Bp' +o01(XYZ) =0,
Ao + B0 + ¢ (XYZ) =,

A"p + B"p"+ 93(XYZ) = o,
avec
AB'— BA'# o.

Les deux premiers donnent 5 et p'; en portant dans le
troisitme on a le cone directeur ou une identité. Si les
trois complexes ne sont pas indépendants, on a une
identité et alors on a bien une relation de la forme
indiquée. De la le théoréme :

Tutorime. — Pour que le complexe CP¢ soit une
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conséquence des deux complexes AP, BPy, 0t P,, Py

se coupent suivant une droite A et oit Pgest paral-
‘lele a A, il faut que P¢ passe par A et que

BC soit perpendiculaire a P,,
CA » Py,
AB » P¢.

DEGRE DES SURFACES Og.
SECTION PAR LE PLAN DE L’INFINI.

Je me donne trois complexes indépendants AP,,
BPy, CP, et je suppose Py, Py, P paralléles a Oy.
Les équations des trois complexes sont

Ap +Co"+(AX+CZ)(2 X+ BY+yZ)+D(X2+ Y2+ Z2) =0,
Ap+Cp'+...=o, '
ATp+C"g"+...=o0.

Je suppose AC'— CA’>£ o; alors les deux premiéres
donnent g et o”. En portant dans la troisiéme, j’ai le
cone. J'ai alors trois équations de la forme

o =®(X,Y,Z)=®(a,b, 1) =®(a, b,c),

P' = q’?v

q’3= 0,

®,, P, &, homogénes et du deuxiéme degréen X, Y, Z

oua,b, c.

On en tire
‘x~—avz-— _ Pi—ad 7
\ =P = iy
]
{ —ad; —(b2+1)P,
'y—bzzq-: at+ b+

¢3=0.

On a quatre génératrices isotropes dans le plan de
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Pinfini. La section par ce plan se compose d’abord de
ces quatre droites, puis de la conique du céne direc-
teur, enfin de deux génératrices orthogonales & I'inter-
section de P,, Pg. Enfin la surface est unicursale et du
huitiéme degré.

CONDITION D’ABAISSEMENT DU DEGRE DES SURFACES S, 5.

Ce degré s’abaisse si les numérateurs de p, ¢ con-
tiennent a2+ b2+ 1 en facteur, c’est-a-dire si les géné-
ratrices isotropes sont a distance finie. La considéra-
tion du céne du complexe montre qu’il faut : ou que
deux des plans P,, Py, P soient paraliéles (on a alors une
droite de Cayley), ou que A, B, Csoient en ligne droite.
Le degré s’abaisse alors de deux unités. Je reviendrai
sur les droites de Cayley. On suppose que

a? -+ b? 3 const.

RECHERCHE DES POINTS DE CAYLEY DES SURFACES Ss.

PN NS PN
z0y = o, 03z = go°, 202 = go;
A oafBy, Py : 2 =o,

B : By, Py : ¥y =o,

C:a"p"y, Pe : y—mx+h=o.

Les trois complexes ont pour équations
X(a X+ B Y+yZ)+(NY—MZ)+cosp[X (2 Y+ B X) +NX]=o,
Y(@' X -+ 'Y 4-y'Z) + (LZ — NX) + cos g[ Y (&' Y+ §'X) — NY]=o,
h(X2- Y2+ Z2) + (a"X + LY + Y Z)(Y-—mX)

—m(NY —MZ) 4+ (LZ—NX)

“+coso[(a'Y +B"X)(Y —mX)+2AXY—-mNX—NY]=o.

Jappelle zys le n.ouveau point de Cayley. Je mul-
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uiplie les équations précédentes par Apv, jajoute et
j'identifie avec -
D(X2+ Y2+ 22) + (X +yY 4+ 3Z) (AX + BY)
+A(NY —MZ)+ B(LZ —NX)
+coso[(xY+yX)(AX+BY)+2DXY-~ANX—BNY]=o.

“On arrive facilement aux équations suivantes :

2Uy= mvUcg,
s BVyg=—vV¢,
( AVai+ pUg+ vUeg= mv Vg,
Mz —y)=mv(z—7"),
| BE—Y) ==y =),

ou U,_, représente le plan perpendiculaire 4 Ox el qui
passe par A, ....

Premier cas : v, ', y" inégauzx. — On trouve alors
un seul nouveau point de Cayley qui est a I'intersec-
tion de trois plans :

Qa perpendiculaire 4 Py mené par BC,
Qs » Pg »  CA,
Q¢ » P¢ » AB.

Si A, B, C sonten ligne droite, il y a donc une droite
de Cayley, sinon quatre points.
Deuziéme cas : y'=+y. — On peut supposer
Y=v=o, v # o.

On trouve également un seul nouveau point de
Cayley ou alors une droite si AB est perpendiculaire
aP.

Troisicmecas : y=vy'=+". — Alors A, B, C sont
dans un plan perpendiculaire a la droite A 4 laquelle
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P,, Py, P¢ sont paralléles. Ce cas va nous conduire 2 la
conique de Cayley.

SURFACES Sg QUI POSSEDENT UNE CONIQUE DE CAYLEY.

On peuat supposer y=v'=v"=o0. Les équalions
trouvées plus haut entrainent alors z = o, c’est-a-dire
que les nouveaux points de Cayley sont dans le plan
ABC. On trouve, en outre,

m(VaUc— Uy V) V= (UpVi— VpU¢) Ua.

C’est équation d’une conique qui passe : 1° par ABC,
2° par A'B'C/) savoir C' a lintersection U,=o,
Vg=o0, .... On retrouve ainsi le théoréme de Pascal
avec la droite de Pascal vejetée a Uinfini. L’hexagone

est ABCA’BC'A avec
AB' paralléle a BA’ perpendiculaires a Pg,
BC » CB’ » Pa,
CA’ » AC » Pg.

La conique peat donc étre absolument quelconque.
Le plan de Cayley qui correspond & un point zy de
<elte conique s’écrit

mVp(Uc— Uy)x + Uy(Vg— V¢)y + AU Vg=o.

Il enveloppe un cylindre de troisiéme classe dont les
-génératrices sont paralléles a A.

EXEMPLE NUMI::RIQUE AVEC CERCLE DE CAYLEY.

Je prends des axes rectangulaires, A sur Oz, B sur
Oy, C alorigine,
CA = CB = 2h,
Py : Oz, Pg:30wx, Pe:x+y+h=o.
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Les équations de la surface sont

r—az=p=—ah(a®+ b*+ a),
(y—bz=qg=—>bh(ad+ b3+ b),
art+ br=1.

La surface est bien du huiti¢me degré et ne se décom-
pose pas.
L’équation du cercle de Cayley est

3 = o, 22+ yr=ah(z+y).

Les plans de Cayley sont paralleles a O3z et leurs
traces sur Oy enveloppent une hypocycloide a trois
points de rebroussement. Ces traces sont les droites de
Simpson du triangle CEF :

l

Q

K=—h sur Gz,

(@]
=)

=—nh sur Cy.

DIXCOMPOSITION DES SURFACES Oy EN DEUX SURFACES S,
A PLAN DIRECTEUR. CONDITION DE REALITE DES SUR-
FACES Sg.

La cuestion étant trés facile, je me contenterai d’in-
diquer les résultats. Les surfaces Sy peuvent étre réelles
ou imaginaires selon que le cone directeur du deuxiéme
degré est lui-méme réel ou imaginaire. Elles se décom-
posent en deux surfaces S; & plan directeur si le cone
se décompose en deux plans. (A propos des S, j'at
omis de dire qu"elles possédent une cubique gauche
nodale tracée sur le cylindre de révolution de Cayley.)

Ayant choisi Py, Py, P paralléles & une droite A, ainsi
que les points A et B, la surface Sy se décompose quand
le point C est pris sur une quadrique qui peut étre,
suivant les cas, un paraboloide elliptique ou hyperbo-
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lique. Dans ce dernier cas seulement, les deux sur-
faces S, sont réelles et leurs plans directeurs sont
perpendiculaires aux génératrices du paraboloide hyper-
bolique qui passent au point G considéré.

Quand le paraboloide est hyperbolique, Sy est tou-
jours réelle; s'il est elliptique il partage’espace en deux
régions : il faut prendre C dans I'une d’elles pour
que Sg soit réelle.

COMPLEMENT SUR LES DIX POINTS DES Og.
EXEMPLE NUMERIQUE DE M. DARBOUX.

Je reviens au cas des S,. Il y a en général dix points
de Cayley auxquels correspondent dix plans.

On peut se demander si ces dix points et les plans
correspondants jouent exactement le méme réle et si,
par exemple, trois des plans forment toujours un
triedre. Or, on voit bien sur des exemples numériques
qu’il n’en est pas toujours ainsi.

Si le fait se produit, c’est que les trois complexes
correspondants ne sont pas indépendants, sans quoi le
cdne directeur serait du deuxiéme degré; or, on le sup-
pose du troisi¢me. Alors, d’aprés ce que nous avons
va, chaque complexe est une combinaison linéaire a
coefficients constants des deux autres, les trois plans
P,, Py, P¢ passent par une droite A et I'on a

BC perpendiculaire & Py,
CA » Py,
AB » P¢.

Je dis que les sept points autres que A, B, C sont
encore sur trois cylindres de révolution d’axes perpen-
diculaires & A.

Je me donne A, B, C, P,, Py, P¢, comme il est dit,
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el je prends

A :aBO, Py,:2=o,
B :a’{i'O, Paiyzo,
PN

¥ 023 = go°, 20z = go°, z0y =o.

Pour déterminer la surface, il faut se donner un
quatriéme complexe

D :a"f"y, Pp: Az +By +Cz+D=o.

Des calculs absolument analogues a d’autres faits
plus haut me conduisent aux cinq équations

{ A(U—Ua)+A(U—Up)=C(z—y"), °*

(Y =Va)+B(V—Vy)=C(s—7y),
C(V—Vp)+B(z —v )+ pzs=o,
C(U—Up)+A(z —4" )+rz=o,

" A(V —=Vp)+ B(U — Up) + A(V —V,)

\ +u(U—Up)—2C(z—+")cosg = o.

Je tire Ap des deux premiers; en portant dans les
trois derniéres, j'ai les équations des trois surfaces qui
déterminent les sept points autres que A, B, D. L’équa-
tion quatriéme me donne

(S) C(V—=Vp)(V—Vp)+B(V—Vg)(z—7y")
+Cz(z—y"Y—Bzs(V—Vp)=o.

Clest un cylindre dont les génératrices sont perpen-
diculaires a Oz ou P, et qui est de vévolution. Il
passe par B, C, D. La cinqui¢éme équation donne un
cylindre perpendiculaire 3 Pg. La sixiéme donnerait
une surface du troisiéme degré, mais on peut la laisser
de cOté, car en introduisant le point C on aurait un
wroisiéme cylindre perpendiculaire 8 Pc. On a donc le
théoréme suivant :

Tratovime. — S¢ ’on considére U'ensemble des
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diz points de Cayley d’une surface Sy quand on
met de c6té trois de ces points, les sept autres sont
sur trois cylindres de révolution dont les axes sont
perpendiculaires aux plans de Cayley qui corres-
pondent aux trots premiers points. Ces trois plans
Jorment habituellement un triédre, sinon ils passent
par une méme droite A : la propriété subsiste et les
trots cylindres sont alors orthogonaux & A.

Dans I’exemple numérique de M. Darboux que je
vais donner, ce fait se produit quatre fois sur les.
cent vingt combinaisons des plans pris trois & trois.

Ezxemple de M. Darboux : Azes rectangulaires.
— Je prends

A, 1 [ o Py : Yy +3z=o0,
A, o 1 0 P, : Z +x=o0,
As o o 1 P; : r-+y=o0.

On trouve alors :

A, : —1 [ o P, : Yy —3z =0,
Ay o —1 o Ps z—z=o0,
Ay o o — 1 Ps : xr —y =o,
1 t I 1
A, - - - P, : r+y4+z—-=o0,
2 A 2 A
I 1 I [
A - —_—— == Py : z—y—2z—-=o,
8 2 2 2 Y 2 ?
t 1 1 1
Ay 1 —— - —— Py : —z+y—2——-=o0,
2 2 2 P
I I 1 I
Ajg: —— — = — - Poy:—2—y+2z——-=o.
2 9 2 2

Les plans sont identiques a ceux de M. Darboux; les
trois premiers points sont symétriques par rapport &
Porigine. Si j'envisage les cent vingt combinaisons des-
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dix plans trois & trois, je trouve seulement quatre faux
triedres, c’est-a-dire quatre systémes de trois plans
passant par une droite A, savoir :

Py P, Pg; quipassent par =y =—z,
Py P; Py » z=xr=—%,
P, P, P, » y=z=—ux,
P, Py Pg » r=y=23.

On peat projeter les dix points suivant les sommets

AzAq

et le centre d'un hexagone régulier, comme I'indique la
figure.

A, a pour cote A,
Ag Ay Ay » 'I‘l’
3
A1 AQ A3 » %’h »
Ab A5 AG » I—l .

Mais ici la surface Sy se décompose en trois cylin-
droides : '
z(y2+452)+ys =o,
y (22 +2?) + sx = o,
3 (x*+y?)+ 2y = o.

Les dix points sont communs aux cylindroides symé-
triques des premiers par rapport a l'origine.
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LES MOUVEMENTS A SURFACES DE STEINER DE M. DARBOUX.

Aprés avoir élabli tous ces résultats, j’ai ea I'occa-
sion de lire un Mémoire de M. Darboux sur les
mouvements algébriques qui se trouve a la fin de la
Cinématique de M. Kenigs. L’éminent géométre, aprés
avoir défini un certain mouvement d’un corps solide &
deux parameétres, se propose de chercher s’il n’existe
pas des points du corps qui décrivent des plans. Il
démontre que, dans le cas le plus général, il doit en
exister dix; c’est précisément le nombre que je trouve
pour mes points de Cayley. J’ai cherché si les dix points
de M. Darboux ne pouvaient pas étre construits comme
les miens, et je suis arrivé aux mémes résultats. Le mou-
vement étudié par M. Darboux résulte du renversement
d’un corps fixe autour d’une droite passant par 'ori-
gine, plus une translation. On peut remplacer ceci par
un renversement autour d’une droite A paralléle a la
premiére, plus une translation paralléle 4 A. Au lieu de
laisser les deux paramétres indépendants, on peut les
lier par une relation telle que la translation soit nulle.
Alors A décrit une des surfaces Sy que j’étudie.

Réciproquement, soient % le solide formé par I'en-
semble des points de Cayley et X' le solide symétrique
de X par rapport aux génératrices d’une Sy; il est clair
qu'il y aura dix points de ¥ qui décriront des courbes
planes : ce sont les points de M. Darboux. Ces points
sont identiques aux miens; les plans sont placés de
facon un peu différente, mais jouissent de propriétés
analogues. Je vais me permettre de reprendre les calculs
de M. Darboux d’une facon un peu différente, de ma-
niére i mettre en évidence la construction géométrique
des points quand on connait trois d’entre eux et les
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plans correspondants, construction qui n’est pas indi-
quée dans le Mémoire que j'indique (€inématique
de Keenigs, p. 363).
Jappelle encore @, o/, o’ les angles des axes et je
pose pour abréger
P= X + pcosg’+vcosg,
s Q=2Xrcosg"+ ® -vcosy,
R = Xcoso' + ;pcosg +v.

Jappelle zyz le point de la figure fixe, 2'y'z' le
point correspondant de la figure mobile. Les formules
que je vais écrire définissent une translation, plus un
renversement :

[ e f,()\w)—f—r(/\P——uQ—‘;R)+2)\Qy+2)\Rz
s = AP+ 1Q +vR

2y ,_f,()\.u.v)—n—‘y(y.Q—vR—)P)—{-—zp.R,..—Fop.Pr
) ’“V_ WP+ uQ+vR

o Sa(w) - s(vR—12 P—uQ)—|—2va+2vQ}/

3 =

AP+ pQ+vR

fi= a4 aip?+ aiv? 4 2b;pv 4+ 207k + 25 hp.
Jécris que
'+~ my'+ni+p=o,

quels que soient %, «, v. J'al ainsi six équations; j'err
¢écrirai deux, les autres s’en déduisent par permutations
sur 2y 3, ¢ 0" et les accents pour les letires a, b, ainsk
que les indices :
”
l(a;+x + 2y cose”+ 23 c05¢")
+m(ays—y)+n(ag—3z)+p=o,
I(by— 2z cosv) + m(by+ 5+ cosy’)
+ n(bz+ xcos¢"+y) + pcose = on
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Jexprime que le point qui correspond & z=a,
¥ =X, s=1 décrit le plan x =o0; celui qui corres-
pond a o8’y : y=o, et celui qui correspond a
«"8"y" : 5 =o0. En posant, pour abréger,

U =z 4 ycosg"+ zcosg,
V =xcos9"+y + zcos9,
W =z cos¢'+ y coso + 3,
Ur= 2+ B cos¢”+ ycosy',

jai les six équations suivantes :

‘ 2l (U—Uy)= He—)+m(y—B)+niz—+")—p,
aom(V — Vg )= l@—a)+m(y—8)+n(z—y)—p,
I on (W— We) = Hez—a)+m(y—B)+n(z—y")—p,

‘ m(W—Wg)+n(V— Vg)=cosg [{(z—a)+m(y—§)+nis—y")—pl
(U —Ug )+ I(W—=Wy) =coso [Lix —a) +m(y—B)+nz—y)—pl,
LV =V ) +m(U—Uy ) =cosg"[l(x —a) +m(y—23)+nz—Y")—p]-

D’ou facilement

W — WB+ V—\V¢
V—Vy W — W

= 2059,

cylindre de révolution & génératrices perpendiculaires
au plan des yz. Cest 'équation déja trouvée.
Il'y a une discussion analogue que je ne refais pas.

SURFACES DE STEINER.

Je reprends les axes rectangulaires, je me donne un
point z)z el je cherche les coordonnées du syméirique
Z'y' 7 par rapport a la droite A définie comme d’habi-

Ann. de Mathémat., [° série, t. X. ( Février 1g10.) 6
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tude par ses six coordonnées

X, Y, Z, L, M, N, p=NY—MZ,
, 20 +x2(X2— Y2—72) 2y XY + 23XZ
b

z = X2 4 Y24 Z2

;20 +y(Y2—72—X2) 4+ 23YZ + 22 YX
r= X2 Y24 Z2 ’
= 20"+ 2 (L — Y2—X2)+quX+2yYZ.

X2+ Y2472
1 suffit de poser
20 = fi(XYZ),
2p" = fo(XYZ),
20" = f3(XYZ)

pour retrouver les formules (12) en axes rectangulaires;
mais pour cela il faut que

(13) Xfi+Yfo+Zfs=o0,

c’est-a-dire qu’au lieu de traiter X, Y, Z comme indépen-
dantes, il faut les lier par la relation (13) qui repré-
sente le cone directeur de la S,.

Du reste, élant donnée une surface Sy, si d’un
point a3y on abaisse des perpendiculaires sur la géné-

ratrice XYZLMN, le pied a pour coordonnées

1

p+X(aX+ LY+ yZ)
X2+ Y24 22 ’

=+ Y(aX + BY +vZ)
X2+ Y2 Z2

"+ Z(2 X+ BY ++v7)
X2 4 Y24 Z2

Or, sur la surface, on a des équations de la forme

p=—®(XYZ), p'=—d p'=—&s;

donc la courbe décrite par le pied de la perpendiculaire
abaissée de afy sur les génératrices se trouve lracée
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sur la surface de Steiner :

=P+ X(aX +BY ++Z)

X2 4 Y4 72
=P+ Y(a X+ BY+yZ)
- )

Y NP Y 22
L =&+ 2(aX +BY +y7)
- X2 Y2 22 ’

oulontraite X, Y, Zcommeindépendantes. Cecidonne
une nouvelle propriété des surfaces S,.

Dans un prochain article, j’étudierai les Sy qui pos-
sédent une sextique de Cayley et les hyperboloides pour
lesquels la sextique se décompose en six droites. Enfin
J'étudierai les surfaces développables qui possédent une
infinité de points de Cayley ou, ce qui revient au méme,
les courbes gauches qui possédent une infinité de
podaires planes. On peut les déterminer facilement sans
signe de quadrature.

[119¢] ‘
SUR UNE EQUATION INDETERMINEE;
Par M. TSURUICHI HAYASHI, a Tokio.

I. A.-M. Legendre a établi dans sa Théorie des
Nombres qu’un nombre triangulaire ne peut étre égal
4 un cube. Il sappuie pour cela sur I'impossibilité
démontrée par lui, 'équation indéterminée

(1) &3+ y3= 323,

J'établirai ici que le quadruple d’un nombre pyra-
midal ne saurait étre un cube, en me servant de la
méme équation.
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On aurait ane démonstration assez simple en appli-
quant la condition de possibilité, trouvée par Edouard
Lucas, de ’équation indéterminée

r3+ y3=Azd (1).
J'aurai recours 4 une méthode plus directe, qui me
semble présenter un certain intérét.

II. Supposons que I'équation (1) soit possible; alors
x -+ y est divisible par 3, car on a

(x+yP=2"+y3+3(2y +ay?) =3(+ 22y + xy°).
Posons

z+y =3k
On a

(2) B3+ p3=23+ 3k —x)=27k3— 27k?x + gka?,

3 33 est donc divisible par g, et, par suite, z est divi-
sible par 3.

Posons
(3) 3 =3rh,
'exposant p étant 2 1, el & premier a 3.

Les nombres z, y, z peuvent éire supposés premiers

entre eux deux & deux ; z et » sont donc premiers a 3.
On a, en vertu de I'égalité (2),

qhk(3k*—3kx + 2%) = 333,
Si donc on pose
(4) 1 323 = gkk',
k' est premier & 3, puisque x l'est aussi. Or on a,

d’apreés (3),
3P+ R3 = g kK,

(') Voir Nouvelles Annales, 2* série, t. XVil, 1878, p. j25.
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k est donc divisible pér 33P— 1, Posons
k= 33p-1] (I premier a 3).

Il en résulte
h3 = k.

Remarquons, en outre, que z est premier & 4, a

cause de
r+y =3k

Par suite, en vertu de
K =3k?— 3kx 4+ 22,
k' est premier a k el, par suile, 4 . On doit donc avoir
I=08, K=,
{, et k, élant premiers entre eux et premiers chacun
4 3. On a donc finalement
@d 4 y3= 3.3k k' =333 11 k3,
Ty =3k=300, z=3pLk.

Et d’aprés le résultat obtenu par Legendre et rap-

pelé plus haut, nous pouvons affirmer qu’il est impos-

sible de trouver pour z, y, z, p, {,, k, des valeurs
entiéres qui satisfassent les équations précédentes.

II. On peut écrire

23+ y3=3.3kk'= 3(x + y)ki,
d’ou

— gy +yri=(x+y)2—3xy =qk*—3x(3k —x) =34},
ce qui peut s’écrire
(22 —3k)2+3k2= 4k},
L’équation précédente sera satisfaite si I'on pose

22 — 3k =2X(9Y2— X2),
k=6Y(Y2—X2),
ky= X2+ 3Y?,
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ou X et Y sont des entiers arbitraires. Or on devrait
avoir, comme on l’a vu,

3k=3w1l3.
Prenons, par exemple, p = 1. On aura
(7) 3k=18Y(Y2-- X2) = 33/3.
D’autre part, on trouve aisément

@ =9Y(Y?— X2) + X (gY2— X2),
Yy =9Y(Y2—X2) — X(gY2—X2),
Z = 31;/(|=3l((x2+ 5Y2)

On voit donc que, si ’équation (7) était possible, on
pourrail Lrouver trois nombres z, y, z, délerminés par
les formules précédentes, et tels que

z3+ y3= 333,
Or, cette derniére équation est démontrée impos-

sible. 1l en est donc de méme de ’équation (7).
IV. L’équation (7) peul s’écrire

(Y —=X)X(Y +X)
4 6

=1,

Oll, €en posant
Y—X=a X=8,

a(a —+ o®—+ 92
Pt ﬂ)ﬁ( B g
On peut donc énoncer le théoréme suivant :
Le quadruple d’un nombre de la forme

a(a+B)(a+128)
6

ne peut étre un cube.

En particulier, le quadruple d'un nombre pyra-
a(a+1)(a—+2)

midal o

ne peut étre un cube.
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[C2j]
SUR LES FORMULES DE QUADRATURE DE COTES.
GENERALISATION D’UNE FORMULE D’EULER;

Par M. G. FONTENE.

I

1. Les formules de Cotes (Nouvelles Annales, 19og,
P- 291)
) S=h 7—“:—&

- _ o Yo+ bdyi+ ye
\(;) 5= nIt= IR,

[)  s=aloat -l Yavss,

/(4) S:h7y0+32y1+l2{2+32y3+7y4,

dounnent une valeur approchée de 'aire comprise entre
I’'axe des z, une courbe guelconque y = f( ), et deux
ovdonnées correspondant aux abscisses z et z + h.
I’expression de I’erreur commise par ’emploi de cha-
cune de ces formules peut se mettre sous la forme sui-
vante:

o e,

/ hs

| (o) —
[ (39 —mf %)
&) i
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la lettre § désigne une valeur comprise entre z et
z + h.
Les expressions (1’) et (2') se trouvent dans les
Legons d’Algebre de M. Tannery.

Laremarquede Catalan, généralisée par Maleyz,
devait faire prévoir que les expressions (2'), (4), ...
renfermeraient h3, b7, ..., au lieu de h*, kS, .. ..

1l

2. A la formule (1) et & Pexpression (1) du reste se
rattache une formule due 4 Euler, retrouvée d'ailleurs
par Maclaurin & qui on 'a longtemps attribuée. La no-
tation I () désignant une fonction primitive de f(x),
on a

(1) F(g)—Fo = a LELELE) B o) iy

1.
By bt
4+ -
1.2.3.4
B, A2
(:n)| [fzn_l(g)_fWL_‘(a)]
B"_thn—i-—a

(2n +2)!

Lf7(B) =S ()] +...

—+ (—)”

+(_ l)n—(——l f-zn+2(g);
Pexpression du reste est due 3 Malmsten. Les B sont
les nombres de Bernoulli, et I'on a, pour n =1,

P8y Ry = a LTS

B —r@)
Gt

3. Ayant observé que la forme de la formule
d’Euler est lice au fait qu’elle se reproduit quand
on échange o et §3, j’ai eu I'idée de chercher une for-
mule analogue en prenant comme point de départ la
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formule (2). On trouve
S+ af (S8 oy
6

s (P —s"(0)]

(2") F(B)—F(x)=~*

z680

- s L = @]

On peut, comme pour la formule d’Euler, déter-
miner les coefficients numériques en prenant

F(x) = ex;
on trouve
h
el 4 e 41 h ht hé
6 e"——lal:%—96768+

et I'on est ramené & former le développement du pre-
mier membre.
On aurait de méme

f(a)+3f(ac+ +3f<a+ )—+—/([3)
8
h" m f‘/’ +
—m[f(ﬁ)—. (@)]+....

@) FE—F@=r

4. La formule (4") aurait, aprés le terme en £,
un terme en AS, et il en serait de méme de la for-

mule (5”); etc.

La forme de ces formules ne permet, aprés le terme
en h, que des termes de degré pair en A; c’est ainsi
que les formules (2"), (4"), ... ne peuvent avoir de
termes en A3, h%, ...; ct on comprend ainsi que les
expressions (2'), (4), ..., an lieu de contenir A*, AS,
avec f”, f¥, ..., contiennent A5, A7, ..., avec f, ¥, ...;
on voit dés lors que la formule (2 ) est exacte pour un
polynome du troisiéme degré, aussi bien que la for-
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mule (3), que de méme la formule (4) est exacte pour
un polynome du cinquiéme degré, aussi bien que la
formule (5), elc.

[H12d]
SUR LES SUITES RECURRENTES

Par M. AMSLER,
Professeur au Collége de Dieppe.

1. Soit o (z) un polynome qui soit au plus de degré
m—1; soit f(z) un polynome de degré m premier
avec ¢ () et égal au produit de m facteurs hinomes
différents :

Sflx)=(x—a)(x—0b)...(x—1).
On peut poser

o(r)y A B i
(1) _/‘(m)”*‘_—r—a"-x——-b_*""* =7’

A, B, ..., l. élant des constantes.

Sous la réserve que z soil supérieur en module aux
quantités lelles que a, on peut développer les deux
membres suivant les puissances décroissantes de z.
Nous égalons les coefficients des puissances de z dans
les deux membres aprés avoir posé

n
f(Z‘) x x2 an+t

z x? x3



(91)
Nous obtenons ainsi les équations

up=A +B +...4+1,
uy=Aa +Bb +...4 LI

up,=Aa"+ Bbr+...+ Lin,

On sait d’aillears calculer les constantes telles
que A, par exemple :

A= #(a) :
T (a—b)(a—c)...(a—1)

Nous allons étudier la suite u,, u,, u,, ..., us, ...
dont'échelle de récurrence est f(x). Plus spécialement,
nous allons établir une formale d’addition pour les « :

2. Forme symboliqgue de a". — Considérons les
m équations suivantes, o les inconnues sont les Aa”:

Up = Aaqn ~+ Bbn “+...+ L,
Upry =alAa® + bBbn +..o.+ Ly

Unim 1= am=tAan+ bm=ABbn . . + Im=1Lin,

Imaginons que les indices des u soient portés en ex-
posants.

Formons une combinaison linéaire des équations au
moyen des coefficients du polynome

(x—b)(x—c)...(x—1).

Dans lacombinaison, 'inconnue Aa” demeure seule
et I'on a symboliquement

(u—>0)(u—c)...(u—1lur

Aar= (a—b)(a—c)...lua—1)

ou, en se rappelant la valeur de A,

(u—b)(u—c). (u—10)
= u”,
¢(a)

an
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Cette formule s’interpréte de la fagon suivante : on
effectue le second membre el 'on met en indices les
exposants des «.

3. Addition des u. — Posons

=(u-——b)(u—c)...(u—l)u"

all )
y(a)

an' — (¢ —b)(v—2c)...(v— l)v'l',
?(a)

¢ ¢tant une lettre qui remplace u pour les besoins du
calcul.

On a

(u—b)(u—c)...(u—U).(v—=b)(v—o)...(v — )
[¢(a)]

an+n' = unoen',

Pour calculer w,,, il faut former

\? n L (P((l) n+n’
ZA“H" *E(a—b)(a—cy..(a—l)“ N

(u—b)...(u———l)(v—b)...(v—l)’
(a—b)...(a—Il)p(a)

= uhpn'

Je dis que le T n’est autre que le polynome

f(u)P(v)—f(v)P(u).

T(u,v) = prp—

ou l'on a posé

_ (u—b)y(u—c)...(u—1)
P(u) _Z (a—b)...(a—1)9(a) )

En effet, m=(u,¢) et le T a deux variables u et ¢
peuvent étre regardés comme deux polynomes en u;
ils sont tous deux au plus de degré m — 1 ; il suffit alors
de prouver qu’ils coincident pour les m valeurs a, b,
¢,..., 1. Si, dans le X on fait u=a, on trouve

(v—b)(v—e)..v—1)
p(a) '
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Si dans = on fait u=a, on trouve

(0 —b6)...(v—=1)
¢(a)

2

résultat identique au premier.
Reste & indiquer le calcul pratique de P(u); pour
cela je remarque que

1
gla)

P(a)=

Donc P(z) est le polynome que fournmit 'identité
d’Euler relative aux polynomes f(z) et ¢ (z) que nous
avons supposés au début premiers entre eux :

P(z)o(z)+ Q(z)f(z) =1,

P étant de degré inférieur & f(z) et Q de degré infé-
rieur a o.

On sait trouver par une suite d’opérations ration-
nelles le polynome P(x), et cette identité fournit bien

la substitution
1

P(a)= W;

puisque f(a)=o.
On a donc la formule d’addition

fu)P(v)— flv) l’(u).

u—v

Uprn = unon’

Quand le second nombre de cette formule est effec-
tué, on met en indices les exposants des u et des o,
puis seulement alors on remplace partout ¢ par u.

4. Exemple de suite récurrente. — On part des
nombres 1 et 3 en formant un nouveau terme parl’ad-
dition des deux derniers termes formés. On veut étu-
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dier les propriétés d’addition de la suite ainsi formée :
Uy=1, ui=3a Uy =4,
L’échelle de récurrence estici 22—z — /, puisqu’on a
Up1 = Up—+ Up—1.
Donc
fx)y=xt—2x —1.

Déterminons () par la condition que
? P 1

¢(x) I 3

—_— = - e — 1, L,

x2—a — 1 x x?

On trouve lacilement que
¢(z) =z + 2.

On cherche done 'identité d’Euler relative & z + 2
et z2— 2 — 1. On a par la division

x?—x —1=(x+2)(x—3)+5,
d’ou l'identité

r2— 2 -

3--x
: + = (x+2)=1,
d’ou
3 —x
5

P(z;) =

’
et ’on a, pour I'addition,

e — 11 (3 —9)— (22— —1)(3 —u)
S5{u—v) !

o= unvn’(l

Un+n

c’est-a-dire
J(u+v)—uv—4§
5

'
Upip' == UM

Soit par exemple n =2, n'=175; on aura

(Buztg~+ UgUg) — UsUg— AUy Uy

o

Ugps = U7 =

3718+ fx29)— 77X 29— 4 X418
= 5 =47,
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Pour cette suite la formule de duplication serait

_ 6upupiy — ul’l-H —4ul
= 3 .

Uzpn

Les formules d’addition ainsi déterminées peuvent
servir & étudier la décomposition en facteurs des termes
de la suite, & calculer des termes lointains de la suite

sans passer par les termes intermédiaires (') (¢f. sur
1

S ()

On remarquera qu’étant donnés les p — 1 premiers
termes d’une suite d’ordre p dont on connait I’échelle
de récurrence f(z), on sait trouver o(x) et résoudre
par U'intermédiaire de P(z) le probléme de ’addition.

Particle de juillet 1goy).

QUESTIONS.

2144. — La droite d’Euler d’un triangle ABC (droite qui
joint I'orthocentre et le centre du cercle circonscrit) coupe
les cotés aux points D, E, F. Les trois cercles de diamétres
respectifs AD, BE, CF ont en commun un point K qui appar-
tient au cercle des neuf points du triangle. Démontrer que la
distance du point K au pied de I'une des hauteurs est égale a
la somme de ses distances aux pieds des deux autres hauteurs.

(V. THEBAULT.)

2145. — Si l'on pose (2)

a-+byo+cy=5+dyry—5
= ’
Vs
a, b, c, d étant entiers, a et ¢ étant de méme parité :
1° Les nombres z sont des entiers algébriques;

(') Voir mon article, Sur les propriétés d’addition d’une suite
récurrente considérée par D. Bernoulli (Nouy. Ann., 1907, p. 297 ).
(*) Cf. Nouvelles Annales, 1903, p. 214.
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2" La somme ou le produit de deux nombres z est un
nombre z;
3° La norme du nombre x (c’est-a-dire le produit de ce
nombre par ceux qu'on obtient en changeant y/2 en — /2,
ou y—5 en — /35, ou en faisant ces deux changements a
la fois) est

)=+1o(ad—bc)2;

X — (a’—-— 2b?+ S5ct—10d?
= 2
4° La norme du produit de deux facteurs est le produit des

normes de ces facteurs;
5° Etant donnés deux nombres de la forme indiquée, peut-

v/a

appelé quotient, et un autre nombre de méme forme

on trouver un nombre de méme forme

rsyo 4 , , .
————F——- appelé reste, tels qu’on ait
2
a+4-byo ... e+ [Vr+.. m+nﬁ+...+r+3\,//;+..
= )

Va2 V2 V2 V2

tels de plus que la norme du reste soit inférieure a celle du
diviseur ? (G. FoNTENE.)

2146. — On considére la conchoide centrale de la podaire
centrale de l'ellipse E (axes 2a et 2b), obtenue en augmen-
tant ou diminuant les rayons vecteurs de la podaire de la
longueur k. Si A désigne 'aire de la podaire et s le périmétre
de 'ellipse E, on a pour les aires de chacune des deux courbes
constituant la conchoide

U=A+1nk2+ ks A (a’—q—b?)]
=1 —1.
Ug‘: r\+7t/(2—k8 [ 2

v

(E.-N. BARISIEN.)
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[0'4f] o
SUR LES SURFACES REGLEES
RAPPORTEES A LEURS ASYMPTOTIQUES;

Par M. H. VILLAT.

Dans ses Legons sur la théorie des surfaces, M. Dar-
boux signale, & propos des surfaces a lignes de cour-
bures planes, I'intérét que présentent des (ormules
propres a représenter une surface réglée rapportée a
ses asymptotiques (Darboux, t. IV, p. 214). ll cite &
ce propos une Note de M. Keenigs, ol celui-ci a obtenu
de telles formules, entiérement débarrassées de Lout
signe de quadratures. On trouvera dans ce qui va
suivre des formules tout a fait différentes de celles de
M. Kenigs, et qui, bien que comportant encore des
signes de quadratures, sont peut-étre susceptibles de
rendre service, vu leur trés grande simplicité.

On sait qu’une surface quelconque, rapportée a ses
lignes asymptotiques, peut étre représentée par des
équations de la forme suivante (éq. de M. Lelieuvre),

-8 Zan (2 D
oF, oF oF, oF,
W f(Fa —F, ;)du—— <F3 a. ~‘>dp,

Ju

oF, . c)F, (( oF, oF,
...f(F‘ —-I‘ )dtt—\rxjv—-—Fz—’)7>d0,

ot les fonctions F,, F,, F; sont trois fonctions des

3

deux variables u et v, assujelties a &tre toutes trois
solutions d’une méme équation de Laplace a invariants

égaux, de la forme
2F IF
duoe

Ann. de Mathémat., 4° série, t. X. ( Mars 1g10.) 7
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Cherchons a déterminer le choix des fonctions F
convenant 3 une surface réglée. Supposons que les.
droites de la surface soient, dans les formules (1), les
courbes ¢ = const. Appelons p, g, — 1 les quantités,
fonctions de ¢, qui dirigent une de ces droites; si nous.
observons, comme il est bien connu, que les cosinus
directeurs de la normale a la surface sont proportion-
nels a F,, F,, Fy, nous devrons tout d’abord avoir la
condilion suivante, au moins nécessaire,

(2) F3=pFi+¢qF,,

qui exprime qu'une droite de la surface est dans le:
plan tangent; d’ailleurs, cette condition est aussi suf-
fisante.

En efiet, si cette condition est remplie, tout le long:
de 'une des courbes ¢ = const., la normale a la surface
sera perpendiculaire a une direction fixe p, ¢, —1;
donc cetle courbe sera la courbe de contact d’un
cylindre circonscrit A la surface, parallélement a cette
direction. Et comme, de plus, nous savons que la
courbe est une asymptotique, son plan osculateur
devra étre toujours paralléle 3 cette direction. Donc,
ou bien ce plan osculateur est fixe, et la courbe est
plane, dans un plan paralléle & cette direction; mais.
alors la surface est une surface développable, enve-
loppe du plan en question; ou bien ce plan osculateur
est indéterminé, et alors la courbe est une droite paral--
lele a la direction p, ¢, — 1, et la surface est réglée.

Donc, en exceplant le cas des surfaces développables.
exclu déja, d’ailleurs, dans les formules (1), la condi-
tion (2) sera nécessaire et suffisante pour que les for--
mules (1) représentent une surface réglée.

Nous allons maintenant faire voir que la condi-
tion (2) entraine, entre aulres conséquences, que:
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I’équation de Laplace a laquelle satisfont les F est
une équation du second rang; les solutions de cette
équation seront donc connues.
A cause de Iéquation (2), on a par dérivation
oy d_Fl oF,

du P Ju "'"E

b

puis, par une nouvelle dérivation par rapport a ¢, et
tenant compte de I'équation du second ordre a laquelle
satisfont les F,

dp oF, _dg oF,

YN )

0= dv ou -+ dv ou
ce qui peut s'écrire

oF, oF,
ek ACOhr i

D’ou, en dérivant deux fois et tenant compte tou-
) p

jours de la méme équation,
" dlogg 0 <| oF,
(3) de  du \

\

Fow) =
Laissons de cOté le cas ol g serail constant, auquel
cas la surface étudiée se réduirait & une droite, F, et F,
ne différant alors que par un facteur constant. L’'équa-
tion (3) développée devient
P
1 02F, JoF, "k

— = 0,

V4 e — —
(4 i o T ow o

puis, en dérivant de nouveau, par rapport & ¢ et sim-

plifiant,
1 / I
e 0 _> ot
(5) ok <k ()F‘x( + k>=n.

dur ov  ou \l ou dv

Maintenant, les équations (4) et (5) nous permettent
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d’éliminer I,. On a de suite

ce qui se met immédiaternent sous la forme

dalogk i

(6) ovdu

ce qui exprime évidemment que I'équation a laquelle
satisfont les F est bien du second rang. Cette équation
pourra donc étre intégrée par 'application de la mé-
thode de Laplace.

Toul d’abord, I'équation (6) se raméne a I’équation
de Lionville en prenant logk comme inconnue. On en
conclut, d’aprés un résultat bien connu, que l'intégrale
générale de I’équalion (6) est

AUV
T UV

eun désignant par U et V deux fonctions arbitraires,
respectivement de « et de ¢.

L’équation du second ordre, dont les trois fonc-
tions F sont solutions, est dés lors la suivante :

- 2F LUV
7 ouoe - (U+ V)
L’intégrale générale de cette équation est (¢f. Darsoux,
Théorie des surfaces, § 393)

2(Ui+Vy) 4 Vi

S s N A
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U, et V, désignant deux nouvelles fonclions arbitraires
respeclivement de u et de ¢.
Au surplus, il est extrémement facile de retrouver ce
résultat élémentairement.
Faisons, en effet, dans I’équation (7) la transforma-
tion de Laplace
oF
(8) 5% =6
L’élimination de F nous donne de suite pour G
I"équation
2 G dG 2V’ A% Uu'v’
—_—t— (= | —2-———=G =0,
ouov  dJu \U-+V V (U+V)2

laquelle prend la forme simple

0196 o2V V] _,
oulov TU\UFV V’) =0
D’ou, en désignant par V, une fonction arbitraire
de ¢, I'équation linéaire

oG 2V’ \4
(v v)= v

dont la solution est

(U+V)
l‘+V)*< fv"“-_—d)

K désignant la constante de I'intégration, c’est-a-dire
une fonction arbitraire de «.
Il suffit maintenant de poser

V.

—V
v/ =V 3

puis successivement

VaVi=V, et V, V=V,

pour que les intégrales fV'aUza'v, fV;UVdv,
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/‘V;V2 dv, qui figarent dans I'expression de G, s’effec-
tuent toules trois par parties. Une fois G obtenu, on
oG _ UV o
o — (U+V)
déduite de (7) et (8), et, a la notation prés, on retom-
bera sur 'expression de F déja signalée.

en conclura F par la relation

Nous sommes maintenant assurés de la forme néces-
saire des trois fonctions F qui doivent figurer dans les
formules (1). Avant d’aller plus loin, observons qu’il
est permis, sans rien changer 4 la surface, de rem-
placer les paramétres u et ¢ par les fonclions U et V
des mémes paraméires. Nous pouvons dés lors prendre
pour F, Fy, F; les valeurs suivantes :

Fo= 20 V0 gy,
uw—+v

2(Uy—+ Vo) , .

Fo= e — U= Va

p,= 2(Ust Vs — U, — V.
u -+ ¢

Mais il n’est pas cerlain que ces expressions salis-
fassent 4 la condition (2). Voyons tout d’abord si elles
vérifient la condition (3), que nous avions déduite
de (2). Ceci nous donne

d U1+V1 Ull ”
— 2 — —
du%(u+u)><['z(u+v)2 zu+v+U,]$ o

ou, en réduisant,

m __

1=o0.

De sorte que U, devra étre un polynome du second
degré; il en sera naturellement de méme pour U, et Us,
a cause de la symétrie. Nous poserons

Ui=aiut+2b,u + ¢,
Uy=asu?+ 2by1 < ca,

U= azu?~+ 2bzu + c;.
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1l viendra ensuite

o .
F,= u+v(V,+a,u’+2b1u+c‘)—V’,—-za,u—-zbl,

<e qu’on mettra facilement sous la forme

2
F,= 7(—1-—(-,(V,+a102-——be.v+c,)—(V’1+2a|v—-').b|).

On voit alors qu’il suffira de poser
Vi+aiot—a2byo +c,= Wy,
pour obtenir

2 “’ri
U+ v

— Wi

1

Naturellement, on aura de méme

2 W
9) Fr= u+2v - Wi
_ 2W, ,
Fy= U+ Wi,

{es fonctions W étant trois fonctions absolument quel-
conques de .

Il est maintenant facile de s’assurer que les expres-
sions trouvées finalement pour Fy, F,, F, satisfont
bien a une relation de la forme (2); les quantités p
el ¢ (fonctions de ¢) seront définies par les équations

W; =pW;+ gW,,
W, =pW,+gW,.

De sorte qu’il ne reste plus qu'a transporter les
expressions (g) des F dans les formules (1) pour
obtenir les formules cherchées, convenant a toute
surface réglée rapportée a ses asymptotiques.
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Nous obtenons ainsi, par un calcul immédiat,

oF oW
Ju (u+0)2’
JoF 2+ W N 2 W’ W
) o~ (u—4+v)?  u-+v !
purs
2 e 7!
dr = m(w3\\'2-—\V,W3)du
2 r b '
m(wa“z—\\'2wa)dv

42 (W, W _W3W';»u—‘_i_"-v — (W, W), — W, W) de
ot encore

dr=d [u?T (W W, — Wy W) )] — (W, W, — W, W) )do,

et enfin

xr =

2 ' ! n ’ TN
—— (W Wy — W, W) —f(wgwa— W, W5) de

et de méme

(10) = par permutation circulaire des indices.
z

Application. — Comme application, proposons-nous
de retrouver, parmi les surfaces précédentes, les sur-
faces du second degré, qui en font partic a priori.
Je dis qu'il suffira, pour les obtenir, de prendre
pour W,, W,, W, des polynomes quelconques du
second degré. )

En effet, il suffira d’écrire que les lignes u =const.,
qui constituent le second systéme de lignes asympto-
tiques, sont toutes des lignes droites. On y parvient
aisément, par exemple en écrivant que le plan oscula-
teur est indéterminé le Jong d’une de ces lignes, ce qui
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donne les relations

itz 2y 0z

dvr o0t _ P
ox ~ dy = 0z )
dv oy ¢

Or on vérifie immédiatement la relation

ﬂ _ 2 Oz
02 u—+v oo
=D (W WE— Wy W5) — (W3 Wi — Wi W),

et analogues; el il reste a écrire les conditions

o (Wa Wi — Wy W) — (W, Wi — W, W)

(u+v)2

(WEW5—WaWy) + 2 (W, Wi— W Wy) — (W, Wi — W W)

(les deux derniers rapports se déduisent du premier
par permutation circulaire des indices).

En multipliant les deux termes de chaque rapport
par W, W7, WY, supposés non tous nuls pour le
moment, nous obtenons ce quatriéme rapport, égal
aux trois premiers,

o

)2 | Wlw/ W///‘ + i W wr/ Ww I — l 'wl W// wrl/ I

(u+v

Au dénominateur figurent trois déterminants dont
nous n’avons écrit que la premiére ligne.

De Pégalité des quatre rapports, nous déduisons
maintenant : ou bien que le dénominateur du dernier
soit nul (quel que soit u, bien entendu), ou bien que
les numérateurs des trois premiers rapports soient tous
nuls (également quel que soit u).

La premiére de ces deux hypothéses entraine que les
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trois délerminants signalés soient nuls; on voit alors de
suite que cela exige I'existence d’une relation linéaire
et homogéne a coefficients constants, entre les trois
fonctions W,, W,, W,. Ce cas ne fournit rien d’inté-
ressant, car 'on voit immédiatement que la relation

W;=aW;+ bW,
conduit a

xr =-— asz - const.

el
=— b3z -+ const.

‘On n’a donc plus affaire 2 une surface.
La seconde hypothése nous donne

W Wi — W, W, =0,
W, W, — Wi W, =o,

el quatre équations analogues par permutation circu-
laire. Or, on en tirera facilement que, si les W ne sont
pas proportionnels entre eux, leurs rapports étant con-
stants (cas qu’il faut écarter comme on I'a va il y a un
instant), ces équations entrainent

m . __ m_ m__
1 =W,=Wj;=o0.

Nous sommes donc ramenés a ’hypothése que nous
avions écartée au début, et qui seule nous donnera une
solution intéressante : les trois fonctions W seront
alors des polynomes du second degré. On vérifie immé-
diatement que, en délerminant ainsiles W, on retrouve
bien les surfaces du second degré; nous laisserons de
<cOLé ce calcul élémentaire.

Note. — Cet article était déja imprimé gnand.la
lecture d’une Note de M: Raffy [ Sur les surfaces a
lignes de courbure confondues (Comptes rendus,
19o8)] a averti l'auteur que M. Goursat avait fait
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connaftre en 1896 des formules analogues aux for-
mules (10). L'auteur tient a reconnaitre ici la priorité
de M. Goursat, avec lequel il s’est ainsi rencontré.

[L:2¢]
SECTION PLANE D'UN CONE OU D'UN CYLINDRE
A BASE ELLIPTIQUE, HYPERBOLIQUE OU PARABOLIQUE;

Par M. REBEIX.

La section plane d’un cbne & base circulaire figure
depuis 19o5 au programme de Géométrie descriptive
de la classe de Mathématiques.

On admet dans tous les cours que cette section est
une ellipse, une hyperbole ou une parabole, puis que
sa projection orthogonale sur un plan est une courbe
de méme espéce. M. Hadamard a donné en 1905, dans
ce journal, une démonstration géométrique de ces deux
faits. Je vais en exposer une nouvelle qui pourrait, je
crois, étre comprise de tout bon éléve, car elle ne fait
intervenir que des notions tout a fait élémentaires.

Je traite auparavant deux problémes :

Prosiime I. — Construire les foyers F et ¥' d’une
conique & centre, sachant qu’elle est tangente en
deux points donnés A et B a deux droites paral-

léles AX et BY et que de plus
FA.FB = k.

Iy

Si F est assujetti a étre entre AX et BY, la conique
ne peut étre qu’une ellipse; si F doit éire en dehors,
elle ne peut étre qu'une hyperbole.

Dans les deux cas, les rayons vecteurs AF et AF’ du
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point A étant également inclinés sur AX et, de plus,
AF’ et BF étant paralléles comme symétriques par rap-
port au milieu de AB centre de la courbe, 'angle AFB
a ses bissectrices paralléle et perpendiculaire a AX

et BY.

Premier cas : F entre AX et BY. — Posons

AN N N
AB = q, ABY =6, XAF = YBF = 1.
Fig. 1.
T
A - X
FI
/X6
/ B Y

Dans le triangle FAB, on a

SN

ﬁ::ea, A =2 droits — (a+0), B=6_—a

On a alors
a FA FB

sina2a  sin{8—a) = sin( + a)

puis, comme
FA.FB = &,
a? k

sin?2xz ~ sin(f —a)sin(6 +2)

ou
a? a2k

- b
I — Ccos22% cosa2a — cos2 0
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et enfin, en posant
cos2a = u,

flu)=2ku*+ a®u— (2k + a®cos20) =o.

On peut toujours supposer § aigu, ce qui justifie les
expressions des angles de FAB; en outre, il faut et il
suffit que

A

alB ou 0S2a< 96,

c’est-a-dire
12 cos2a2cos2l,
Or
Sfli)y=12a?sin28,  f(cos28) =— 24 sin226;
f(u)=o0 a donc toujours deux racines u, et u,, et,
comme 2k >0, on a

u; < cos20 <uy <.
La plus petite racine est & rejeter, la plus grande est

acceptable. Il y a donc toujours une ellipse et une seule
répondant a la question.

Second cas : F en dehors de AX et BY. — Posons

toujours
/\ /\\
AB = a, FBY = 4, ABY =6,

en supposant § aigu. Dans le triangle FAB, on a
A e .
B=x1—0, A=a+0, F = 2 droits — 2.

La bissectrice intérieure de AFB, perpendiculaire
a AX et BY, montre que, A et B étant de part et
d’autre de cette droite, on a

v

0.

a

Comme, de plus, F doit exister, il faut que o<1 droit;
2 est, cette fois-ci, assujetti aux conditions

0 <« <1 droit.
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Or, FAB donne

a FA FB

sin2x ~ sin(a—8) T Sin(a+0)7

puis
a? _ 2k

- b
1— cos?aa cos20 — cos2a

el enfin

J(u)y=2ku’— atu+ a*cos20 — 2k =o.

Fig. 2.
F

o
R

>

*

Comme on doit avoir

20 S 2a < 2droits,
il faut que
cos202cos2a2—1,

Sf(cos2) = —2ksin228,

J(—1) = 2a?cos?6.
Comme le premier coefficient est 24 > o, il y a deux
racines, el 'on a

— 1< us < cos2 < u,.

Toujours u, est acceptable, et il y a toujours une
hyperbole et une seule répondant a la question.
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Prosrime II. — Construire le foyer F d’une para-
bole tangente & une droite AX en un point A admet-
tant une droite AL comme direction d’aze et sachant

que AF =1,

Le symétrique f de F par rapport 8 AX est sur AZ,
et, par suite, pour avoir F, on prend la droite symé-.

Fig. 3.

trique de AZ par rapport & AX sur laquelle on porte-
AF =1, a partir de A du c6té ou I'on veut situer la
parabole. 1l 'y en a alors toujours une et une seule qui
convient.

Ces deux problémes résolus, je puis démontrer le
théoréme suivant :

Tatorime. — Une tangente mobile PQ a une:
ellipse ou une hyperbole détache sur deux tan-
gentes paralléles fizes AX et BY a partir des points
de contact A et B deux segments AP et BQ de pro-
duit constant.

Réciproquement. — Si une droite mobile détache
sur deux droites paralléles fixes AX et BY deux-
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segments AP et BQ de produit constant, cette droite
enveloppe une ellipse ou une hyperbole tangente
en A et B a AX et BY, suivant que AP et BQ sont de
méme sens ou de sens contraires.

Prenons une ellipse, par exemple, et démontrons
que les triangles FAP, QBF sont semblables. Tout
d’abord, on a

PN
FAP = OBF.

Ensuite, en faisant intervenir le point de contact T
de PQ qui est tel que, d’aprés le théoréme de Poncelet,
les angles AFM et BFM admettent FP et FQ pour bis-

sectrices, on a

PR / PN
FPA = 2 droits — (FAP +AFP>
PN N P
. AFB -~ AFM BFM N
= 2 droits — = = —— = BFQ.
C.Q. F.D
Donc
FA _ AP
BQ ~ FB’

d’ou
AP.BQ = FA.FB = const.

Démonstration tout a fait analogue pour 'hyperbole
¢n remarquant que, au contraire de I'ellipse, AP et BQ
sont de sens conlraires.

Réciproque. — Supposons
AP.BQ = £,

AP et BQ étant cette fois-ci de sens contraires pour
changer. .

J’ai montré qu’il y a toujours une hyperbele et une
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seule tangente en A et B 2 AX et BY et telle que
FA.FB = k.

Supposons-la construite et de P menons-lui la seconde
tangente PQ’; on a, d’aprés la proposition divecte,

AP.BQ'= FA.FB,

AP et BQ' étant de sens contraires; mais, par hypo-

these,
AP.BQ = FA.FB,

AP et BQ étant de sens contraires; donc BQ et BQ'
sont égaux et de méme sens, Q' esten Q et PQ’ sur PQ);
autrement dit, PQ enveloppe I’hyperbole que je viens
de construire.

Ce théoréme ne pouvant avoir d’analogue pour la
parabole, je vais le transformer en caractérisant, non
plus PQ par une relation entre AP et BQ, mais par
une velation entre AP, AT et BT, T étant le point
ou PQ va rencontrer AB. Nommons, en outre, o le
point ot AB est rencontré par la paralléle & AX issue
de F.

Je puis écrire

TB oB
BQ=APqy,  FB=FA LD
Par suite,
AP:BQ = FA:FB
s’écrit
—: TB —2 9B

qui lui est toujours équivalente.

Imaginons que, AX et A restant fixes ainsi que F,
F' s’éloigne indéfiniment sur la droite AF'Z; F'B res-
tant égal et paralléle a AF, B s’éloigne indéfiniment
dans la direction AZ, et AB tend & venir sur AZ; la
courbe tend a devenir une parabole tangente en A

Ann. de Mathemat., 4 série, t. X. (Mars 1g10.) 8
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a AX, de direction d’axe AZ; AF¢ tend a devenir
isoscéle et, par suite, ©A a devenir égal a AF; de
plus, %—g tend évidemment vers 1 (il suffit de laisser

T fixe, par exemple).
Notre relation, que j’écris

9

2

AP AF oB
AT — oA B’

devient donc, a la limite,
AP
AT AR
Démontrons-la directement sur la parabole. Dans
les triangles FAP et PAT, on a

"\ N\
FAP = PAT,

-

a cause de la propriété de la tangente en A d’étre bis-
. 205 .
sectrice de FAZ; puis
N N
FPA = MPZ,

d’aprés le théoréme de Poncelet, ou

AN
FPA = PTA ;

donc
AF AP AP
AP AT O AT —AC
Donc :
Tutorime. — Si¢ AX est une tangente fixe en

un point A d’une parabole de direction d’axe AL
et P, T les points ot une tangente mobile coupe AX
et AL, on a

—2

AP

AT AF = const.
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Réciproquement. — Si une droite TP détache sur
deux droites fixes AX et AZ deux segments AT et AP
liés par la relation
—2
AP
aT =h
TP enveloppe une parabole de direction d’axe AZ, tan-
gente en A 4 AX et située du c6té opposé a T par rap-
port 3 AX.
En effet, j’ai va qu’il y a une parabole et une seule
tangente en A & AX de direction d’axe AZ, telle que

AF =1
et située par rapport a AX de coté opposé a T. A cette

parabole de P menons la seconde tangente PT’; on a,
d’aprés le théoréme direct,

—_—
AP
AT = AF ={.
Donc
AT = AT,

et, comme T et T' sont du méme co6té de AX, ils sont

confondus. Ainst donc TP enveloppe cette parabole.
Je suis maintenant en mesure de démontrer le théo-

réme général suivant, qui fait 'objet de cette Note :

Tutorime. — Un céne ou un cylindre a base ellip-
tigue, hyperbolique ou parabolique est coupé par
tout plan sécant, non issu du sommet ou non paral-
léle aux génératrices, suivant une ellipse, une hyper-
bole ou une parabole.

S’il Sagit d’un céne, la section est une ellipse,
une hyperbole ou une parabole suivant que le plan
paralléle au plan sécant mené par le sommet ne
coupe pas, coupe ou touche le céne.
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S’il s’agit d’un cylindre, la section est de méme
nature que la base.

Si le plan sécant (R) est paralléle au plan de base (H),
le fait est évident. Supposons donc que (R) coupe (H)
suivant une droite UV :

1° La base élant une conique 3 centre, menons-lui
les deux tangentes AX et BY paralléles a UV (*); une
tangente mobile les coupe en P et Q de fagon que

AP.BQ = const.

§’il s’agit d’un cone de sommet S, tel que (R) ne soit
paralléle a aucun des plans tangents SAX et SBY, ces
deux plans coupent (R) suivant deux droites ax et by ;
SP et SQ conpent (R) en p et ¢, et pg est la section
de SPQ par le plan sécant; 'enveloppe de pg est évi-
demment la section plane que je veux déterminer,
puisque la tangente a la section plane en un point M
est I'intersection du plan tangent le long de SM avec
le plan sécant.

Or, az et by sont paralléles & AX et BY, et par
suite

SA SB
AP:ap—S:, BQ:bqs—b-

Comme SAa et SBb sont fixes, de
AP.BQ = const.
Je déduis
ap.bg = const.,

ce qui montre que pg enveloppe une ellipse ou une
hyperbole tangente a az et by en a et b.

(') On montrera 4 la fin de la démonstration qu’on peut toujours
se supposer dans le cas ol ces tangentes existent.
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Il est a remarquer que si a et b sont tous deux, par
rapport a S, du méme coté que A et B ou tous deux de
cOtés opposés, ap et bg sont tous deux de méme sens
que AP et BQ ou tous deux de sens contraires. La
courbe (c) enveloppe de pg est alors de méme nature
que la courbe (C) enveloppe de PQ. Sinon l'une est

Fig. 4.

une ellipse et I'autre une hyperbole. Cela signifie visi-
blement que la section est une ellipse ou une hyper-
bole suivant que le plan parallele au plan sécant (R),
mené par S, est non sécant ou sécant au cone.

S'il s’agit d’un cylindre, il faut remplacer SA et SB
tout simplement par deux paralléles aux généra-
trices AU et BU; alors ap et bg sont égaux a AP
et BQ et de méme sens; le genre de la conique est
conservé.

Supposons mainlenant que, nous trouvant dans le
cas du céne, I'une des droites SA ou SB, SB par
exemple, est paralléle a (R); c’est le cas ou (R) est
paralléle an plan tangent SBY au céne.

La section cette fois-ci est une parabole :
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Je marque T ou PQ coupe ABZ et j’ai

==2TB —29B
ou
52 TA 208
— J2 2 4
AP_liTBy 2= AF oA

étant une constante.

On a

~
>
>

=]
wn
=)

SA
AP:S—‘;ap=)\ap, T

Fig. 5.

v

At érant paralléle & SB; mais
t'A SA , SA
7@ =8a’ ‘AT gsa
puis
TA_ SA 1
TB = SB.Sa ™~ p%"

Donc, finalement,
vap =2
ap = —a
P =%
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ou

;pz=k.at,

ce qui montre que ¢p enveloppe une parabole tangente
en a a az et de direction d’axe as.
C. Q. F. D.

2° Supposons enfin que la base soit dans le plan (R)
une parabole ( fig. 5). Je lui méne az tangentielle-
ment et parallélement & uv, puis je trace aZ paralléle
al'axe; une tangente mobile & la parabole est caractérisée
par ce fait que

—
2 _ i

at

S’il s'agit d'un cone ayant cette parabole (c¢) pour
base, je tire Sa puis SZ paralléle a aZ qui coupent le
plan sécant (H) en A et B; je trace AX, BY paralléles
a UQ puis AB; la tangente ¢p donne le plan tan-
gent S¢p au céne qui coupe (H) suivant TPQ tangente
a la section (C). Les mémes calculs que tout a l’heme,

mais fails en sens inverse, montrent que de ap ap =k.at

.]e lire

—’} TA
—_ 2.
AP =1 TH

Je déduirais enfin de cette relation

AP.BQ = const,

Ceci montre que la section du céne a base parabo-
lique (c) est une ellipse ou une hyperbole tangente
a AX et BY en A et B. 1l est visible que, pour que (C)
soil une ellipse, c’est-a-dire que AP et BQ aient le
méme sens, il faut et il suffit que le plan mené par S
parallélement a (H) ne coupe pas le cone.

S'il s’agit d'un cylindre, SZ n’existe plus; Sa est
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remplacé par la paralléle au aux génératrices; alors AP
el ap sont égaux; en appelant w le point o AT et at
coupent UV, on a

A
AT =22 g = m.at
wa

et, par suite, on a
—
Ap

AT =k

ce qui prouve que AT enveloppe une parabole tan-
gente en A & AX, sa direction d’axe AZ étant la trace
du plan ZAU sur le plan sécant.

Le théoréme est donc démontré dans Lous les cas.
Mais j’ai admis au début de ma démonstration qu’il
était possible de mener a la base elliptique ou hyper-
bolique des tangentes paralléles a UV. Dans le cas de
Vellipse, cela est toujours possible; mais, dans le cas
de ’hyperbole, il est nécessaire que UV ne la coupe
pas en ses deux branches.

S’il en est ainsi, je changerai comme suit mon plan
de base de fagon a pouvoir appliquer ma démonstra-
tion :

Cas du céne. — Tracons une droite U, V, ne cou-
pant pas U'hyperbole base du cdne ou la coupant sur
une seule branche; les tangentes paralléles a U,V,
existant, ma démonstration montre que tout plan (H,)
passant par U, V, coupe le cone suivant une ellipse ou
une hyperbole oy méme une parabole; je puis tou-
jours choisir (H,) de fagon que la section soit ellip-
tique. La base du céne étant maintenant dans (H,)
une ellipse, ma démonstration s’applique a la section

par le plan (R).

Cas du cylindre. — UV coupant les deux branches
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de I'hyperbole, soient I un des points d’intersection et
la tangente U,IV,; le plan tangent au cylindre en I
coupe (R) suivant U,IV,. Soit (H,) un point passant
par U,1V, et coupant la branche de I'hyperbole qui
contient | en ce point et un autre point qu'il est inutile
de désigner. Ma démonstration s’applique; (H,) coupe
le cylindre suivant une hyperbole. Prenons-la pour
base; (R) coupe son plan suivant U,IV,, et, comme il
y a des tangentes a celte hyperbole paralléles a U, V,
(une est méme U, V,), ma démonstration s’applique.

Remarque 1. — J'aurais pu me dispenser dans ma
démonstration de donner le genré de la courbe et me
horner a démontrer que c’esl une conique.

En effet, si M est un point de la base, il fournit dans
la section un point m intersection de (R) avec SM. Ce
point s’éloigne indéfiniment si SM devient paralléle
a (R). |

Donc, suivant qu’il y a deux génératrices paralléles
a (R), une ou pas du tout, la section est une hyper-
hole, une parabole ou une ellipse.

Remarque II. — Dans le cas général, la tangente
en m est l'intersection de (R) par le plan tangent le
long de SM. Or, on démontre pour I’hyperbole qu’une
asymptote est la position limite d’une tangente dont le
point de contact m s’éloigne indéfiniment. Donc, les
asymptotes de la section hyperbolique sount les sections
par (R) des plans tangents au cone le long des gené-
ratrices qui sont paralléles a (R).

Dansle cylindre hyperbolique, les plans paralléles aux
génératrices et passant par les asymptotes de la base
sont ce qu'on appelle les plans asymptotes du cy-
lindre; ils contiennent les asymptotes de toutes les
sections.
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Quand il y a une seule génératrice du céne paral-
lele a (R), la section est une parabole d’axe évidem-
ment paralléle & cette droite.

Ces deux faits sont utilisés dans tous les cours de
Descriptive ou de Cotée pour la détermination des
asymptotes de la projection de la section hyperbolique
ou de sa tangenle au sommet et de son axe, quand la
section est parabolique.

Remarque II1. — Le théoréme aurait pu s’énoncer
ainsi :

La perspective d’une conique est une conique. La
projection paralléle d’une conique est une conique
du méme genre.

Remarque IV. — La relation AP.BQ = const. sur
laquelle repose la démonsiration n’est autre chose que
la forme la plus simple de la relation homographique
qui a été ici démontrée élémentairement.

[Ki21d]
SUR LA RECTIFICATION APPROCHEE D'UN ARC DE CERCLE:
Par M. AURIC.

M. d'Ocagne a donné dans ce Journal (1907, p. 1)
une trés intéressante construction permettant d’obtenir
-avec une grande approximation la longueur d’un arc
de cercle d’extrémités connues ou réciproquement de
“porter sur une circonférence,  partir d’un point donné,
un arc de longueur donnée.
Nous rappelons ce trés simple procédé :
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Si sur la corde AB on prend

AC = %AB,

et qu'on tire OCD, on aura trés approximativement

corde AD = % arcADB.

) 2 F 14l
M. d’Ocagne a obtenu le rapport m = 4 €n considé

Fig. 1.

rant un arc infiniment peltit; il se trouve, en effet, que
dans ce cas la diflérence

corde AD — ;arc ADB

est un infiniment petit du cinquieéme ordre. Mais on

Fig. 2.
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peut se demander comment il se fait qu’une construc-
tion conduisant & une grande approximation avec un
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arc infiniment petil conserve également cette propriété
avec un arc fini.
C’est pour répondre a cetle question que nous nous
sommes posé le probléme suivant :

; s . . ) AC
Etantdonné l’arc ADB, trouver le rapport m=x

tel qu’on ait RIGOUREUSEMENT

corde AD = m arcADB.

Les angles a, (3 étant ceux marqués sur la figure, on

aura
1 tan
m=-{1+ gﬁ>’
2 tang x

o2+ B
2

sin

= maua,
d’our, en éliminant B,

sin2 a (1 — 2m2a?) = 2 2(1 — 2m sin?a) Y1 — m2a?

ou
sin?a cos?a = a2 (1 — m2a?) (1— 4m sin2a + fm?sina).

Telle est la relation (du quatriéme degré en m et trans-
cendante en 2) qui lie m et a.
Pour « = o, on trouve aisément le point double
réel
m==4c

et le point double 1solé

3
1
wiw

qui correspond a la solution de M. d’Ocagne.

Pour a = k; (k 3£ o) on trouve

m ==

=2,
kT~

K|~
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et, en outre, un point double isolé
1 . .
m= - pour k impair

et
m ==t pour k pair.

La courbe ne rencontre jamais I’axe des «; elle se trouve
tout entiére a I'intérieur des deux hyperboles

1— m2at= o,

auxquelles elle est tangente pour z = k;—t-
Dans ces conditions, la courbe affecte la forme ci-
dessous de deux hyperboles ondulées :
Fig. 3.

Le résultat obtenu par M. d’Ocagne provient de ce
. . 2 .
fait que I’horizontale m = 3 passe par un point double
1solé (a == 0) et & faible distance du point

(a=3, m = 2—=0,636)
2 T
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qui correspond & la rectification de la demi-civconfé-
rence; c’est ce qui explique I'approximation obtenue.
On réaliserait une approximation aussi grande, mais

par un procédé moins simple :

2 .1 .
> a - lorsque « varie
3 2 q

. T . . . , . .
deoa 5’ Cequirevienta réuniv les deux points doubles;

Soit en faisant vavier m de

. 1 . . .
soit en prenant m = 2’ ce qui revient a remplacer la

courbe par 'hyperbole asymptotique; soit en menant par

le point double
2
<1 =0, m = '5)

une tangente a la courbe ou plus simplement en joi-
gnant ce point double au point

™ 2
A== —y M = — |-
2 T

L variation de m avec « rend la solution beaucoup
plus compliquée, et dés lors il semble inutile de cher-
cher a perfectionner le procédé donné par M. d’Ocagne.

Nota. — Une remarque analogue peut étre faite au

Fig. 4.

.
a
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;
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&= ==

o

sujet du procédé de Snellins (Cyclometricus, Leyde,
169.1),
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Ce procédé consiste a prendre

AC
—_— =N =

B

wl =

et a prolonger OC jusqu’a sa rencontre avec la tangente

en A.

On a approximativement
AD = % arcAMB.

On aura comme précédemment, pour la solution
exacte du probléme,

m = -l- (l— langﬁ)‘
2

tanga

tang(a —B)=2max,
d’ou .

_ I I

T osintx 2a tanga.

Ou trouve
1
Pour 2 =o....... m= -
3
™~ 2
D A= —eeeees m=1— - = 0,3634%
4 = ] 4
T 1
P LI —eerees M= -
2 2

De sorte que, pour les faibles valeurs de «, m subit
une varialion trés peu sensible et 'on peut prendre

. . . 1 .
avec une approximation suffisante m = 35 mais, pour

des arcs voisins de la demi-circonférence, le procédé
esl nettement inférieur 4 celui de M. d’Ocagne.
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[K!'413a]
SUR UN THEOREME DE MANNHEIM;
Par M. R. BRICARD.

Les Nouvelles Annales ont publié en 1908, comme
question a résoudre ('), I'énoncé d’un théoréme re-
trouvé dans les papiers laissés par A. Mannheim. Le

voicl :

On donne quatre plans. On méne une droite) que
les quatre plans partagent en des segments propor-
tionnels a des segments donnés. Par les points ott D
rencontre les plans, on leur éléve des perpendicu-
laires et I’on construit la seconde droite A qui ren-
contre ces perpendiculaires. Le plan mené par 1
parallélement a A est paralléle & une droite fize,
quelle que soit la position de D.

On constate aisément que D peut avoir une direction
quelconque. D’autre part, les perpendiculaires aux
quatre plans ont des directions fixes. Ces remarques
permettent de simplifier légérement I'énoncé et de lui
donner la forme suivante :

On considére quatre droites M, M,, M5, M, de
directions fixes. Sotent D et A les deux droites qui
les rencontrent foutes les quatre. Si les segments
déterminés sur l’une de ces droites, D par exemple,
sont proportionnels a des segments donnés, un plan
paralléle a D et A est paralléle a une droite fize.

(') Nouvelles Annales, 4° série, t. VIII, question 2111.
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"On voit quelle est I’élégance de la conclusion, symé-
trique par rapport a D et A, alors que ces deux droites
jouent des réles différents dans ’hypothése.

Ily a liea de croire que l'illustre géométre a déduit
cette proposition de considérations cinématiques, qu'il
serait intéressant de reconstituer. Je vais donner une
démonstration directe.

Rendons d’abord I’énoncé projectif. A cet effet, dé-
signons par m,, my, ms, my, d, 3 les points ou les
droites M,, M,, M;, M,, D, A rencontrent respecti-
vement le plan de I'infini. En remplacant ce dernier par
un plan quelconque, on se trouve en présence de
I’énoncé suivant :

On donne dans un plan quatre points fixes, m,,
my, my, m,. Par ces points on méne quatre droites
variables M,, My, M,, M,. Soient D et A les deux
droites qui les rencontrent et d et 8 leurs traces sur
le plan. Soient aussi py, p2, ps, ps les points ou D
rencontre les droites My, My, My, M. St la ponctuelle

(dpyp2psps) est homographique a une ponctuelle
fize, la droite d 8 passe par un point fize.

Soit H, I'hyperboloide déterminé par les trois droites

Fig. 1.

m

M,, M,, M,. Sa trace sur le plan est une conique C,
(fig. 1) qui passe parles cinq points m,, ms, my, d, 3,
Ann. de Mathémat., 4° série, t. X. (Mars 1910.) 9
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On sait que les génératrices d’'un méme systéme d’un
hyperboloide déterminent . des divisions homogra-
phiques sur une génératrice de 'autre systéme et sur
une conique quelconque de la surface. 1l en résulte que
le rapportanharmoniquedes quatre points m, ms, ms, d
sur la conique G, est égal au rapport anharmonique des
quatre points p,, ps, ps, d sur la droite D. Ce rapport
anharmonique a donc une valeur constante.

De méme I'hyperboloide H, déterminé par les trois
dvoites M,,M;, M, a pour trace sur le plan une co-
nique C,, qui passe par les cinq points my, ms, my, d, 3,
et le rapport anharmonique des quatre points m,, my,
my, d sur C,, égal au rapport anharmonique des quatre
poinls p,, ps, ps, d sur la droite D, a une valeur cons-
tante.

Les deux faisceaux ¢ (m,, ms, ms, d) ev & (my, my,
my, d) ont des rapports anharmoniques constants. Ilen
est donc de méme du faisceau 3(m,, my, mg, m,) et le
point & décrit par conséquent une conique G qui passe
par les quatre points ny,, my, my, m,. Le second point a
ou la droite d & rencontre C est fixe, puisque le rapport
anharmonique des quatre points m,, m,, my, 2, égal a
celui du faisceau 8 (m,, my, m;, d), a une valeur cons-
lante.

11 est donc bien démontré que la droite d8 passe par
un point fixe.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Besangon.

EPREUVE THEORIQUE. — Développement d’une fonction en
série trigonomeétrigue. :
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1. En admettant qu'une fonction y = f(x) puisse étre
représentée par une série trigonométrique, calculer les
coefficients de la série.

Application :
(a) Yy =, -
(b) y=f(z) =f Smttxdt.
0

II. Valabilité et convergence du développement.
1° Limite de l’inte’grale

[= % sin ne
= sinx

quand n augmente indé finiment.

o rar s sinnz .
2 Lintégrale dz est comprise entre o et
r
o

3" L’intégrale de Dirichlet -

T .
sz ?(z)smnxdx’
[ x

N n
quand n augmente indéfiniment, tendvers — ¢(+ o).
2

4° Lintégrale de Fourier
smnx
—,f SOz sinx

SLf(+0)+ f(+m—0)].

a pour limite

5° La série de Fourier est convergente et a en général
pour valeur

Lf(@+0)+f(z—o)]
Il. On donne la surface
r(x+ yr+ 3%) + u(32—y?)— utxr = o,

u désignant une constante donnée. On considére toutes les
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droites A rencontrant les deux droites

7 xr=u, x=—u.'
D{ 1),% ,

3 =0, Yy =o0.

On désignera par 2v Uy du point A, par 2w le 3 du
point B.

1* Une droite A ne rencontre la surface quen un seul
point. Donner les coordonnées de ce point en jfonction
de v, w.

2° On considére la normale & la surface en un point de
Uintersection par le plan DA. Calculer l’angle de cette
normale avec le plan.

3° Quel résultat peut-on en déduire pour les lignes
d'intersection de la surface par les plans DA, et de méme
par les plans D;A?

4 Montrer que ces lignes d’intersection sont des circon-
JSérences.

/ ILPREUVE PRATIQUE. — I. On donne l’équation aux déri-
vées partielles

Py + gtz — pqayi(pr+qy —3z)=o.

Démontrer qu’elle admet comme intégrale compléte des
surfaces du second degré admettant les plans de coor-
données comme plans principaux.

Déterminer les surfaces qui passent par la courbe

Il. On donne l’équation

(3 +siny)zsiny cosx dr + (3 +sinx)z sinz cosy dy

~+ (sinx + siny)sinz siny dz = o.

Vérifier que c’est une équation aux différentielles totales
exacte.
Intégrer l’équation.
(Juillet 190g.)
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Bordeaux.

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Etant donnée la différentielle
totale

(23 + 22+ y3)dr — 3(32+ x)dy + (22y — 2522 — zy) da,

on demande de montrer qu’on peut, par un change-
ment de variables convenable, la réduire & une différen-
tielle tolale de deux variables seulement et d’effectuer ce
calcul. En déduire l’intégrale générale de l’équation
obtenue en égalant a zéro cette différentielle.

2 Calculer la valeur de l’intégrale

f (1— 3+ 3% ds
3, - ’
V(iz—1)(z—2)(3—3)
prise le long d’un contour fermé simple entourant les
trois points 1, 2, 3. On précisera la détermination qu’on
choisira pour le radical.

3" Rechercher, en coordonnées cartésiennes, les surfaces
telles que leurs deux systemes de lignes asymptotiques se

projetient sur le plan des xy suivant les deux familles de
droites et de courbes

¥ = const.,
z f(y) = const.,

ou f(y) est une fonction donnée de y.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer l’intégrale définie
T

* 3 costz + sinx cosz —+ 1
b oStz + 2 sinx cosx + 1

(Juin |§og.)

Caen.

Epeeuve Ecrite. — 1. Intégrer Uéquation aux dérivées
partielles linéaire

z'zd—z—s—z zd—z—-zi—z’—— 2
_2 ox o4 ay }'-,
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o z désigne une fonction inconnue des deux variables
indépendantes x et y.

En supposant que x, y, z désignent les coordonnées
rectangulaires d’un point variable, indiquer le mode de
génération des surfaces définies par Uintégrale.

Particulariser la fonction arbitraire qui entre dans
lintégrale de maniére que la surface correspondante
passe par U'hyperbole

r=a,

z?_}/! —_— az’
o a désigne une longueur donnée.

II. Etant donnés dans un plan deur awes rectangu-
laires OX, OY, on considére la droite variable

xsina — ) cosa = f(a),

dontle mouvementdépenddu paramétre arbitrairea;soit M
le point de contact de cette droite avec son enveloppe.
Etablir Véquation différentielle a laquelle doit satis-
Sfaire la fonction f(a) pour que la longueur OM soit cons-
tamment égale au rayon de courbure en M de 'enveloppe,
et faire voir que son intégration se raméne a des quadra-
tures. :

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver les intégrales générales du
systeme des équations différentielles

d .
d—:‘+1bv—6u=48coszx,

(% .
= 4+ 20 —u==6cos2x — 2sin22x
dzx : ’

ot u, v désignent deux fonctions inconnues de la variable
indépendante z. . (Novembre 19og.)

Clermont-Ferrand.

EPREUVE THEORIQUE. — T'rouver les surfaces telles que le
pole du plan tangent en un point M de la surface par
rapport a une quadrique donnée soit situé dans le plan
passant par M et une droite donnée. Cas particulier des
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surfaces de révolution. Trouver parmi ces derniéres celles
pour lesquelles le rapport des rayons de courbure princi-
paux est constant. >

EPREUVE PRATIQUE. — Montrer que, pour que l équation
du troisiéme degré .

ayrd+3a ¥t +3ayx +~az;= o

ait une racine double, il faut en ))osan_t

[17X2 27 I ajas I 1
=1-— 35 — =] — ==
at i ai ¥

que la somme 1+ h + hy soit nulle pour l’une des quatre
déterminations dont elle est susceptible.
Condition de réalité des racines.
(Juillet 1909.)

Dijon.
EPREUVE THEORIQUE. — [, 1° Intégrer

0z 93 443

ox 0y w—y

2° Montrer que les lignes asymptotiques des surfaces
intégrales s’obtiennent par quadrature.

3° Déterminer toutes les surfaces intégrales admettant
une ligne asymptotique qui se projette (parallélement
a Oz) sur le plan z Oy suivant une courbe (C) donnée
a lavance.

Faire explicitement la détermination de ces surfaces et
celle de leurs lignes asymptotiques dans le cas ou la
courbe donnée (C)a pour équation x — y = a(a constante
donnée). .

4° Déterminer toutes les surfaces intégrales admettant
leur intersection avec le plan'z = b (b constante donnée).

EPREUVE PRATIQUE. — Intégreér par différentiation I’équa-
tion différentielle

el h) e Ly
wmn(yy) o s
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Trouver les courbes passant par l’origine. Il y en a une
qui en ce point est tangente @ Ox. Elle rencontre Oy en
un autre point A. Calculer la longueur de l’arc OA de
cette courbe intégrale.

(Juin 1909.)
Grenoble.

ComposiTiON ECRITE. — I. Condition pour que les courbes
S(z, ¥, 3) =0 aient un contact du second ordre avec leur
enveloppe. Vérifier que les courbes

(y —a?)=a(1—211) (22 —avi+1)
Jouissent de cette propriété.

II. On transforme homothétiquement une courbe (S)
définie par Y = ¢(X), par rapport & un point P qui décrit
une courbe (S,), le rapport k d’homothétie variant avec
le point P. On demande de déterminer k en fonction de la
variable qui définit le point P sur (S,) de facon que les
courbes transformées de (S) aient un contact du second
ordre avec leur enveloppe. .

Application : la courbe (3,) a pour équation y} = 2z,
et la courbe (S), Yt = 4X.

EPREUVE PRATIQUR. — Intégrer l’équation

3(2y —32)(8yz—x?)dr + 122 (22 + 432)dy
—22(92*+16y?)dz = o.

(Juillet 1909.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2108.

(1908, p. 480.)

Onr donne un triangle ABC et le centre O de son cercle
circonscrit. On prend les symétriques A', B' de O par
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rapport aux cétés issus de C: le cercle A'CB' et les cercles
analogues pour les sommets A, B se coupent en un méme
point du cercle ABC.
(CanoN.)
SoLuTiON,

Par M. R. B.

Il est aisé de voir que les points A’, B, C' sont respecti-
vement symétriques des points A, B, C par rapport au centre
du cercle des neuf points du triangle ABC. Le théoréme ap-
parait alors comme cas particulier de la proposition suivante:

Soit AB'CA'BC’' un hexagone ayant un centre de sy-
métrie. Les cercles ABC, AB'C', A’'BC', A'B'C ontun point
commun. (Ilen est de méme des cercles A'B'C', A'BC, AB'C,
ABG'.)

Les six sommets de 'hexagone appartiennent en effet a une
ellipse sur laquelle ils sont deux a deux diamétralement op-
posés. Le cercle ABC coupe de nouveau I'ellipse en un point P
tel que les cordes AP et BC soient également inclinées sur
I’axe de lellipse. Mais BC est paralléle a B'C’; AP et B'C’
sont donc également inclinées sur 'axe de l'ellipse, et par
<conséquent le cercle AB’C’' passe par le point P. Il en est de
méme des deux autres cercles visés dans I'énoncé, et la pro-
position est ainsi démontrée.

Autre solution par M. R. Bouvaisr.

2115.

(1909, p. 56.)

St U’on définit un tétraédre SABC en donnant les faces
A, u, vdu triédre S et la longueur z, 3, y des arétes issues
de 8, le tétraédre est orthocentrique sous les deux con-
ditions

LT S, O

cosh  cosp  cosv

Cela étant, dans un tétraédre orthocentriqgue ABCD
dont H est l’orthocentre, on donne les valeurs algébriques
des segments HA, HB, HC, HD, le sens positif sur chaque
hauteur allant de la base vers le sommet; déterminer la
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valeur commune des rapports égauz

cos(b,c) _cos(c,a) cos(a,b) cos(d,a) B
Va VB 1 By
SOLUTION,
Par M. CLAPIER.
Soit H I'orthocentre du triangle ABC; la hauteur issue de.S

)

S

A |

B
passe par ce point, et nous avons
—2 =2 ——1 @ —2
SA'—SD =AH —DH =AD(AH — DH).

D’autre part, SD est perpendiculaire a BC et

N\ N\
BSC = BSD + DSC;

SD° DB x DC
COSA = —— —

By B
By cosh = SD  — DH x DA,

donc

et, retranchaont lde la premié(‘e relation, il vient
. —2
a?— Bycosh = AD < AH = AH —+ p?,

@ étant le rayon du cercle conjugué au triangle ABG; on
en déduit ' ‘ ’

By cosh = yxcosp = af cosv = h?—p?,

ce qui démontvre la premiére partie de la question. - *
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Remarquons que la puissance du point H par rapport a la
sphére circonscrite au tétraédre est

2pt=a2dh,

d étant la distance de ce point a lorthocentre‘

D’aprés cela, si l'on considére le tétraédre ABCD, dont
'orthocentre H est supposé a l'intérieur de son volume, nous
aurons

N
BHC = supplém. de (b, ¢)
et
Bvcos(b,c) = he = p2,

@ étant le rayon de la sphére conjuguée au tétraédre donné.
Si 'on désigne par (H) la puissance prise avec son signe du
point H, par rapport a la sphére circonscrite au tétraédre,
nous aurons les relations algébriques

cos(b, c) _cos(c,a) cos(a,b) cos(d, a) -—-(H)

va VB Y Br  3afyd’

Il reste a exprimer (H) a l'aide des quantités «, 8, v, 8; or
nous avons

2(H)

3 =‘.),5‘{005(b,c)=—(BI+Y2)+E(—;2,

d’ou, en additionnant les six égalités correspondant aux six
arétes du tétraédre, on déduit

4(H) = 2BC — 3Zar.

Autre solution par M. BouvalsT.

2117.

(1909, p. r100.)
'
Etant données dans 1 ‘espace deux figureségales F et F',
solent A un pointde la premiére et B le point cor rc:pondant
de la seconde; le point B étant considéré comme point de F,
soit C le point correspondant de F’; le point G étent consi-
déré comme point de F, soit D le point correspondant
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de ¥'. Les deux triangles ABC et BCD sont égaux. Démon-
trer directement que, si O est le centre de la sphére qui
passe en A, B, G, D, on ne peut généralement pas faire
coincider les deuxr tétraédres OABC et OBCD (qui sont
d’ailleurs égaux) en mettant A en B, B en C, C en D.
(G. F.)

SOLUTION,

Par un ABONNE.

Les deux demi-plans qui ont pourbord commun la droite BC,
et qui contiennent respectivement les points A et D, forment
un diédre dont le plan bissecteur contient le point O ; le fait
énoncé est une conséquence de cette position du point O.

Autre solution par M. VAULOT.

2422.

(1909, p. 143.)

Etant donné un quadrilatére plan circonscriptible a un
cercle, on divise chaque c6té en deux segments proportion-
nels aux longueurs des c6tés adjacents. Démontrer que les
quatre points obtenus sont sur un méme cercle.

( CLAPIER.)

SOLUTION,
Par M. PARRoOD.

Soient E, F, G et H les quatre points respectivement situés
sur les cotés AB, BC, CD et DA du quadrilatére.
On a

AE _ AD
AB - AD+BC’
AH AB

AD ~ AB+ DC’
donc
AE = AH.

Les triangles AEH, BEF, ... étant isoscéles, on voit facile-
ment que les angles opposés du quadrilatére EFGH sont sup-
plémentaires. o o o
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Il est donc inscriptible, et le cercle circonscrit est concen-
trique au cercle inscrit dans le quadrilatére donné.

Autres solutions par MM. Barisien, Bouvaist, DuBy, P. FAVRE,
GIrRAUDON, KLuG, P. DE LEPINAY, PELISSIER.

2123.

© (1909, p. 143.)

L’enveloppe des cercles qui ont leur centre sur un cercle
donné et qui sont tangents a un diamétre fize de ce
cercle est une épicycloide a deux rebroussements. .

(E.-N. BARISIEN. )

SOLUTION,
Par M. PARRoD.

Ce théoréme est un cas particulier du suivant: L’enve-
loppe des cercles qui ont leur centre sur un cercle donné
et qui sont tangents a une hypocycloide est une épicycloide
ayant les mémes points de rebroussement.

En effet, soit C le cercle dont le point M engendre ’hypocy-
cloide et soit C' le cercle symétrique de C par rapport a la
tangente en A, point de contact du cercle C et du cercle fixe;
le point M’ symétrique de M décrit I'épicycloide. Le cercle de
centre A et de rayon AM = AM’est tangent aux deux courbes.

Un autre cas particulier simple est celui ou le cercle C est
égal au cercle fixe. L’épicycloide est alors une cardioide.

Autres solutions par MM. AGroNoMOF, BouvaisT, Duny, GIRAUDON,
Krve, P. pe LEpPiNaY, Lez, PELISSIER, VAULOT.

2124,

(1909, p. 143.)

Si S, S,, S; sont les sommes des termes d’une progression
arithmétique quelconque, de leurs carrés et de leurs cubes,
on a toujours

95; > 851 S;.
(E.-N. Bantsign.)’
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- SoLuTiON,
Par M. A. Dusy.

Soient
a, b, ¢, ..., 1

n termes consécutifs d’une progression arithmétique de rai-

son r.
On trouve facilement, par la méthode classique,

Sy = %[’(n —nr+—2al,
S,= %[(n —1)(2n—1)r24+6a(n—1)r+ 6a?}
Sy = %[nm—l)’r’+2a(n-—-|)(~),n—l))"l»r(3a’(rz—1)1‘—3—4a3v|.
En portant ces valeurs dans U'inégalité a démantrer
983> 88,8,

il vient finalement, aprés réductions,

(n—1)2ré¢—jfa(n—a)rs

+4at(n—1)(n—2)r2+ 8a’3(n—1)r+ 4a+*>o,
c'est-a-dire
[(n—1)r2—2a(n —1)r—2a?]2> o,
ce qui démontre la proposition annoncée.
Autres solutions de M A.-D. BETTs, MM. AuroNoMOF, BouvaisT,

GIirauboN, Robprico Ravosco.

2125.

(1909, p. 134.)

Si deux triangles sont tels que leurs cotés se coupent
deux & deux orthogonalement en trots points situés sur
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une méme droite, cette droite passe par le milieu du seg-
ment limité par les orthocentres des deux triangles.
(JAN DE MEZEas.)

SoLUTION,
Par M. L. Kvrue.

Soient ay, by, ¢y; @s, ba, cp les cOtés des deux triangles, se
coupant deux a deux orthogonalement sur la droite ¢. Les
cercles circonscrits aux trois triangles bycyt, ciat, a,b,¢,
cercles qui sont aussi circonscrits aux triangles bycet, caast,
a,byt, se coupent en un point F, foyer de deux paraboles ins-
crites, 'une au quadrilatére a,b,¢1¢, I'autre au quadrila-
tére as bycat.

Soit G le point symétrique du point F par rapporta la
droite ¢, et soient Hy et Hyles orthocentres des deux triangles.
GH; et GH, sont les directrices des deux paraboles.

Mais les deux triangles a,b,c; et asbscs sont semblables et
ont leurs cotés homologues rectangulaires. F est leur centre
de similitude, puisque les segments limités par les sommets
homologues sont vus du point F sous un angle droit. FH,
et FH; sont donc rectangulaires; il en est de méme des direc-
trices des deux paraboles, qui sont paralléles respectivement
aux droites de Simson du point F par rapport aux deux
triangles. .

Il résulte de la que les quatre points F, H,, H,, G sont sur
un cercle de diamétre HyH,. Par conséquent le milieu
de H, H,, centre de ce cercle, est sur la perpendiculaire élevée
a FG en son milieu, c’est-a-dire sur la droite ¢.

C.Q. F.D.

Autres solutions par MM. Bouvaist, DuBY, GIRAUDON et SONDAT.

QUESTIONS.

2147. — Ecrire, en employant les neuf chiffves autres que
zéro, trois nombres ayant respectivement deux, trois et
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quatre chiffres, tels que le troisiéme de ces nombres soit égal
au produit des deux premiers.
On a, par exemple,

12 X 483 = 5796.

Il 'y a d'autres solutions. On demande de les trouver
toutes (1). (R. B.)

2148. — Pour chaque normale a I'ellipse inclinée a 45° sur
les axes de l'ellipse, le centre de courbure du pied de la nor-
male est au milieu de la corde de I'ellipse interceptée par la
normale. i (E.-N. Bagisien.)

2149. — On considére un point P situé sur une normale
a une ellipse donnée en un point M variable, et partageant le
rayon de courbure MC en deux parties ayant un rapport donné.
Montrer que I'aire de la courbe lieu du point P est une fonc-
tion linéaire des aires de l'ellipse et de sa développée.

(E.-N. BARISIEN.)

2130. — On considére tous les triangles circonscrits a une
parabole P et tels que les normales aux points de contact
soient concourantes. Montrer que :

1° Les perpendiculaires élevées aux cotés de ces triangles
cu leurs milieux (médiatrices ) sont normales a une parabole
fixe P';

2" Les milieux des cotés de ces triangles sont situés sur une
parabole P". (E.-N. BARISIEN.)

(') Ce probl¢ine m'a ¢té inspiré par 'Ouvrage de M. H.-E. Du-
DENEY, The Canterbury Puszszles, 'un des plus intéressants recueils
de récréations mathématiques, et a coup sur-le plus original; il
contient plusieurs questions de méme nature.
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[0'5s]
SUR LES SURFACES DE M. APPELL;

Par M. Emie TURRIERE.

Dans son Mémoire Sur les déblais et les rem-
blais ('), M. Appell a considéré les surfaces telles
qu’un pinceaua infiniment délié de normales découpe
dans la surface d’une sphére donnée de centre O, a
Uentrée et a la sortie, des aires équivalentes. Ces sur-
faces que nous désignerons, a la suite de certains géo-
meétres, sous la dénomination de surfaces de M. Ap-
pell, jouissent de la propriété suivante : la projection
de O sur chaque normale se fait au milieu du segment
qui a pour extrémités les centres de courbure princi-
paux. C’est & ce titre que M. Appell a consacré un
Mémoire a ces surfaces : Surfaces telles que l’ori-
gine se projette sur chaque normale au milieu des
centres de courbure principauz (?).

1. Dans les :Youvelles Annales de 1909 (p. 254),
J’al établi une propriété d’invariance des congruences
de normales des surfaces de M. Appell. Je dirai que les
deux familles de surfaces paralleles de M. Appell qui

(1) Memoires presentes par divers savants a l’Académie des
Sciences, t. XXIX, p. 133-137.

(?) American Journal of Mathematics, t. X, 1888, p. 175-186. —
En ce qui concerne les surfaces de M. Appell et les surfaces de
M. Goursat, on pourra consulter les Lezioni di Geometria diffe-
renziale de Bianchi (p. 231).

Ann. de Mathémat., 4 série, t. X. (Avril 1910.) 10
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se correspondent ainsi sont conjuguées. Une sur-
face (S) de M. Appell étant représentée en coordon-
nées de Bonnet par I'équation

w=U<YV,

dans laquelle U et V sont des fonctions arbitraires et
respectives de u et ¢, 'équation

w=i(U—=YV)

représente une des surfaces (S') conjuguées de (S). Il
résulte de la définition de la transformation de droites
qui fait se correspondre les deux congruences de nor-
males de ces surfaces conjuguées que la surface (P)
lieu des projections P de Porigine O sur les nor-
males aux surfaces (S) est identique & la sur-
face (N') lieu des extrémités N' des moments par
rapport a O de vecteurs égaux a ’unité portés par
les normales de (S'). En vertu de la réciprocité entre
les surfaces de M. Appell conjuguées, la surface (P'),
lieu des projections P’ de O sur les normales de (8'),
est identique i la surface (N), lieu des extrémités N des
moments par rapport & O de vecleurs égaux a 'unité
portés par les normales de (S).

Les coordonnées cartésiennes p;, ps, ps du point N
sont

pr= S—u)U— > (—e)V,

1 .1 ,
ps=— S (1+u)U'— (1 + ")V,

ps=tulU'— vV’

dans ces formules, U’ et V' représentent les dérivées
des fonctions respectives U de « et V de ¢. De ces for-
mules, analogues aux formules d’Enneper poar les sur-
faces minima, il résulte que les surfaces lieux des
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points moyens dés congruences de normales des sur-
Saces de M. Appell sont des surfaces de translation;
les deux courbes qui définissent une surface de cette
nature sont des courbes tracées sur des. céOnes iso-
tropes.

Je n’insiste pas sur 'analogie des formules précé-
dentes avec celles d’Enneper : dans les Mémoires cités,
M. Appell a suffisamment mis en évidence P’analogie
avec les surfaces minima ().

Comme exemples de surfaces de M. Appell conju-
guées, je citerai la surface de révolution qui admet
pour développée un paraboloide de révolution de
foyer O (2) et la surface de M. Appell que j'ai con-
sidérée dans deux Notes précédentes (*); leurs équa-
tions respectives sont

w = log(uv), m':ilog%;
pour ces deux surfaces, (N) et (P) sont des plans.
Comme exemple de surface (N) et, par conséquent,
P » P q

de surface (P), je citerai la surface d’équation carté-

sienne
3t + 8232 —16(y2+ 3%) = o,

qu’on obtient pour
w=20(v—u);

cette surface (N) est une surface de Steiner; elle est

(') Sur les déblais et les remblais, p. 136 ; Surfaces telles que
U'origine se projette sur chaque normale au miliew des centres
de courbure principaux, p. 182,

(?) Pages 135 et 180 des Mémoires cités de M. Appell.

(3) Application de l’equation des télégraphistes aux surfaces
dont les images sphériques des lignes de courbure sont des
loxodromies, p. 23; Conséquences de deux théorémes de
M. Bricard concernant les tangentes communes a deuxr qua-
drigues, p. 37 (Nouvelles Annales, 1910).
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‘engendrée par une biquadratique, intersection d’une
sphére et d’un cylindre parabolique variables.

2. Généralisation des surfaces de M. Appell. —
Etant donnée une surface quelconque (S), définic en
coordonnées de Bonnet, considérons la surface (N) qui
‘est le lieu des extrémités N des moments, par rapport
a un point fixe O, de vecteurs égaux a l'unité portés
par les normales de (3). Les coordonunées carté-
siennes p;, ps, ps du point N sont

,_i zd(m’pl)_ '1 — u? _f 2
pPi= (1 + uv) o) = .)‘(1 u)p 2(1 ©2)q,
= 2 (1+ Iw ’p’) ! 2 LI
Ps= - (1 uv)* d(tv) 2(1~|—u )[)——2(1—1—‘« )q.
_£(|+up 'i(___L‘)— —_
Pe= )2 TR up — ivq.

‘Dans ces formules p el g désignent les dérivées par-

. 0
tielles o—: el d— de la distance ® de O au plan tangent

de (S) au point (u, ¢); nous désignerons par r, s, ¢ les
dérivées secondes.

Lorsque la surface (S) est une surface de M. Appell,
avant le point O pour développée moyenne, la sur-
face (N) est de translation el, par conséquent, les
‘courbes coordonnées w = const. el ¢ = const. sonl
conjuguées sur cette surface (N). Cherchons les sur-
faces (S) qui sont telles que les courbes « = const.
et ¢ = const. solent conjuguées sur les surfaces (N)
correspondantes.

Prenons pour coefficients directeurs Ny, Np, N, de
la normale en N a (N) les jacobiens

_ 0(ps.ps) d(pc,/n) . 0(py.ps).
Ny= o(w, ) Na= o(u,v) Ny = a(u,¢)”’
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introduisons les coordonnées z,, ¥y, zo du point P

9, 0
xo=£(1+uv)1<p§)i+qd—[:t'~>, tee

et posons, 'indice j ayant successivement les valeurs 1,
2 et 3, ' i
nj= é(l—;—'uv)’-’(rt—s?)pj
D Ny OPi 9PN
+pq[zzz;p,—l—(l—f—u«))(u—d;—e-c—ﬁ)
+;(x+uv)? pt[2vp,+(r+uv)%€{]

—+qr [zupj—f—([—k—uv)%’g] %;

Ny, Ny, N; ont pour expressions
N, =i(n1+ zys), Ne=1i(ny+ yos), - Na=i(nz+ 3505).
Le déterminant D' de Gauss élant égal a

021)5 \ 02/"5
dudv+ 30w oo’

N, 2

Jdu dv + Ny

la condition pour que les courbes coordonnées soient
conjuguées sur (N) est D'=o0; la surface (S) salisfait
donc a I'équation aux dérivées partielles du troisiéme
ordre
) ds
[(1 +uv)(pt+qs)+2upq];{;
0,
— [(t+uv) (gr -+ ps) + 2"1’9]%
= as[u(gr + ps) — v(pt+ qs)];
cette équation peut étre mise sous Ja forme

[ pg(1+ ue)?, s(1-ue)?] _
o(u,v) -

observons que la distance A de O a la normale est
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donnée par la formule '
A?= pg(1+ uv)?
et que la somme des rayons principaux de courbure est
Ri+ Ro= (1+ uo)2s + 2w;
nous obtenons alors le théoréme suivant :

Pour que les courbes coordonnées u=const. et
v = const. soient conjuguées sur la surface (N), il
Jaut et il suffit que (S) soit la surface la plus géné-
rale pour laquelle il existe une relation entre la
distance A de O a la normale et I’excés

R1+ R,—-‘).m

de la somme des rayons principaux de courbure sur
le double de la distance de O au plan tangent.

3. Un premier exemple inléressant est celui des sur-
faces (S) qui jou<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>