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[0BK]
DEFORMATIONS CONSERVANT LA DIRECTION DES PLANS
TANGENTS ;

Par M. J. HAAG.

Dans une Note parue en octobre dernier dans les
Nouvelles Annales, j’ai démontré incidemment qu’on
ne peut pas déformer une sphére de telle fagon que le
plan tangent en chaque point demeure paralléle a lui-
méme. Il est facile de voir qu'il n’y a que les surfaces
minima qui jouissent de cette propriété.

Soient, en effet, deux surfaces S et S, applicables
I'ane sur l'aatre, avec correspondance des plans tan-
gents paralléles. Rapportons-les au réseau conjugué
commun, en négligeant le cas ou ce réseau se réduirait
a une famille de lignes asymptotiques, hypothése qui
conduit & deux surfaces égales ou symétriques. On a
alors
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Ecrivons que les deux surfaces sont applicables.
On obtient

)\2E:_E7 )\P’F:Fv p.?G:G,

Premier cas : EF £ 0. — On a nécessairement
N=Ap=1, d’on A=p==1.

Les surfaces S et S, sontalors égales ou symétriques.
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Deuzxiéme cas : F = 0. — On a la nouvelle solution

A=1, p=—1.

Mais, en éliminant z entre les équations (1), il vient

itz
du dv

De méme pour y et z. D’od

z=U-+YV, y=U1+V1, Z=U2+v2,
zry=U-YV, yi=U;—V,, 5 =Uy—V,.

La surface S, par exemple, est une surface de trans-
lation par rapport a ses lignes de courbure. On en dé-
duit aisément que c’est un cylindre et que S, est un
cylindre égal ou symétrique.

Troisiéme cas : E=o0, G=o0. — On a l'unique

condition
Ap=r1.

Mais, dans ce cas, les lignes de longueur nulle sont
conjuguées. On a donc deux surfaces minima. Elles
sont d’ailleurs associées. En effet, on a

2z 02y
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En combinant ces deux équations avec les équa-
tions (1), on obtient
oA 0
oM _

ae =% . Gu :
D’ou
A= eb, p=e9, 6 = const.
Si l'on pose alors

r=U+V, y=U;+V,, 3=U; +V,,
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on en déduit

.’t"=e°U+e—°V, Y1 =e°U,+e-°V,, z,=e°U,+e—°V,,

formules qui définissent bien une des surfaces minima
associées a la surface minima S.

Il resterait le cas de E = o, F = o, qui donnerait des
surfaces imaginaires peu intéressantes.

En résumé, il n’y a que les surfaces minima asso-
ciées qui répondent a la question que nous nous
étions posée.

Remarquons, en terminant, que ce probléme est un
cas particulier du probléme de Christoffel, qui conduit,
comme on sait, aux surfaces minima et aux surfaces
isothermiques.



