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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES,

1954.

(1005, p. 1ig.)
Trois quadriques Qy, Q,. Q3 déterminent un réseau ponc-
tuel de quadriques Q. Les polaires D d’une droite A par
rapport aur surfaces Q appartiennent & une congruence :
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1° Les droites de la congruence sont en général les
cordes d’une cubique gauche C.

2° Lorsque A varie, les cubiques . rencontrent en huit
points une courbe fize.

3° Trouver la surface S lieu des droites \ telles que les
droites D passent par un point fixe, et la courbe lien de
ce point, quand A, variant, engendre la surfaze S.

(R. GILBERT.)

SOLUTION
Par L’AUTEUR.
1° Soient
Sflz, ¥, 5)=o,
?(‘z'i Yy B) =0,
Y(z, ¥, 2)=0
les équations des quadriques Qy, Q, Q;. L’équation de Q est
A+ ue + vy =o,
A, 1, v étant trois paramétres arbitraires.

Les plans polaires d’un point M par rapport aux quadriques Q
passent par un point fixe M’, quand %, u, v varient, puisque
I’équation du plan polaire dépend linéairement de¢ deux para-
métres; les points M, M’ sont réciproques.

Soient Dy, Dy, Dy les polaires de A par rapport a Qy, Qa, Q3;
supposons que M décrive A; les trois plans (M', Dy), (M', Dy),
(M'. D3) se correspondent homographiquement deux a deux
comme étant les plans polaires de M par rapporta Qy, Qa, Qs.
Donc le lieu du point M' est une cubique gauche C dont
Dy, Dy, D; sont trois cordes ; et comme on peut prendre arbi-
trairement Qy, Q2,Q3, dans le réseau, toutes les polaires D
de A sont des cordes de la cubique C.

Ceci peut aussi se voir analytiquement. Soient zy, ¥y, %o, &
et xy, y1, &1, t; deux points, My et My, de A. Leurs plans po-
laires par rapport a Q sont

Maofr+ yofy—+ 20 fi+ Lo fi)
“+ (o0l —9‘,}’0?3'-*‘ 3095 — lo%t)
) v (@Y Yoty Zobi+tode) = o,
Ny fot+yfy+afi0f1)
+ (@187 + Y19y + B16L — (19;)
+v (Z1¥p+ y1¥y+ s+ ) = o,

(1)
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ce que nous écrirons, pour abréger,

( ARo~+ pSe+vTy= o,
1
) )\R1+}LSI+‘IT1:07

et nous représenterons également par Ry ;, par exemple, I'ex-
pression
! 7 ! !
2o fy,+ Yo Sy, oS, + o fi,

Les polaires D de A sont définies par le systéme (1). Si
I'on assujettit la droite D a passer par un point 2, y, 3, ¢
donné, le systeéme (1) donne les rapports des quantités A, u, v.
Toutefois il y a indétermination si le Tableau suivant est nul :

Ry So Ty
R] Sl Tl

= 0.

Ces équations sont celles d'une cubique C; d’ailleurs, si A
est prise arbitrairement, ses polaires sont toutes distinctes;
donc on voit déja que G est le lieu des points par lesquels
passent une infinité de droites de la congruence des polaires.
Soient ensuite &y, )y, 33, ta €L 23, ¥3, 33, {3 deux points, M,
et My, pris sur une des droites D, On a

ARy, 0+ S0+ vTo =0,
) ARp 3+ #So 3+ vTos=0,
v )\Rx,g—i— HS‘,Q""VV[‘],Q = 0,
ARy 5+ pSi3+vT 3= 0;
les coordonnées d’un point de D sont

X = max,+ nIy,

Yy =my;+ nys
3 = m3,+ N3z,

(3)
t = miy + nty,

et leséquations de C sont

aRoﬂ'—BR‘ = 0,
150 -+ QS. = 0,
aTy+ BT, =o.

Remplagons «, y, 3, t de (3) dans les équations de C afin de
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voir s'il y a des points de D sur G. Nous obtenons ainsi trois

] . m .
équations en — qui sont
n

amRy o+ anRo3+ BmR, ,+ BnR;3=o,
amSg o+ a2nSy 3+ BmS, 3+ BnS; =o,
amTyo+anTy3+BmT, 3+ BnT,3=0.

Multiplions par A, 1, v et ajoutons en tenant compte des
relations (2); on trouve une identité; donc les trois équations
précédentes se réduisent & deux; elles déterminent les rap-

ports r_ N et E = B.
m x

Les deux premiéres donnent

Ry.o—+ VRU';;*‘— BR(vg—f‘ V.B-R]J: o,
Su2—= NSg3+ BS54+ N.B.S; , = o.

En éliminant B on a une équation du second degré en N,
et, par suite, il y a deux points de D sur la cubique C.

2” et 3° Nous avons dit plus haut que les trois plans (M', D),
(M', D), (M, D3 ) se correspondent homographiquement; ceci
suppose qu'ils sont déterminés, c’est-a dire que M' n’est pas
a la fois sur Dy, D, et D;. Cela peut arriver lorsque M décrit
certaines droites, A, que nous désignerons uniquement désor-
mais par A.

Le point M'décrit alors la courbe J, lieu des points tels que
leurs plans polaires par rapport aux quadriques Q passent
par une méme droite A. On obtient, par un calcul immédiat,
les équations de J en annulant le Tableau

Jo Sy S S
(4) G %) 9 | =0
L2 T FR 7

-G
S

On obtiendrait la méme courbe en cherchant le lieu des
~ommets des cones du réseau. C'est la courbe jacobienne du
réseau (SaLMoN, Géométrie analytique a trois dimensions,
§ 238, @). On voit sur ces équations que J est I'intersection de
deux surfaces cubiquesayant en outre en commun une cubique
gauche. On en conclut d’abord que J est du sixiéme ordre. De
plus, on en conclut (SiLmox, Id., § 348, 346) que, si A est le
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nombre des points doubles apparents de J, et 7 le degré de la
développable lieu des tangentes, on a

h=r~, r=16.

Des formules de Cayley pour les courbes gauches on déduit
de la que la courbe J est de genre 3.

Ceci posé, nous allons montrer que toutes les cubiques C
rencontrent J en huit points. En effet, les équations de J sont
données par le Tableau (4); par des combinaisons faciles a
vérifier on déduit des équations (4) les deux équations sui-
vantes, ou l'on a conservé les notativns antérieures:

Ro SO To Ro SO TO
Rg Sl T| = o, R] Sl T] = 0,
VERN TR F St e

ce qui montre que C est, ainsi que J. située sur les deux surfaces
cubiques représentées par ces équations et constitue, avec J,
leur intersection. Si ¢ est alors le nombre des points de ren-
contre de ces deux courbes, on a (SaLvox, Id., § 346) ¢ = 8.
Ainsi, les cubiques C, qui correspondent point par point a des
droites, sont assujetties & huit conditions, puisqu’une cubique
dépend de douze paramétres et une droite de quatre seule-
ment. Ces conditions sont de rencontrer J huit fois.

Soit maintenant M un point de J: les plans polaires de M
par rapport aux quadriques Q passent par une droite A. Il'y
a antant de droites A qui rencontrent une droite D prise arbi-
trairement que de points communs a J et a la cubique C qui
correspond point par point & la droite D. Donc la surface S
lieu des droites A est du huiti¢me ordre.

Mais nous allons definirla surface S d'une fagon plus précise
en montrant que ce sont bien des droites A quicoupent J en trois
points. Soieut M un pointde J et Ala droite qui lui correspond.
Le plan (M, X) coupe J en six points M, M’ M", M"”, M', M".
Dé-ignons par K le cone dont le sommet est un des six
points et faisant partie du ré<eau. Le plan 11 polaire de M par
rapport au cone K passe par A. Il peut se présenter trois cas:
1” ou bien les plans I et (M, )) sont distincts: soit Ky un
cone correspondant; 2° ou bien les deux plans sont confondus;
soit Ky un cone correspondant, le cone K, est alors tangent
au plan (M, ) suivant la droite qui joint son sommet au
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point M; 3° ou bien un des plans est indéterminé, c’est le cas
unique du cone de sommet M.

Or le plan (M, A) coupe les quadriques Q du réseau suivant
des coniques formant un réseau ponctuel, et, comme le point
M a méme polaire, A, par rapport a toutes ces coniques, la
courbe cayleyenne de cc réseau de coniques se décompose en
le point M et une conique £; le réseau a deux droites doubles,
les tangentes mences de M a Z; donc il y a deux cones k,
tangents au plan (M, A) suivant cesdeux droites. Il reste alors
trois cones Ky; les plans polaires de M par rapport a ces trois
cones coupent le plan (M, A) suivant A, c’est-a-dire que ces
trois concs ont leurs sommets sur A, et la droite A coupe bien
J en trois points.

On peut d'aprés cela vérifier d’une autre facon que la sur-
face S est bien du huitiéme ordre. On démontre en effet
(Savvox, Id., § 471) que, si une courbe d’ordre m a /i points
doubles apparents, I'ordre de la surface engendrée par une
droite qui rencontre trois fois la courbe est

(/n~—‘))h—(—',m(m—l)(m—'z);
)

cticim==6et h=r.

On peut vérifier que toute section plane de S est bien de
genre 3. Lin effet, la projection de J sur un plan, le point de
vue étant un point de J est une quintique qui a 2 3=3

2
points doubles. puisqu’elle est de genre 3. Donc par un point
de J il passe trois droites A, c’est-a-dire que J est une courbe
triple sur 8; toute section plane de S admet donc six points
triples, équivalents a dix-huit points doubles, et le genre de
=6
: — 18 =3.

la section plane est —
Cas particuliers intéressants. — L. Parmi les quadriques
du réseau ily aun couple de plans. Alors 'intersection T des
deux plans fait ¢videmment partie de J. Tl reste une quin-
tique gauche J. Prenons pour plans de coordonnées x =o
et ¥ = o les deux plans du couple; le Tableau (4) devient

Je Sy i St

.l ! ! ! —_
e P Pz Pt |=O

Yy x* o o
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Donc J est I'intersection de la quadrique

fi i
Pz $r

=

avec la surface cubique

Je Sy f:
9z 9y 9| =0,
Yy x o

en écartant la solution étrangére f; = o

On voit aussi que la droite T, # = ¥ = o, est sur la surface
cubique. Donc elle coupe J aux deux points ou elle coupe la
quadrique.

Si I'on fait @ = y = o dans les équations d’une cubique G
trouvées antérieurement, ces équations e réduisent a une
seule,

3 ;’0—4- tf,'o zf,“+ tf,"

By 9, BOL o

qui montre que la droite T est une corde de toutes ces cubiques,
qui rencontrent en outre J en six points.

La courbe J est d’ordre m = 5 ; en conservant les notations
antéricures on trouve (SaumoN, Id., § 345, 346) h = fet r =19,
et I'on en conclut que J est de genre 2.

Le plan polaire d’un point M de J par rapport au couple de
plans duréseau passe par T ; donc toutes les droites A coupent T,
et la surface S est le lieu des droites A qui coupent T en un
point et J en deux points. Pour obtenir la surface totale du
huitiéme ordre, il faudrait joindre, a la surface S précédente,
la quadrique licu des intersections des plans polaires des points
de T par rapport aux quadriques du réseau; la surface S est
donc du sixiéme ordre; nous la retrouverons d’ailleurs plus
loin.

Si d'un point de T on projette la courbe J sur un plan, on
obtient une quintique & A = j points doubles; mais I'un d’eux
est sur T; il en reste trois autres: donc T est une droite triple
de 8. D'autre part, si par un point A de J et par T on fait
passer un plan, il coupe J en cinq points, savoir: A. les deux
points de T et deux autres points; donc J est une courbe
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de S. Le genre d’une section plane de S est donc

5.

By 5o,
ce qui est bien le genre de J.

L'ordre de la surface engendrée par une droite rencontrant

deux fois une courbe d’ordre m, ayant A points doubles ap-
parents, et une fois une droite est ( SALMoN, Id., § 470)

1
h—&-;m(m——n):d-{-to:l‘i.

Mais iciil faut retrancher les deux cones du quatriéme ordre
ayant J pour base commune et dont les sommets sont les
points de rencontre de T avecJ; l'ordre de s est 14 — 8 = 6.

1. Parmiles quadriques du réseau se trouvent deux couples
de plans. Soient T, T’ les droites d’intersection; prenons les
quatre plans pour plans de coordonnées

x =o,

Yy =20
et

z =0,

t=o.

Les droites T, T font partie de la jacobienne, et il reste une
quartique gauche dont les équations sont

fi S Se Sy

¢ ¥ Y x

Les droites T. T' coupent chacune J en deux points. Ce
sont aussi des cordes communes a toutes les cubiques C qui
rencontrent en outre J en quatre points.

Les droites A rencontrent J, T, T" chacune en un point; la
surface S qu’'elles engendrent est du quatriéme ordre et
admet T, T' comme droites doubles. Pour obtenir la surface
totale du huitiéme ordre qui correspond a la jacobienne, il
faut ajouter a la surface S les deux quadriques lieux des
intersections des plans polaires des points de T et T' par
rapport aux quadriques du réseau.

II1. Parmiles quadriques du réseau se trouvent trois couples
de plans. Désignons par Ty, Ty, T3 les trois droites d’inter-
section.
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Ces trois droites font partie de la jacobienne et il reste une
cubique gauche J; les droites Ty, T,, T3 coupent chacune J
en deux points ; ce sont aussi des cordes communes a toutes
les cubiques C qui rencontrent en outre J en deux points.
A la cubique) correspond la quadrique S lieu des droites A
qui rencontrent Ty, Ty, T3. Pour obtenir la surface totale du
huitiéme ordre il faut ajouter a cette quadrique trois autres
quadriques licux des intersections des plans polaires des points
de Ty, T,, Ty par rapport aux quadriques du réseau.

IV. Parmi les quadriques du réseau se trouvent quatre
couples de plans Py, P, oo, Pay Py L Py, Py, L0, Py, P
Désignons par Ty, T,. T3, T, les quatre droites d’intersection.

Les cubiques C ont pour cordes communes T,, Ty, T3, T,.

Ces quatre droites font partie de la jacobienne et il reste
une courbe du second ordre composée, comme nous allons
voir, de deun droites conjuguées par rapport a toutes les qua-
driques du réscau. Soit. en effet, A; une droite qui rencontre
les quatre droites T en Ay, Ay, A3, Ay, Le point A, étant sur T,
ses plans polaires par rapport aux trois couples Py, P, ...,
PoPy, oo, PPy L., passent par une méme droite, Ay;
mais ces plans polaires restent les mémes lorgue A, varie
sur Ay donc Ay, A; sont conjuguées par rapport a toutes les
quadriques du réseau.

Lor-qu'un point M variable décrit une des droites Ty, T,,
Ty, Ty, ~es plans polaires passent par une droite A qui rencontre
les trois autres engendrant une quadrique. Les quatre qua-
driques ainsi obtenues passent par A; et As.



