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[K'10e]
SUR L'APPLICATION DES DETERMINANTS A LA GEOMETRIE;
Par M. JUHEL-RENOY.

( SUITE.)

I. Considérons, sur un axe orienté, deux groupes de
n points Oy, Oy, Oy, ..., O, d’une part, et A,, Ay,
A, ..., Ay de lautre. On a, entre les distances mu-
tuelles de chaque point d’un groupe aux n points de



P’autre, la relation

O]A(p OlAg e OIAMF I

0:A,  O3As ... O.A. 1

(1) e e e e .| =o.
p —_—
OnA; OnAs ... OuA, 1|
I ] N I 0o

En effet, la relation est, au plus, du degré (p —1)
par rapport & 'abscisse du point Oy, et elle est satis-
faite pour (n— 1) positions du point Oy, puisque, quand
le point Oy se confond avec le point Oy, le déterminant
a deux lignes identiques. Si donc on a

n—i2p ou nzp+r,

la relation est toujours vraie.

En particulier, sile point O, coincide avec A,, O,
avec A,, el ainsi de suile, on a une relation entre les
distances mutuelles de n points d’un axe orienté :

o VL AN, s A\,

Ay A, 0 AgAj AsA, I
(2) | oiis e e . . =0
P p p
An Ay Ar A, \nA; o I
1 1 I 1 o

Pour p =1 et n =3, celle relation devient

o A1A2 A1A3 f
A A o AA; 1

(3) 21 2433 —o.
A3A1 AaAg o 1

I I 1 o

C’est U'expression méme du théoréme de Chasles re-
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latif aux distances mutuelles de trois points en ligne
droite. .

Il n’est pas inutile d’observer, comme jeI’ai déja fait
remarquer pour la condition pour que qualre points
solent sur nn méme cercle, que cette condition ne ren-
ferme que les distances mutuelles des trois points, tan-
dis que la relation que 'on donne habituellement et
dont la démonstration s’obtient par la multiplication des
dérerminants, quoique d’apparence absolument sem-
blable, ne renferme que les carrés des distances res-
pectives des trois points deux a deux.

1. Soient n points Ay, A,, ..., A, d’un axe orienté
et n points Oy, O,, ..., O, de I'espace. Désignons par
z; l'abscisse du point A; et par oz, 34, yx lcs coordonnées
du point Oy par rapport & un systéme d’axes rectangu-
laires ayant I'axe orienté pour axe des x; on a

0kA; = (@i— a1)?+ B} + 71,

c’est-a-dirc que le carré de la distance d’un point de
I’axe orienté a un point quelconque de I'espace est une
fonction rationnelle, entiére et du second degré de
'abscisse du point de I'axe orienté.

Il en résulte qu’on a, entre les distances mutuelles
de chaque point de I'axe orienté aux n points de l'es-
pace, la relation

OAy . OA T L AT
2p 2p 2p
021&( 02/\2 OgAn I
(4) | eeiiiir s e =o0
O/N\l” OnAiap O/zAn:p I
1 1 . 1 (o]

En eflet, la relation est, au plus, du degré (2p —1)
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par rapport a 'abscisse du point A; et elle est satisfaile
pour n — 1 positions du point A;. Si donc on a

n2op-u,

la relation est identique.

En particulier, si I'on suppose que les points de I'es-
pace O, O;, ..., O, se confondent respectivement avec
les points A,, Ay, ..., A, de 'axe orienté, on a une
relation entre les distances d’un point O a n points
d’un axe orienté :

—2p —2p ——12p

2p

OA, OA., OA, ... 0A, 1
2p 2p 2p
Ao Ay o AgA, e AbA, 1
2p 2p 2p
(5) Az Ay AzA, o . AzA, 1| =o,
2p 2p p ’
ArAL | AnAz . AnAs . o 1
1 1 I .o 1 o

¢galité qui, dans le cas particulier de p =1 el n =23,
donne le théoréme de Stewart.

1II. Nous avons démontré précédemment que, si
I'on considére, sur un cercle orienté, deux groupes
de n points Oy, O, Oy, ..., O, d’une part et A, A,,
As, ..., A, de l'autre, on a, entre les distances mu-
tuelles de chaque point d’un groupe aux n points de
Iautre, la relation

OlAIP 0,A, OlAsp ... OA,

(6) 0:A;  0,A, O0,A; ... O,A, =o,

0,A; OnA; ORA; ... O0,A,
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avec la condition

nzZp—+ 2.

Cette relation estapplicable a deux groupes de points
d’un axe orienté. En effet, elle est, au plus, du degré p
par rapport aux distances du point Oy aux n points A,

et elle est satisfaite pour (n — 1) positions du point Oy.
Si donc on a
n—i1zp+1i,

la relation est toujours vraie.

En particulier, si le point O, coincide avec A,, O,
avec A, el ainsi de suile, on a une relation entre les
distances mutuelles de n points d’un axe orienté :

o MA, A A, ... A
A2 Atp o A2 A3l A 2 A”l'
~ /) =]
(7) Asdr AsAs o ... AAL T
AAL AnAs ALAs ... o

Dans le cas ou p est pair, la relation (6) s’applique
a deux groupes de n points, I'un pris sur un axe orienté,
Vautre disposé d’'une maniére quelconque dans I'espace.

Remarque. — Les relations (4) et (6) s’appliquent
indistinctement & des points situés sur un axe ou sur
un cercle orienté. Elles sont applicables également [la
relation (6) seulement dans le cas ou p est pair] a deux
groupes de n points, I'un des groupes étant pris sur
un axe ou un cercle orienté, 'autre disposé d’une ma-
niére quelconque dans I'espace.

Considérons, en particulier, dans le cas du cercle,
les deux relations qu’on déduit des égalités (4) et (6)
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en faisant coincider les points A; avec les points O;
respectivement (i =1, 2,3, 4) :

o  AA, AA; AAL

—_—
AA, o AA;  AA, 1

—_—2 2 2 -0
A3A| A;Ag o AaAb 1 -

2 2 2
AyA; ALA, ALA o I

I 1 1 1 o

8 !

o AAy AA; AA,
AsAL o AzA; AjA,
AsA; AzAy o AjA,
AAL AA; ALA, o

La derniére exprime la condition nécessaire et suf-
fisante pour que quatre points, non situés en ligue
droite, soient sur un méme cercle. La premiére exprime
uniquement une relation entre les distances mutuelles
de qualre points d’un cercle. Elle n’est autre que la
relation bien connue qui exisle entre les distances deux
a deux de gnatre points d’un plan.

De méme la relation que I'on déduit de larelation (4)
en supposant p =1 el n=2>5, et qui est applicable &
cinq points d’un axe ou d’un cercle orienté, est satis-
faite par cinq points situés d’'une maniére quelconque
dans l'espace, et, en particulier, sur une sphére.

Remarquons encore que la relation

2 2 2
o A‘Ag A1A3 A]A; AIAE

—_— 2 2 2
AA. o AA; AlA. AAs

2 2 2 2
(9) AZAL AjA, o AA, Az;A; | =0

2

2 2 2
A’w Al Ab A, AL A; o A;A.s

2 2 2
AsA, A A, AsA; AA, o
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relative & cinq points d’un axe ou d’un cercle, cst ap-
plicable également a cinq points d’une sphére.

Remarque. — Si I'on transforme par inversion les
relations (1) et (6) par rapport & un pdle distinct des
points O et A, la relation (1) donne une relation de la
forme (6) ct la relation (6) une relation de méme
forme.



