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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES (CONCOURS
DE 1908). COMPOSITION DE MATHEMATIQUES ELEMEN-
TAIRES.

SorLuTioN pPAR UN ANONYME.

1. Un triangle ABC étant donné, on considere
trois cercles u, v, w, tangents respectivement aux
droites AB et AC, BC e¢ BA, CA et CB, et dont les
centres sont situés sur les bissectrices des angles inté-
rieurs du triangle; on demande de déterminer ces
trois cercles de maniére que les angles des cercles v
et w, w et u, uet v solent respectivement égaur aur
angles extérieurs en A, B, C du triangle ABC. (On
entend ici par angle de deux cercles un angle égal
a Uangle des rayons qui aboutissent en un point
commun.)
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On prendra comme données les angles intérieurs
du triangle ABC (A > B >C)etle rayon Rdu cercle
circonscrit, comme inconnues les rayons u, v, w des
cercles cherchés, et I’on posera selon les cas :

z=2%u, Y=, z==yw.

Soient X et X', Y et Y, Z et L' les points de con-
tact des droites BC, CA, AB avec les cercles v et w,
wetu, uetv respectivement; on distinguera deux
cas selon que le nombre des vecteurs XX', YY', L1/
dirigés en sens contraire des vecteurs BC, CA. AB
est impair ou pair.

Dans chacun des deux cas, les équations du pro-
bléme étant

Sy, s)=o0, gz, z)=o0, h(x,y)=o,

les relations homogénes en x, y, s, obtenues en com-
binant ces équations deux a deux, sont décompo-
sables.

Dans le second cas, qui donne lieu a une solution
isolée et & un ensemble continu de solutions, on intro-
duira, pour la solution isolée, le rayon r du cercle
inscrit au triangle ABC.

ll. Pour la solution du premier cas, on calculera
les longueurs AL, BX. CY. On montrera que les
axes radicaux des irois cercles u, ¢, &, considérés
deurx @ deux, sont les droites AD, BE, CF, en dési-
gnant par D, E F les points de contact avec BC, CA,
AB des cercles exinscrits au triangle ABC et situés
dans les angles A. B, C. On évaluera les distances X,
Y, Z du centre radical P aux droites BC, CA, AB en
JSonction des hauteurs k'. I, I" du triangle ABC et
du rayon r du cercle inscrit; on évaluera aussi les
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distances %', 8", 8" de ce point auz trois hauteurs du
triangle en fonction des cétés a, b, c.

On constatera qu’'on peut écrire :

u=r'—r, v=r"—r, w=r"—r,

v, v, " étant les rayons des cercles exinscrits au

triangle ABC, et ’on en déduira la position des
centres O'; 0", O" des cercles u, v, w sur les bissec-
trices des angles du triangle; on évaluera la dis-
tance du point O au cété BC en fonction des élé-
mentsr, r', k', et la distance du méme point a la
hauteur issue de A en fonction des éléments b et c.

Onconclurade ce qui précédeque les trois cerclesu,
v, w passent au point P, et que les tangentes en ce
point sont paralléles aux trois cétés du triangle.
On fera voir que ces cercles sont les transformés
par inversion des droites BC, CA, AB, le pdle d’in-
version étant le point P, la puissance d’inversion
étant 412.

I.

1. Les deux cercles ¢ et w, par exemple, sont d’un
méme coté de la droite BC puisqu’ils se coupent, et il
en est de méme de leurs centres; le cercle ¢ ne peut
étre dans 'angle opposé & 'angle B du triangle, car
alors 1l en serait de méme du cercle C, et ces cercles
ne se couperaient pas; par suite BX est dans le sens BC,
CX'’ est dans le sens CB. Si I'on considére un axe z
portant le coté BC et orienté dans le sens BC, la rela-
tion segmentaire

BX+XX' +XC=BC
donne la relation entre longueurs

BX -~ CX' = XX'= BC,
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avec le signe — ou le signe + selon que XX’ est dans
le sens contraire 3 BC (fig. 1), ou dans le sens BC

(fig. 2).

A cause de

eyt A

XX = 02 w24 20w COSA — (v — w )2 = {ow cos? 5’
on a donc

B C — A .
v cot — +wcot;q‘.2ﬁ¢wcos; = 2R sinA.
2

Considérons d’abord le cas ou le nombre des
vecteurs XX', YY', ZZ' dirigés en sens contraire

Fig. 1.

de BC, CA, AB est impair. Si cela a lieu pour les

trois vecteurs, comme sur la figure 1, nous poserons
1':“\/“7 y=ﬁ7 z.—_;/w,

et nous aurons
B A G .
\f:o, f*cot;-—zyzcos——r-z’ cot— = 2R sinA,
2 2
G B A .
() « g=o, :2cot—2-—‘).;rcos; +xﬁcot;=2R51nB,

,h:o, x*cot%—-zzycos%—;—yh:ot%:stiuC;
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si XX’ est seul de sens contraire & BC, nous poserons

e=Vi, y=Vs, a=yw,

Fig. 2.

et nous aurons les mémes équations (en fait, ce cas ne
se présentera pas).

2. Formons la combinaison homogéne des équa-
tions g=o0, h==o0, en multiphant la premiére

T . C I .

par -sinC ou sin—=cos=, la seconde par -sinB ou
2 2 2 2

. B B .

sin —cos — et en retranchant. La relation 4 =o,

.., . .
multipliée par ~ sinB, devient d’abord
2
2 co? E_ 2Ly sin — €c0s — COs —
2 2 2 2

. B B A . .
-+ 22 sin — €08 — cot—; = RsinBsinC
2 2

ou
/ B . B C)?
(_y cos — — & sin — cos —

2 2 2

x?sin —
2

A B . A . B . .
-+ —-——-—(cos—cos—— sm—sm-—-cos29> =RsinBsinC
. A 2 2 2 2 2
sm;
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,C . ,C
- - ttd
ou, en rempla(;ant €0s* — par I sin? —

( B . B C\?
Y €08 — — z sin — cos—)
2 2 2

. B . C
Z? sin — sin —
9 : . . B . C . .
+——)—l<l+smésm—-sm—>=RsmlenC.
. A 2 2 2
sin—

La relation g =o0 prend une forme analogue : il
suffit de remplacer ¥ par s, et d’échanger B et C, ce
qui ne modifie pas le second terme du premier nombre.
On a donc par soustraction

( B . B C>’ < G . G \2
/€oOsS— —axsin--cos— ) — zcos-—xsm—cos—-) = 0.
2 2 2 2 2 2

Cette relation se décompose, et I'on a
| )

p=o, ycos—}i—:—zCOS—(—;——-xcosé:o
2 2 2
ou
' B C . B—C
p=o, Y €0s — — Z oS — — ' sin =o.

On a de méme, en combinant les équations A =o,
Sf=o,

G A B
q =o, 5€0S— - X €0S — — ¥ COS— == 0
: 2 2

ou

’

C A .
g '=o, Z€0S = —x COS — — y sin
2

3. Avecp =0, ¢g=0, on a 5 =0, ce qui donne
A B
w = o, u=btang-;, ¢ = atang—;

le cercle w est un cercle-point C, le cercle u est tan-
gent 4 AC en C et tangent a AB, le cercle ¢ est tangent
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a BC en C et tangent a BA. Les hypothéses p =o,
¢'=o0 et p=o0, g=o0 donnent des solutions ana-
logues. Ces solutions sont sans intérét.

La solution véritable s’obtient en prenant p'= o,
¢'=0; on a, par addition,

. A+ C . A—-C . B+ C B—C
y|sin —— + sin— ):z‘ sin ——— +sin

ou
sinA——zsin ;
y 2_ o 2
on a donc
A S
A B C

Calculons A par’équation f = o; onasuccessivement

N

. B . G G . B . C A .
A% (sin — cos — — sin — c0s — — 2 sin — sin — cos — = 2R sinA,
2 2 2 2 p 5 2

}\2(sinB+sinC—4sinEsingcos£> = 4R sinA,
\ 2 2 2

. . . G A .
A2 <— sinA + 3 cosé cos?- cos-c- — 4 sin B sin — cos-A-) = 4R sinA,
2 2 2 > 2 2

A2 <—~ sin A + [.cos%— sin%) = 4RsinA,

AMsinA = jRsinA, % =2 VR,

carz, y, z, étant de méme signe, sont tous trois positifs.
Ainsi XX/, YY', ZZ’ sont respectivement de sens
contraires & BC, CA, AB, et 'on a
, u 0 w
([ ) = =

.. A . . B .
sin? — sin? — sin?
2 2

N
Il
E=N
=

c’est la solution représentée par la figure 1.
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1 (suite).

4. Considérons maintenant le cas ou le nombre des
vecteurs XX/, YY', ZZ' dirigés dans le méme sens que
BC, CA, AB est impair. Si cela a lien pour les trois

vecteurs, comme sur la figure 2, nous poserons
z=Vu, y=y, s=yw,

et nous aurons

B A C .

\f:o, _ylcot—?— T+ 2yzcos— +z2c0t-2—=2RsmA,
C B A .

(2) g&=o, zﬁcot—z-—i-zzxcos; +x’cot—2—:2RsmB,
A (0 B .

h =o, z? cot— +2zy cos — —+ y? cot— =2RsinG;

s1 XX/ est seul du méme sens que BC, comme cela a
lieu dans la figure 3, nous poserons

r=—yu, y:\/;, z=\/v—v,

et nous aurons les mémes équations,

5. La combinaison homogéne des équations g = o,
h = o, esl ici

B . B C\? G . G B\2
}/COS—“—"—Z'SH)-COS—)— ZCO8S— + s — Ccos — = Q,
2 2 2 2 2 2

Cette relation se décompose, et 'on a

A B C
p =0, T €OS— ) €OS— 4z oS — =0

ou

B C .
p'=0, ycos— —zcos——+asin

[
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la premuiére de ces équations est symétrique en x, y,

Fig. 3.

z

z, A, B, C. On a de méme, en combinant les équa-

tions k= o, f=o,

ou

’

= osc—z‘c §— ~+ % si
= 208 — 0 s sin
q'=o, % cos ~ s

6. Ona donc une solution isolée en prenantp’ = o,
¢'=o; cela donne par addition

<. C+A . C—A> ( C-+B . C—B>
¥ (sin -+ sin =z sin -+~ sin
2 2 2 2

ou

on a donc

AT B~ C
COs—  €OS—  COS—
2 2 2

Calculons A par I'équation f= o du systéme (2); on

Ann. de Mathemat., 4¢ série, L. VIII. (Septembre 1go8.) 27
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a successivement, en remplacant cos? par 1 — sin?,

. B B L, U C
he [(I — sin? -—’-> cot — 4 <| — sin? —) cot —
2 P 2 2

\

A B H .
42008 — cos — cos— | = 2RsinA,
) 2 D
B G sinB -—sin€d
a2 ( cot— — et — — —— ——
2 9 2
sinA - <inB —<inC .
-+ =2Rsin4,
P
A \
cos —
N 2 . A A o s A A
2 —————— 4 cin—cos— } = jRsin — cos —»
. B . C 9 P) 9 2
sin — sin —
2 ).
s . A . B . C .V OB LG
/?(l SN = sin — sin = = 4R sin — sin — sin —-
\ 2 2 2 2 2 2

A cause de

. A . B . C
- r = 4R sin — sin — sin —;
2 o, 2

on peut écrire

. iRr
MM e ———,y
4R+ r

car x, y¥. 3, étant de méme signe, sonl tous trois po-
sitifs.

Ainsi dans cette solution isolée XX', YY', ZZ/ sont
respectivement de méme sens que BC, CA, AB, etl'on a

u % I8 iR
[ C T 4R—1’
)

12
cos? — 082 —
) )

cos?

c¢’est la solution représentée par la figure 2.

7. Avec p = o, les équalions (2) se réduisent a deux
sculement, p = o, Jf=o0, ce qui donne des solulions en
nombre infini. On peut transformer la relation f=o
au moyen de la relation p = o; cette derniére donne,
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par élévation au carré,
B B C A
)2 cos? — + 32 cos? Py ~+ 273 C0S — COS — = x? cOs2 —,
> . DY DY 2

et si 'on élimine )5 entre la relation f = o et celle-ci,
. B C ‘A

au moyen des multiplicateurs cos 5 Cos et —cos
A ; ; 5

on obtient la relation syméirique

A B G
r?cos®— cot— +...=4Rcos—cos—cos— =p
2 2 2 2 2 !

en appelant p le demi-périmétre du triangle. On a

donc, pour les solations qui forment un ensemble
conlinu,

A B G

\ T COS— - ) €08 — 4 F oS —

= 0,
"

| rreostend -
€OS —cOt— —...=p,

\ . A B

et I'on pourrail poser Tcoso = £, y cos S =T e
La premiére de ces relations montre que z, y, 3 ne
peuvent étre de méme signe; on aura par exemple XX’
dans le sens BC, YY' dans le sens contraire a CA, ZZ/
dans le sens contraire & AB (fig. 3).

On peul, <aufl la question de réalité, se donner u
N Lo e B .
avolonté. Si l'on élimine y cos — entre la relation (2"),
on trouve la condition nécessaire el suffisante :

4R
4R+ r

HA

u

II.

8. On a, pour la solution du premier cas ( fig. 4),

. LA . ,B
« = 1Rsin?—, v:/;Rsm'Z—l-,
> :
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ou
=at oA = b tan B -3
u=a ana;, g = gz, ;
on a donc
AZ =AY = a, BX = BZ' = b, CY=CX'=c.

Considérons les cervcles ¢ et w. Le point A a méme
puissance par rapport a ces deux cercles, car on a

AZ=BL —BA=b—c, AY=CA—CY=0b—oc;

le milieu D du segment XX’ a aussi méme puissance

par rapport a ces deux cercles, et comme on a pour ce
point

BD—CD=BX—-CX'=b—c¢,
D est le point de contact du cercle exinscrit au
triangle ABC et situé dans 'angle A; 'axe radical des
cercles V et W est donc bien la droite indiquée par
I'énoncé.
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Les droites AD, BE, CF concourent en un point P,
centre radical des cercles u, v, w. A cause de
DB=p —c, DC=p — b, le point P est le barycentre
des points A, B, C, affectés des coefficients p — a,
p— b, p—c;il est donc le barycentre des points A
et D aflectés des coefficients p —a, et a, c’est-a-dire
gqu’on a

Sans nous astreindre, dans ce qui suit, & respecter
strictement ’énoncé (ce qui serait d’ailleurs facile),
nous rvemarquons que la distance du point P a la
paralléle menée par A a pour valeur 2'>< 2 ou ar; de
sorte que le point P est le centre du cercle inscrit
au triangle A'B'C/ circonscrit et paralléle au
triangle ABC.

1l résulte d’ailleurs de ’homothétie des cercles I et T"
que le point D" de la figure appartient au cercle inscrit,
de sorte qu'on a aussi D'D"=ar; on a donc

PD = AD'.

9. La projection AZ du segment AQ' surla droite AB
étant ¢gale 4 @, qui est aussi la projection de I, on a

A0 =TI ou O'T=Al;

on a d’ailleurs en méme temps =" — r.

Des égalités PD =AD" et O'T= Al, qui déter-
minent la position des points P et O, il résulte que la
droite O'P est perpendiculaire & BC; les distances des
points P et O’ a la droite BC étant d’ailleurs

h—or et r'—(h'—r) ou r—+r'—=~H,

on a
OP=r'"—r=u;

¥

~a
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le cercle u passe donc au point P, et la tangente en ce
point est parallele a BC. Ce résultat montre comment
les angles des cercles v et w, w et u, u et ¢ sont
respectivement égaux aux angles extérieurs en A, B, C
du triangle ABC.

Le cercle u est le transformé par inversion de la
droite BC, le péle d'inversion étant P. La puissance
d’inversion est

P=Xx2u=a2(h—ar)(r'—r)

=a|l'r'—r)y—arr—2rj;

or, la projection des points I et I sur la hauateur issue
de A devient harmoniquement le segment AH’, ce qui

donne
1 r'—r

1
AT P
ou
2rr'=h(r—r);
on a done
P=4r.

Le systéme des cercles w, ¢, (v est transformé par
inversion du systéme des droites BC, C\, AB; le cercle
dinversion est le cercle de centre P et de rayon 2r
dont il a été question au n° 8.

.

CONSIDERATIONS GEOMETRLQUES.

10. Soient D, E, F les points de contact avec BC,
CA, AB des cercles a, 3, v exinscrits au triangle ABC
el situés dans les angles A, B, C; soit P le point de
concours des droites AD, BE, CF. Counsidérons le
cercle homothétique du cercle «, le centre d’homothétie

. . i g AP ,
étant A, le rapport d’homothétie étant TR cercle

passe au point P et la tangente en P est paralléle a BC;
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en associant a ce cercle les deux cercles analogues
fournis par les cercles § et y, on obtient la solution
dua premier cas.

On voit aisément que le systéme des cercles u, ¢, w
est transformé par inversion du systéme des droites BC,
CA, AB, le péle d’'inversion élant P, la puissance d’in-
version élant 472, Il en résulte que les deux
triangles ABC et O'0"0” sont polaires réciproques
par rapport a un cercle de centre P et de rayon ryz:
les droites PA, PB, PC sont donc perpendiculaires aux
droites O"0"”, O”0’, O'Q", et sont par suite les axes
radicaux des cercles u, ¢, w considérés deux a deux.

I1. Soient D', E/, F’ les points de contact avec BC,
CA, AB du cercle w inscrit au triangle ABCj soit P
le point de concours des droites AD', BE/, CF'. Consi-
dérons le cercle homothétique du cercle w, le centre
d’homothétie étant A, le rapport d’homothétie

élant %ED" : ce cercle passe au point P’ et la tangente
en P’ est parallele 3 BC; en associanl & ce cercle les
deux cercles analogues, on obtient la solation isolée
du second cas.

Ici encore le systéeme des cercles u, ¢, w est trans-
formé par inversion du systéme des droites BC, CA,
AB, le pole d’inversion étaut P’; les axes radicaux de
ces cercles considérés deux a deux sontles droites P'A |

P'B, P'C.

12. Les cercles de la figure 3, comme ceux des fi-
gures 1 et 2, ont un point commun. En effet, dans toute
solution du probléme, si S est un point commun aux
trois sphéres qui ont pour grands cercles les cercles w,
v, W, 0N a

TN PSS g
0"S0” 4+ 0"SO" + 0'SO" = (28— A) pr o o= 49
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de sorte que le point S est un point du plan O'0"0".

Les cercles u, ¢, w de la figure 3 se déduisent d’ail-
leurs, puar une rotation autour de S, de cercles obtenus
en inversant les droites BG, CA, AB, le pole d'inversion
étant S, la puissance d'inversion ayant une valeur con-
venable.

Si X, Y, Z sont les distances du point S aux ctés
du triangle ABC, on a

uN\ =vY=wl2:

4 cause de
— A B — G
Vi eos — = /e cos = o vwcos =,
) 2

on a donc
A B C,
COS—  C0°—  COS—
2=+ ~ 2 =o.

A% v T VZ

(Le licu du point S est la quartique tricuspidale qui
admet comme points de rebioussement les points A,
B, C. et pour laquelle les tangentes de rebroussement
concourent au point dont les coordonnées normales sont

A . B T
52 €08* = -+ Clest-a-dire aux

proportionnelles a cos?
rayons des cercles w, v, w de la figure 2; ce point de
concours est donc le point inverse du point P de la
tigure 2. Dans le cas d’un triangle équilatéral, la
combe lieu du point S est une hypocycloide & trois
rebroussements.)

Iv.

13. Si &z, y, 5 sont des axes portant fes cotés du
triangle et orientés de B vers C; de C vers A, de A
vers B, et st P'on remplace les cercles u, ¢, w par des
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cycles tangents a ces axes ('), l'examen des figaves 1,

2, 3 montre comment les divers cas qu’on a rencontrés

se différencient. Avec les figures 1 et 2, on a

(0.W)=(_}',Z), (wiu)=(:7‘7‘)7 (Il,O):(.’l',)/);

les tangentes au poinl commun sonl de sens contraire
a

BC, CA, AB dans la figure 1, de méme sens que BC,

CA, AB dans la figare 2.
Avee. Ja figure 3, on a
(0, w) =—(y,5),
(w,u)y=—(3.2),
(lt7“) =_('7.7)');
I"indétermination se produit donc dans un cas

ment caractérise.

nette-



