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[K14d]
SUR L’EXPRESSION DE CERTAINS VOLUMES ;
Par M. G. FONTENE.

I.

De divers théorémes connus on peut dégager
gag
’énoncé suivant :

Tutorime. — Si¢ dans un solide, toute section
paralléle a un plan donné P a son aire exprimée
par une fonction du second degré de la cote du
plan sécant,

S=az+bz~+c,

le volume d’un segment quelconque compris entre
deux plans paralléles au plan P admet les diverses
expressions suivantes :

(1) V=ltmamgm,
h .
(2) V=7 (B+39),
3
(3) \":B”h—n—#ﬁ—-

B et B’ sont les aires des deux bases, B" est 'aire de
la section faite par an plan paralléle aux bases et équi-
distant des bases, S est l'aire de la section faile par
un plan paralléle aux bases aux deux tiers de la hau-
teur a partir de la base B. Les formules précédentes
se déduisent de celle-ci :

ah3 bh?
=— -+ - -+ ch,
Ann. de Wathemat., {* série, t. VIII. (Septembre 1go8.) 25



(386 )

les cotes étant comptées depuis le plan de la base B.

1° a@. La formule (1) a été donnée par Mascheroni
pour le volume du prismatoide, et on I'élablit alors
directement sans faire intervenir I'expression de l'aire
des sections paralléles aux bases; il est d’ailleurs facile
de vérifier que cette aire est donnée par une fonction
du second degré de la cote du plan sécant. La méme
formule s’applique en remplacant les polygones B
et B' par deux aires planes quelconques situées dans
des plans paralléles, et en prenant pour surface
latérale une surface réglée quelconque.

Voici un exemple qui n’a peut-éire pas éLé remar-
qué. Considérons dans I'espace n droites fixes a, 3,
¥, ... etun plan P; un plan sécant paralléle au plan P
rencontre les droites fixes en des points A, B, C, ...,
ce qui détermine un polygone ABC...; si le plan se
déplace, ce polygone engendre un volume qui est de
la nature des volumes ci-dessus; la surface engendrée
parle co1é AB, par exemple, esten effet un paraboloide
hyperbolique, et il suftit de considérer les génératrices
du second systéme pour que la portion de surface laté-
rale correspondante se trouve définie de la maniére
indiquée plus haut. On peuat d’ailleurs vérifier, dans le
cas de trois droiles, que 'aire S a une expression de la
forme indiquée; si le trinome en z a des racines, il
existe deux droites A'; A" paralléles au plan P et qui
rencontrent les trois droites 2, 3, ~; dans le cas parti-
culier ol ces trois droites sont paralléles & un méme
plan, I'une des droites A’, A" est rejetée a Pinfini, et
Pon a parsuite @ = o; on a donc alors simplement

V =B"hA.

b. La formule (1) a été donnée par Sarrus pour le
cas général indiqué dans I"énoncé.
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Il est facile de P’établir directement pour le cas du
segment sphérique. La formule ordinaire velative a ce
volume est

V= n(a2+ b2)h + 11:_}13
2 6

Or, si 'on désigne par ¢ le rayon de la section faite
dans la sphére par un plan parallele aux bases et équi-
distant des bases, on a

a?—+ b? he
= ———

E 3
on a donc

%(3412—1- 362+ h2)

I

\

I'—h(?)a’—&- 302+ fer—oat— b2
3 )

= g(naﬂ—i--r:b’—)- 4mce).

(On peut encore établir directement la formule par
Vanneau sphérique, et en conclure qu’elle s’applique
au segment sphérique.)

On passe aisément de la sphére a Uellipsoide de ré-
volution, de la a Uellipsoide a axes inégaux, de la enfin
au cas ou les bases du segment ne sont pas perpendi-
culaires a un axe principal, deux solides compris entre
deux plans paralléles ayant méme volume si tout plan
paralléle a ceux-la et compris entre eux détermine dans
les deux solides des sections de méme aire (axiome de
Cavalieri).

2° La formule (2) se trouve, pour le cas du prisma-
toide, dans I'Ouvrage récent de M. Halsted : Rational
Geometry. M. Ch. Michel a remarqué, dans le Bulletin
des Sciences mathématiques et physiques élémen-
laires, que cette formule est le cas le plus simple d’une
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formule générale

V= _(xaay),
I+ A

X et Y étant les aires de deux sections faites par des
plans paralléles aux bases, de part et d’autre de la
section moyenne, & des distances du plan de cetle sec-
tion données par les formules

y h

z _ Y _ .
ST on
la formule (2) correspond a la valeur % = 3.

3° La formule (3) a été donnée par Maclaurin
(Traité des fluxions) pour le cas de lellipsoide de

. .. b? ,
révolution. Le coefficient a est alors — = o b étant
le rayon équatorial.

Dans le cas du segment sphérique, on a la formule
= h3
V=mncth— i ,
12
qu'on déduit de la formule ordinaire au moyen de la
relation déja écrite

ar-+ bt  h?

4

La formule de Maclaurin a été retrouvée par
Desboves (Questions d’ Algébre, 1853) pour le cas du
segment sphérique, et, pour le cas de ellipsoide de
révolution, par le frére Gabriel-Marie (Géoméirie,
F. 1. C., 1853) el par Desboves (Nouvelles Annales,
1877, p. 227 et 278).

I1.

Le volume du prismatoide est encore donné par la
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formule -
V=Bh+Px ;—1'

P étant l'aive d’un polygone équiangle aux bases et qui
a pour cbtés la demi-différence de leurs c6tés homo-
logues (on considére les faces triangulaires comme des
trapézes ayvant une base nulle). Cette formule a été
donnée par M. Koppe (Journal de Crelle, t. 18,
1838, p. 275); on en trouve une démonstration dans
les Vouvelles Annales (2° série, t. VI, p. 408). Cette

formule est bien connue dans le cas du tronc de cone.

NOTES.

1. Une Note des Nouvelles Annales (1848, p. 245)
donne le renseignement suivant : On trouve, dans le
Lidavat: (Chap. VI, § 221), cette évaluation du

volume d’une pyramide tronquée a bases rectangles
. h
V= é[ab+a'b’+(a+a’)(b+b’)],

a et b, a' et b’ élLant les dimensions des deux bases.

Une traduction du Lilavati se trouve dans I'Ou-
vrage de Colebrookes : Algebra with Arithmetic and
Mensuration from the Sanscrit of Brahmegupta
and Bhaskara, 1817.

2. On peut considérer un tétraédre comme un pris-
matoide, les plans qui donnent B, B'; B” étant paral-
léles a deux arétes opposées AB et CD; on retrouve la
formule connue

V:éABXCDX}L,

1+ étant le moment des deux droites AB et CD (Nou-
velles Annales,.ibid., p. 241).



