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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉKE\TIEL ET INTEGRAL.

Caen.

EPREUVE THÉORIQUE. — ï. Trouver une surface S, passant
par fa parabole définie, en coordonnées rectangulaires,
par les équations

x = R, j 2 = 2 az,

et telle que le plan tangent en run quelconque de ses
points, M, rencontre à la distance constante R de l'origine
la droite menée de cette origine à la projection du point M
s ur le p la n O X \ .

II. Etant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ,
déterminer les trajectoires orthogonales des cercles qui
touchent OZ en Ü et qui ont leurs centres sur la droite

z = o, x — a ;

montrer que ce sont des cercles situés dans des plans per-
pendiculaires à OXZ.

EPREUVE PRVTIQUE. — Intégrer l'équation

dr w 8 3 3

dx J X' x

(Juillet 1907.)

ÉPKEUVI: THÉORIQUE. — J. Déterminer Vintégrale de Vé-



•( 3-7 )
quation

Z ( X - + - z ) - W K "+- 3 ) -r— = O,

qui se reduit à \Jy pour x = i.

II. On considère la surface déterminée, en coordonnées
rectangulaires, par les équations

x = 3 u -h 3*/e2 — M3,

Chercher les lignes de courbure et montrer que ce sont
des cubiques situées dans des plans parallèles à OX ou
à OY, suivant la série dont elles font partie.

(Novembre 1907.)

Marseille.

ÉPRKIVE THÉORIQUE. — i° Exposer la théorie du change-

ment de variables dans une intégrale double.
'i° Vérifier que les deux s) sternes de sphères définies par

les équations

a x X2 -4- ( x2 -h y2 -+- z2 — a 2 ) X -+- i ay = o,

oà X et [JL s<°/U des paramètres arbitraires, ont même enve-
loppe.

Déterminer les lignes de courbure de cette enveloppe,
les centres de courbure principaux en un point et le lieu
de ces centres de courbure.

ÉPRKUVE PRATIQUE. — i° Déterminer tous les zéros et tous

les pôles de la fraction rationnelle

où t est un pôle simple dans le plan des z, et indiquer
leurs ordres respectifs.

•i° On isole chaque pôle de R(z), y compris t, dans un
contour fermé simple ne contenant que ce pôle.



Calculer les valeurs de l'intégrale

ƒ'
le long des contours ainsi formés, le point z se déplaçant
dans le sens positif.

3° Les intégrales ainsi obtenues sont deç fonctions de t.
Démontrer que leur somme est nulle et que, de ce fait, on
peut déduire la décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle en t

t -h î

4° Calculer la fonction primitive de cette fraction.
( Novembre 1907.)

Montpellier.

EPREUNK ÉCRITE. — Une courbe G, rapportée à trois axes
rectangulaires, est représentée par les équations

x = \abt,

y = a* log*,

où t est un paramètre variable.
i° Calculer l'arc d'une portion de la courbe C.
•20 Déterminer le rayon de courbure, le rayon de torsion

et les coordonnées du centre de courbure en un point
quelconque de la courbe G.

3° Un cylindre a ses génératrices parallèles à l'axe
des Z, et pour directrice la courbe C; calculer la surface
de ce cylindre comprise entre la courbe G, le plan xOy
et deux génératrices.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer l'équation différentielle

dx* } dx* \ dx )

Examiner ce que devient la solution générale dans le cas
particulier où a = 1. (Novembre 1907
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Paris.

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On considère l'équation aux
différentielles totales

(i) dz = (\z*->t-iBz -+- 0 ) 0 ^ 1 - ( A t s 2 - h '2B! z -+- GOdy,

où A, B, G, Aj, Bi, Ct sont des fonctions des deux variables
indépendantes x et y.

i° On demande de former les conditions auxquelles
doivent satisfaire les fonctions A, B, G, At, Bj, Ci pour
que l'équation (i) soit complètement intégrable.

i° Ces conditions étant supposées satisfaites, expliquer
comment on achèvera Vintégration de cette équation, si
Von connaît une ou plusieurs intégrales particulières.

EXEMPLE. — Étant donnée une famille de courbes F, re-
présentées dans un système d'axes rectangulaires par les
deux équations

où a et b sont des paramètres arbitraires et m un coeffi-
cient constant, on demande de déterminer ce coefficient m
de façon que ces courbes V soient les trajectoires orthogo-
nales d'une famille de surfaces, et de trouver cette fa-
mille de surfaces.

II. Soit f {oc, y) une fonction continue des deux varia-
bles x et y. Démontrer que l'intégrale double

=J f f(u,v)dudvi

étendue à Vaire du triangle AMB, limité par la bissec-
trice OAB de l'angle xOy, et par les parallèles aux axes
menées par un point variable M, est une fonction des
coordonnées x et y de ce point M qui satisfait à la relation

dxày ' ^ - T '

En déduire une intégrale de Véquation



( 38o )

qui soit égale à a*2, et dont la dérivée — soit égale

à ex lorsque le point M est situé sur la bissectrice de
l'angle xOy.

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale définie

,-,4-00 , rf o

f ^ ^ " 7 e-*sinxdx.

(Juin 1907.)

I. KPHKIVK THÉORIQUE — i° Déterminer les deux fonctions
Vit) et cp(O de telle façon que la Jonction y, représentée
par la formule

rv rJ'

y=zi.v — a) ƒ f(t)V it)dt-±-{x — b) ƒ f(t)v(t)dt.

soit une intégrale de Céquation différentielle

pour toutes les formes possibles de la fonction f {ce).
Quelles sont les conditions qui déterminent cette intégrale
particulière ?

'À° Soient Rj et R? les rayons de courbure principaux
d'une surface de révolution S en un point M de cette sur-
face, Rj désignant Je rayon de courbure correspondant
au centre de courbure situé sur l'axe.

On demande : 1" de former l'équation différentielle à
laquelle doit satisfaire la méridienne G de la surface S

pour que le rapport ~ soit égal à une fonction donnée de

Vangle cp que fait avec l'axe le plan tangent au point M
à la surface S ; 20 d'intégrer cette équation différentielle
en supposant qu'on a

R, _ m
R-2 ~ cos cp '

m étant une constante donnée. Cas où m = o.



( 38. )
H. ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale définie

I 71 cos 3x ,
dx.

(Octobre 1907.)

Poitiers.

ÉPRELVE THÉORIQUE. — I. En un point M(x,y, z) d'une sur-

face Son mène la normale MN qui rencontre en N le plan
des xy et le plan tangent qui coupe ce même plan des xy
suivant une droite D :

i° Soit 8 la distance du point N à la droite D; on de-
mande de former l'équation aux dérivées partielles des
surfaces S pour lesquelles on a

f étant une fonction donnée.
2° Montrer qu'en prenant comme nouvelle fonction in-

connue, Z, une certaine fonction de z on peut ramener
cette équation à la forme

àz _ ôz \

Intégrer en appliquant cette remarque.
3° Former l'équation différentielle des projections or-

thogonales sur le plan des xy, des trajectoires orthogo-
nales des sections de l'une des surfaces S par les plans
^ = const. ; intégrer cette équation et interpréter géomé-
triquement le résultat.

II. A quelles conditions doivent être assujetties les

constantes réelles a et b pour que l'intégrale définie

r~ dx
ait un sens r- b )

Calculer sa valeur en introduisant la variable com-
plexe z = elx, et appliquant la théorie des résidus;

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calculer l'aire de la partie du

cercle osculateur en un point dune ellipse, qui est exté-
rieure à l'ellipse. (Juillet 1907.)
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Rennes.

ÉPREUVE THÉORIQUË\ — I. Intégrer le système d'équations
différentielles

dx __ dy __ dz
x — m y ~~ y -\- m x ~~ z

où m désigne une constante positive.
Les axes étant supposés rectangulaires, montrer que la

courbe intégrale (G) qui passe par le point (Mo) de coor-
données a, o, c peut être représentée, en coordonnées
semi-polairesy par les équations

c
z = - r.

a

Calculer l'arc M0M de la courbe (G) compté à partir
de Mo, les coordonnées du centre de gravité de l'arc M0M,
puis la portion de la sur/ace du cône

_ c

* ~ a

qui est comprise entre les génératrices OM0, OM et l'arc
M o M de ( G ) .

II. i° On considère la courbe (C) intégrale du problème
précédent; montrer que la tangente et la normale princi-
pale font des' angles constants avec Oz.

Quelle propriété présente la courbe (C) sur le cylindre
projetant cette courbe sur le plan .rOy?

Est-il possible qu'une surface lieu d'une infinité de
courbes (G) admette toutes ces courbes comme lignes géo-
de'siques ?

2° Lorsque le point Mo décrit dans le plan z Ox la droite

z = px -+- q,

les courbes (C) correspondantes engendrent une surface S ;
exprimer les coordonnées d'un point quelconque de cette
surface en fonction des deux paramètres a et 6,
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Montrer que les lignes de la surface S correspondant

à 6 = const. sont des droites, et que ces droites coupent
toute courbe (G) génératrice sous un angle constant.

Démontrer que le long d'une courbe (C) la normale
principale fait un angle constant avec la normale à la
surface.

* T* / / v .., 't/ /j'y* //sy*

EPREUVE PRATIQUE. — I. L'expression — . J H

est une différentielle exacte.
Calculer l'intégrale curviligne

r[x^] /x dy —y dx dx

J {a, b) V xVf x

prise le long d'un chemin allant du point (a, b) au
point (x, y).

II. Si P et Q sont des fonctions homogènes de même
degré des deux variables x et y, l'expression

est une différentielle exacte.
Appliquer ce résultat à Vintégration de Véquation
ifférentielle

Qx-Py

entielle e
ppq ce résult

différentielle

Indiquer p p g
équation. (Novembre 1907.)

— o .(y — y/j/2— xï^dx —

Indiquer d'autres procédés pour intégrer la même
uation. (Novembre 1907.)


