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CONCOURS I)AIMIISSIOV A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 9 0 8 .
COMPOSITION D'ALGÈBRE ET DE TRIGONOMÉTRIE.

SOLUTION PAR M. JEAN SERVAIS.

l. Construire la courbe qui représente la fonction

log^



( 37 i )
II, Soit (C) l'arc de cette courbe qui a pour ori-

gine le point A, où elle traverse Vaxe des x, et pour

Fig. i.

extrémité le point B qui correspond au maximum
de y. Calculer l'aire (S) comprise entre Varc (C),
Vaxe des x et Vordonnée BD de B.

IIJ. Soit M un point quelconque de (G). Menons
la perpendiculaire PM à Vaxe des x; soit N le point
où elle rencontre la corde AB. Menons par N la
parallèle à Vaxe des x qui coupe en R Varc (C) et
en Q la parallèle à Vaxe des y menée par A. Por-
tons sur le prolongement de PM une longueur MS
égale à QR.

Lorsque M décrit (C), S décrit un arc de courbe
(G') ; cet arc passe au point A. Calculer, à un cen-
tième près, le coefficient angulaire de la tangente à
cet arc {C) au point A.

JV. Soit (S) Vaire balayée par le segment de
droite MS lorsque M décrit (C). Montrer qu'il existe
entre (S) et (S') une relation numérique qui subsiste
lorsqu'on remplace dans les constructions précé-
dentes Varc (C)par un autre arc de courbe quel-
conque ayant les mêmes extrémités A et B, pourvu
toutefois que ce nouvel arc soit situé au-dessus de AB
et ne soit pas rencontré en plus d'un point par une



parallèle quelconque à Vun ou Vautre des axes de
coordonnées.

NOTA. — Le signe log représente des logarithmes
népériens dont la lettrée représente la base.

Les axes de coordonnées sont supposés rectangu-
laires.

I. Pour que y soit réel et bien déterminé, il faut que
la valeur de x soit positive.

Si l'on pose
loga? = z,

on a

y = 4< dz ~ '

La dérivée s'annule pour
5 = 2, x — e%

On a, par suite, le Tableau de variation et la courbe
ci-dessous (Jig. 2) :

Fig. 2.
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La courbe coupe Ox au point A d'abscisse x = e.



La tangente à l'origine est verticale, car en ce point

dy __ dy dz __ r i — z #

dx dz dx .s3 ez '

la valeur de -j- est infinie, car le dénominateur z3ez

tend vers zéro quand z croit indéfiniment par valeurs
négatives.

11. L'aire

•s

demandée a

Je
 y

pour

«A

valeur

z — r
4 C z*

ceci s'écrit

v = 4e f -de*+e*d(l-)=4e f d (-

/e \

111. Soient J7, y les coordonnées de M et x', y celles
de R. Le point N a pour coordonnées x,yf et, comme
il est situé sur AB, on a

y 7=7
D'ailleurs on a

Par suite, on a, entre x1 et JC, la relation

loga?'— r x — e
( logir ' )2 e — 1

Soit u le segment QR :

u = x' — e,



ou

l U - h e ) - i x - e

Y étant l'ordonnée de S, on a

et, par suite, le coefficient angulaire de la courbe (C)
est

dY_ _ dy du
dx ~~ dx dx

Nous avons déjà calculé -~ :

it = 4 e

pour avoir ^-> différentions la relation ( i ) qui donne

4 e .^—^2 ^ du = ,
[log(w-he)J3 w-f-e e— i

d'où
du __ K + e f log(w H- e)]a

Au point A on a

a? = e, M = o ;
par suite,

dv du î

et enfin

IV. Donnons à x un accroissement À.r, et soit ô  le
rectangle élémentaire MM'S'S {ftg* 3) correspondant
de S7; à ce rectangle correspond un rectangle élémen-
taire <T| =QRR/ Q'de l'aire S, comprise entre la courbe G,



la parallèle AA'à O y et la parallèle A'B à Ox. or' et

F.g. 3,

ayant même hauteur u, sont entre eux comme leurs
bases, MM'= \x et QQ '= A / :

= -^— =z m.

m étant le coefficient angulaire de AB.
On a donc

a' = m Qx

et par suite, en sommant les rectangles,

Or, dans les hypothèses faites, 2< est égale à la dif-
férence entre l'aire du rectangle AB'BA' et S. Si l'on
désigne AB' par a, on a BB'= ma et, par suite,

2'= m(ma2— S).

Cette relation est indépendante de la forme de la
courbe.



Dans le cas particulier dont il s'agit,

m = , a = e2 — e;
e — i

on a donc


