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[M:4d]
SUR LES SURFACES DE STEINER ;

Par M. Gasron COTTY,
Eléve & PEcole Normale supérieure.

Soient fy, fa, f3, fi quatre polynomes homogénes et

u second degré par rapport 4 trois varviables x 3

d d degré p pport & t bl y Vs 3,
entre lesquels il n’existe aucune relation linéaire.

Posons
X =,fl(w) Y, z)a

W Y = fo(x, ¥, 3).
Z =f8(fl‘7,_}’,5)7
T =fi(=z, ¥, 5).

X, Y, Z et T sont les coordonnées d'un point d’une
surface de Steiner (2).

L’étude de ces surfaces, faite par Clebsch (Journal
de Crelle, 1867), a déja fait 'objet d’une Note de
M. Lacour ('), qui a étudié le cas général.

Je me propose de faire la discussion de la nature de
ces surfaces en me placant a un point de vue différent
de celui de Clebsch.

A toute surface de Steiner (Z) on peut faire corres-
pondre le faisceau pounctuel du troisiéme ordre (F)
ayant pour coniques de base, rapportées a un triangle
de référence quelconque dans un plan auxiliaire, les
courbes f,=o, fo=o0, fi=o, fi= o, les sections
planes de (Z) ayant pour images sur ce plan les co-
niques de (F') et un changement du tétraédre de réfé-

(1) Nouvelles Annales, 1898, p. 437 et f99.
Ann. de Mathémat., 4* série, t. VIII. (Aot 1908.) 22
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rence auquel est rapporté (X) ayant simplement pour
effet de remplacer les expressions de O, Y, Z et T par
les premiers membres des équations de quatre autres
coniques quelconques du faisceau (F) n’appartenant
pas 4 un méme réseau ponctuel.

Ceci rappelé, nous voyons que (X) est caraclérisée
par le faisceau ponctuel (I7), ou mieux par le faisceau
tangentiel linéaire (®), contravariant du faisceau (F).

C’est a la discussion de la nature de ce faisceau tan-
gentiel que nous rapporterons la classification des sur-
faces de Steiner. La discussion sera ainsi plus com-
pléte et bien plus simple, particuliérement en ce qui
concerne les surfaces cubiques réglées.

La signification géométrique de (®) résulte du théo-
réme suivant, que je rappellerai en quelques mots :

Les coniques (T') du faisceau (@) sont les images
des lignes asymptotiques de la surface.

En effet, d’'un point quelconque m, on peut mener
aux courbes (I') deux tangentes formant un faisceau
en involution. Il existe donc deux droites (les rayons
doubles de U'involution précédente), D, et D,, formant
une conique harmoniquement circonscrite a loules les
coniques (I') et appartenant par conséquent au fais-
ceau (F). Cette conique (D, + D,) est I'image d'une
section de ¥ par un plan (I1) passant par le point M
dont m est I'image. On voit aisément que cette seclion
a un point double en M et que (1) est le plan tangent
a Zen M.

Une droite ne pouvant étre 'image que d’une co-
nique ou d’une droite de(Z), la section de (X) parle
plan tangent (II) ne peut se composer que de deux
coniques, ou une droite et une conique, ou deux
droites. Les deux asymptotiques en M seront tangentes
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a ces deux courbes, et leurs images seront tangentes
en m a (Dy) et (D). On sait que (D,) et (D,) sont les
tangentes en m aux deux coniques du faisceau (®) pas-
sant par m, et I'on en déduit immédiatement que les
coniques (T') sont images des asymptotiques de (Z).

Quand Dy et D, sont confondues pour certaines posi-
tions particuliéres de m, elles corvespondent en géné-
ral & des lignes doubles ou a des sections par des plans
tangents singuliers touchant X suivant une conique
double.

Nous sommes conduits & distinguer six cas fonda-
mentaux suivant que les coniques du faisceau ® sont :

1° Tangentes & quatre droites distinctes;

2° Tangentes & deux droiles el tangentes a une troi-
si¢me droite en un point fixe;

3° Osculatrices en un point et langentes a une
droite;

4° Bitangentes;

3° Surosculatrices en un point;

6° Décomposables en couples de points, cas sans
intérét qui correspond aux surfaces du second degré
réglées, que nous laisserons de c6té.

1. Les conigues (I') du faisceau (®) sont tan-
gentes & qualre droites distinctes.

Cest le cas étudié dans la Note précédemment citée.
La surface (X) est du quatriéme degré, a trois lignes
doubles, quatre coniques singuliéres (dans quatre
plans tangents singuliers); ses lignes asymptotiques
sont des quartiques unicursales.

II. Les coniques (T) sont tangentes a deux
droites (D) et (D), et tangentes a une troisieme
droite (A) en un point fize M.
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D et D' se coupent en K. Nous prendrons comme
.cotés du triangle de référence auquel sont rapportées
les coniques (I') : KM, sa conjuguée par rapport & (D)
et (D), et (4).
Les équations de (D), (D’) et (A) seront respecti-
vement

(D) y+z=o,
(D" y—3z=o0,
(4) x =o.

L’équation tangentielle des coniques (T') est alors
2huw + (w2 — %) =o;
en coordonnées ponctuelles,
Ry at—2hsr = o.

Les coniques du faisceaun () étant harmoniquement
circonscrites aux coniques (I') de (®), on forme aisé-
ment |'équation du faisceau (I) :

Az?+ B(yp?2+ 32)+2Cxy +2Dyzs = o.

On peut donc trouver un tétraédre de référence tel
que (X) ait pour équations

X = a2,

Y = y?4 352,
1 =22y,
T =oyz.

L’équation ponctuelle de () est alors
Zh— §XYZ?+ {X2T2= o,
Elle est du quatriéme degré, a un powmt tripte

(X=Y="~Z=o0) par lequel passent deux lignes
doubles (Z=o0, T=0) et (X=0,Z=0). Le long
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de cette derniére, la surface a deux nappes qui
touchent le plan X = o.

Les sections planes sont des (uartiques unicursales
ayant un point double sur (Z =0, T =o0) et deux
branches tangentes au plan X = o sur (X =10, Z=0).
(Z) posséde deux plans tangents singuliers touchant la
surface suivant des coniques doubles ayant pour
images (D) et (D).

Les asymptotiques ayant pour images

A2y?— 9} zx + 2= o,

on forme aisément les expressions des coordonnées
d’un point en fonctions homogénes de x et y :

X = A2zt
Y = )\2‘1-2},2_;_ ()\2},2+ x?)?2,
L =203y,

T = hxy (R y2+ 22).

Ce sont des quarliques tangentes a la droite
(X =0, Z=0) au point triple de la surface et aux
deux coniques singuliéres.

III. Les coniques du faisceau (®) sont oscula-
trices en un point (M) et tangentes a une droite (A).

Nous choisissons ainsi le triangle de référence au-
quel nous rapportons (®): z=o0 est la tangente
commune aux coniques en M, Z = o est la droile 4,

¥ = o est une droile passant par M et formant un
triangle avec les deux droites précédentes.
L’équation langentielle des coniques de (@) est

v2— Uy + 2Avw = 0,
d’our I'équation du faisceau contravariant (F) :

Azt+ B(y?+237)+ Cz2+ 2Day =o.
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Les coordonnées d’un point de (Z) sont

X = 22,

Y =yr+ 232,
Z = 32,

T =22y,

et I'équation réduite de (I) est alors
(4XY — T2)2—64X3Z = o}

(2) est du quatriéme degré, a une droite double
(X =0, T=0) correspondant 3 £ =0, le long de
laquelle la surface touche le plan X = o.

Elle a un seul plan tangent singulier (z=o0) tou-
chant (Z) suivant la conique double :

(z=o0, 4XY —T2=o0).

Un plan passant par la droite double coupe la sur-
face suivant une conique tangente i cette droite et
tangente a4 z =0 au point ou son plan coupe la co-
nique singuliére.

Les sections planes sont des quartiques unicursales
ayant un point singulier sur la droite double

(X =0, T =o0).

Les lignes asymptotiques ont pour images les co-
niques
(Az+y)l—a2xs =0,

d’ou les expressions des coordonnées d'un point se
déduisent aisément :

{ X:.Z‘z,
\ Y =yr+ (ke +y)?,
\ Az +y)

Z =_——4-‘.ZT—’

T =2xy.
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Ce sont des courbes du quatriéme degré unicursales,
tangentes a la conique singuliére et présentant un
o . .
point singulier sur X =o, T =o.

1V. Les coniques du faisceau (®) sont bitan-
gentes.

Elles sont tangentes aux deux droites z =o, y =0

a leurs points d’intersection avec 3 =o0. L’équation
géunérale des comiques (T') est
upy — pw2=o0
ou, en coordonnées ponctuelles,
ry = Az
L’équation du faisceau (F) se forme aisément; on

trouve
Az2+ By?+2Crzs+2Dys =0,

ce qui conduit a poser

X =2,
‘Y=y2,
( 1 =223,
v T=ays,

X, Y, Z, T étant les coordonnées d’un point variable
de (Z) par rapport a un certain tétraédre de référence.
L’équation réduite de () est

YZ2 — XT2=o;

() est une surface réglée du troisiéme degré admet-
tant comme directrice rectiligne double la droite
(Z=o0, T=0) et comme directrice simple la droite
(X=o0,Y=o0).

Inversement, il est aisé de montrer que toute surface
du troisiéme degré réglée, ayant ses deux directrices
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distincles, a une équation de cette forme et est une
surface de Steiner.
Les génératrices rectilignes de (X) ont pour images
des droites passant par le point (z =0, y = o).
Les lignes asymptotiques de (Z) se composent de
ces génératrices et des courbes ayant pour images les

coniques
ry —h3t=o.

Ce sont des quartiques :

(X = %,

s Y = A23%,

" Z =223z,
VT =odzdx

Elles passent par les deax points (X =0, Z=o0,T=0)
et (Y=o0,Z=o0, T=0) de la directrice double et
sont tangentes en ces poinls respectivement aux géné-
ratrices (X =0, Z=0) et (Y =10, T=0) de (Z). Ce
sont les courbes d’'intersection de (X) et des quadriques

. A2
XY — 22T = o,
-4
'intersection compléte se composant cn réalité d’une

asymptotique el des droites (X=o0, Z=0) et
(Y=o0, T=0o).

V. Les coniques du faisceau (®) sont suroscula-
trices en un point.

Soit (z =o0, ¥y =o0) le point de surosculation et
z = o la langente en ce point; 'équalion tangentielle
de (P) est

el —uwl—uw =o0

ou, en coordonnées ponctuelles,

yi—jxz + Axt=o.
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Le faisceau (F) a pour équation
Ax?*+B(y2+a23r) +szz+2bxy=o.

Posons

X =2,
X =y2+ 232,
' 7 =2ys3,

\ T = 2ZY.

X, Y, Z, T sont les coordonnées d’un point de (Z) par
rapport & un certain tétraédre de véférence. (¥) a pour
équation ponctuelle réduite

T3 —4X(YT —2XZ) =o.

Elle a une seule ligne double (X =0, T =0) et esl
véglée.

C’est une surface réglée du troisiéme ordre ou les
deux directrices sont confondues (surface de Cayley).
Et, inversement, on prouve facilement que toute sur-
face de Cayley peut éire ramenée a cette forme type e
est une surface de Steiner.

Les sections planes sont des cubiques ayant un point
double sur la ligne double.

Les génératrices rectilignes correspondent aux
droites passant par le point (z =y = o).

Les asymptotiques sont les génératrices rectilignes
et les courbes ayant pour images les coniques de (@) :

yi— s+ Arr=o.

Exprimons les coordonnées d’un point par des fonc-
tions homogénes de deux paramétres; nous avons
X =23,
Y = 3@y + Aad,
Z =yQhat+y?),
T =j422y.
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Ce sont des cubiques gauches tangentes au point
(X =Y =1Z=o0)aladirectrice double (X =0, T=0)
de la surface ().

V1. Autres cas possibles pour les coniques (®).

On voit que fy, fa, f3, fi sont linéaires séparément
par rapport aux variables x, y et 5 prises séparément
ct que les coniques de (I') passent par deux points
fixes. Les surfaces (X) sont des quadriques réglées.

Remarque 1. — Dans les cas IV et V seulement, les
coniques de (F) passent par un seul point fixe. G'est
la condition nécessaire et saffisante pour qu’une sur-
face définic par les équations (1) soit du troisiéme
degré et véglée. Il est aisé de traduire ce résultat ana-
Iytiquement.

Cherchous la condition nécessaive et suffisante pour
que, la condition précédente élant remplie, la surface
cubique ait ses deux directrices confondues.

On sait que les coniques (®) sont surosculatrices,
condition nécessaire et sullisante. La propriété géo-
métrique correspondante pour le faisceau (F) contra-
variant de (®) est la suivante : les coniques de (F)
réduites a une droite double sont telles que cette droite
passe par le point de surosculation, et inversement
toute droite passant par ce point est conique double
de (F). Cette propriété est caractéristique, comme il
est facile de le voir géométriquement ou sur les diverses
équations trouvées pour (F). Traduisons ceci analyti-
(uement :

Exprimons d’abord que (X) est du troisiéme degré;
les coniques f,=o, fy=o0, f3=o0, fy==0 passent
par un point fixe; par une transformation homogra-
phique convenable effectuée sur z, y et 3, on fait dis-



paraitre les termes en z2 dans f,, fa, fs, fi. Le point
de surosculation est alors # =y = o. Et il nous reste

a exprimer que (ax -+ B)? est une conique du fais-
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ceau (F), quels que soient a et §.

Ona

li=a;x+ b;y*+2¢;y5 + 2d; 32 + 26,2y

L’équation de (I) est
Af1+ Bfg-{— Cf3+ Df‘: 0.

Identifions

On obtient

cecl avec

(2 + B2

Aay+ Bay,+ Caz;+ Da,
Ab;+Bb,+ Cb;+ Db,
Acy +Bey +Ce3 +De,
Adi+ Bdy—+ Cd;+ Dd,
Aey +Bey + Cez + De,

ce qui exige que l'on ait

a ay, a; a, o
by b, by b, P
¢ ¢y c3 ¢ af
dy dy ds d, o
ey e ez e, O

équation du second degré en

B

-3

devant avoir une racine

— 2% =0,
— B2 =o,
—af =o,
=o,
=o,
=o,

double. D’ou la condition cherchée :

a, 2

a ax Qg ay ay; Qg

by b, b; b, C3
+4

dy dy ds d, dy dy dy

€ €y €3 € €y €y €3

Remarque I1. — Nous ferons encore remarquer que,
pour les surfaces du troisiéme degré réglées, le degré

a, || b
Cu ¢y
d, [ d,
e, 1 €

b,
Ce
ds

€2

by
C3
dy

€3

(i= I, 2, 3v‘,l)'

b,
Cu
d,

€

= 0.
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de lears asymplotiques est caractéristique de leur
nature; ce degré est égal a 4 pour les surfaces a direc-
trices distinctes el a 3 pour les surfaces de Cayley.



